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КВАЗИРАСПОЗНАВАНИЕ ПРОСТОЙ ГРУППЫ
2G2(q) ПО ГРАФУ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

А. Хосрави, Б. Хосрави

Аннотация: Пусть G— конечная группа. Доказано, что если G— конечная группа
такая, что � (G) = � (2G2(q)), где q = 32n+1 для некоторого n ≥ 1, то G содержит
единственный неабелев композиционный фактор и этот фактор изоморфен 2G2(q).
В качестве следствия доказано, что если G — конечная группа такая, что |G| =
|2G2(q)| и � (G) = � (2G2(q)), то G ∼= 2G2(q). С помощью этого факта даны новые
доказательства некоторых теорем, например, гипотезы Ши и Би. Рассмотрены
приложения к проблеме распознавания конечных групп по множеству порядков
элементов.

Ключевые слова: квазираспознавание, граф простых чисел, простая группа, по-
рядки элементов.

1. Введение

Для целого n обозначим через π(n) множество всех простых делителей n.
Если G — конечная группа, то множество π(|G|) обозначается через π(G). По-
строим граф � (G) простых чисел G следующим образом: π(G) — множество
его вершин и два различных простых числа p и q соединены ребром (пишем
p ∼ q), если G содержит элемент порядка pq. Пусть t(G) — количество связных
компонент � (G) и π1(G), π2(G), . . . , πt(G)(G) — связные компоненты графа � (G).
Иногда мы будем использовать обозначение πi вместо πi(G). Если 2 ∈ π(G), то
всегда предполагаем, что 2 ∈ π1. Связные компоненты неабелевых простых
групп, имеющих по крайней мере две компоненты связности, перечислены в [1,
табл. 1a, 1b, 1c]. Понятие графа простых чисел возникло при изучении некото-
рых когомологических вопросов, связанных с интегральными представлениями
конечных групп. Было доказано, что для каждой конечной группы G выпол-
нено неравенство t(G) ≤ 6 [2–4] и диаметр � (G) не более чем 5 (см. [5]). В [6]
описаны конечные группы G, удовлетворяющие равенству � (G) = � (S), где S —
спорадическая простая группа.

Множество порядков элементов группы G будем обозначать через πe(G).
Очевидно, что πe(G) частично упорядочено по делимости. Поэтому оно одно-
значно определяется множеством μ(G) максимальных элементов. Обозначим
через μi(G) множество таких чисел n ∈ μ(G), простые делители которых при-
надлежат πi(G).

Пусть G — конечная группа такая, что G ∼= H в том и только в том случае,
когда πe(G) = πe(H). Тогда G называют распознаваемой по множеству поряд-
ков элементов (см. [7–9]). Конечную простую неабелеву группу P называют
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квазираспознаваемой по множеству порядков элементов, если каждая конеч-
ная группа G такая, что πe(G) = πe(P ), обладает композиционным фактором,
изоморфным P (см. [10]). По аналогии с этими понятиями введем определения
для графа простых чисел.

Определение 1.1. Говорят, что конечная группа G распознаваема по гра-
фу простых чисел, если H ∼= G для любой конечной группы H такой, что
� (H) = � (G). Говорят, что конечная неабелева простая группа P квазираспо-
знаваема по графу простых чисел, если каждая конечная группа G такая, что
� (G) = � (P ), имеет композиционный фактор, изоморфный P .

О. А. Алексеева и А. С. Кондратьев [10] доказали, что каждая конечная
простая группа, в которой есть по крайней мере три компоненты связности
(кроме A6), квазираспознаваема по графу простых чисел. В настоящей работе
мы докажем следующий результат.

Основная теорема. Простая группа 2G2(q), где q = 32n+1 (n > 0), квази-
распознаваема по графу простых чисел.

Все рассматриваемые группы конечны, и под простой группой мы пони-
маем неабелеву простую группу. Все понятия, не определенные ниже, можно
найти, например, в [11]. При доказательстве основной теоремы использована
классификация конечных простых групп, результаты Уильямса [4], Айвори и
Ямаки [2] и А. С. Кондратьева [3] о графе простых чисел простой группы, а
также Лючидо [12] о графе простых чисел почти простой группы. Ввиду того,
что есть некоторые ошибки в таблицах из [3, 4], мы используем исправленные
таблицы простых групп с несвязным графом простых чисел из [1].

Обозначим через (a, b) наибольший общий делитель положительных целых
чисел a и b. Пусть m целое положительное и p простое. Тогда через |m|p
обозначается p-часть числа m. Иными словами, |m|p = pk, если pk‖m (т. е.
pk | m, но pk+1 � m). Пусть p простое и (a, p) = 1. Пусть k ≥ 1 наименьшее
положительное целое такое, что ak ≡ 1 (mod p). Тогда k называют порядком
числа a относительно p и обозначают через ordp(a). Из малой теоремы Ферма
легко следует, что ordp(a) | (p−1). Кроме того, если an ≡ 1 (mod p), то ordp(a) |
n.

2. Предварительные результаты

Замечание 2.1. Пусть N — нормальная подгруппа группы G и p ∼ q в
� (G/N). Тогда p ∼ q в � (G). Действительно, если xN ∈ G/N имеет порядок
pq, то найдется степень x, имеющая порядок pq.

Определение 2.1 [13]. Конечная группа G называется 2-фробениусовой,
если в ней есть нормальный ряд 1 � H � K � G, где K и G/H — фробениусовы
группы с ядрами H и K/H соответственно.

Грюнберг и Кегель доказали следующую структурную теорему для конеч-
ных групп с несвязным графом простых чисел.

Лемма 2.1 [4, теорема A]. Если G — конечная группа, граф простых чисел
которой имеет более одной компоненты, то G — одна из следующих групп:

(a) фробениусова или 2-фробениусова группа;
(b) простая группа;
(c) расширение π1-группы простой группой;
(d) расширение простой группы π1-группой;
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(e) расширение π1-группы посредством расширения простой группы с по-
мощью π1-группы.

В следующей лемме собраны основные структурные свойства фробениусо-
вой группы [13–15] и 2-фробениусовой группы [13].

Лемма 2.2. (a) Пусть G — фробениусова группа и H , K — фробениусовы
дополнение и ядро G соответственно. Тогда t(G) = 2, компонентами графа
простых чисел группы G являются π(H), π(K) и G имеет одну из следующих
структур:

(i) 2 ∈ π(K), и все силовские подгруппы H циклические;
(ii) 2 ∈ π(H), K — абелева группа, H — разрешимая группа, в которой

силовские подгруппы нечетного порядка являются циклическими группами, и
2-силовские подгруппы вH суть циклические группы или группы кватернионов;

(iii) 2 ∈ π(H), K — абелева группа, и существует H0 ≤ H такое, что |H :
H0| ≤ 2, H0 = Z × SL(2, 5), π(Z) ∩ {2, 3, 5} = ∅ и силовские подгруппы в Z
циклические.

(b) Если G 2-фробениусова, то t(G) = 2. В терминах определения 2.1
π1 = π(G/K) ∪ π(H) и π2 = π(K/H).

Лемма 2.3. Если G — конечная группа и � (G) = � (2G2(q)), где q = 32n+1

(n > 0), то в G есть нормальный ряд 1 � H � K � G такой, что G/K — π1-
группа, H — нильпотентная π1-группа и K/H — неабелева простая группа с
t(K/H) ≥ 3 и G/K ≤ Out(K/H). Кроме того, если j ∈ {2, 3}, то найдется i ≥ 2
такое, что πj(2G2(q)) = πi(K/H).

Доказательство. Первая часть леммы вытекает непосредственно из пре-
дыдущих лемм. Так как t(G) ≥ 2, то Z(G/H) = 1. Кроме того, если xH ∈ G/H
и xH �∈ K/H , то xH индуцирует на K/H автоморфизм, который тривиален
тогда и только тогда, когда xH ∈ Z(G/H). Поэтому G/H ≤ Aut(K/H) и
поскольку Z(G/H) = 1, то G/K ≤ Out(K/H). �

Следующая лемма представляет собой известный результат теории чисел.

Лемма 2.4 [16, с. 29]. Пусть a > 1, m и n положительные целые. Тогда

(an − 1, am − 1) = a(m,n) − 1.

Лемма 2.5 [3]. Пусть q > 1, m и n положительные целые. Тогда
(

qn − 1
q(n,m) − 1 , q

m − 1
)
=
(

n

(n,m)
, q(n,m) − 1

)
.

Лемма 2.6 [17]. Единственное решение диофантова уравнения pm−qn = 1,
где p, q простые и m,n > 1, таково: 32 − 23 = 1.

Лемма 2.7 [17, 18]. За исключением соотношений (239)2 − 2(13)4 = −1 и
(3)5 − 2(11)2 = 1, каждое решение уравнения

pm − 2qn = ±1, p, q простые, m, n > 1,

имеет показатели m = n = 2, т. е. оно получается из единицы p − q.2
1
2 поля

Q(2 1
2 ), для которого коэффициенты p, q простые.
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Лемма 2.8 (теорема Жигмонди [19]). Пусть p простое и n положительное
целое. Тогда выполнено одно из следующих утверждений:

(i) существует примитивное простое p′ для pn − 1, т. е. p′ | (pn − 1), но
p′ � (pm − 1) для любого 1 ≤ m < n,

(ii) p = 2, n равно 1 или 6,
(iii) p — простое число Мерсенна, и n = 2.

3. Доказательство основной теоремы

Если P — простая конечная группа с несвязным графом простых чисел, то
|μi(P )| = 1 для i > 1 по лемме 4 из [10]. Пусть μi(P ) = {ni(P )} для i > 1. Оче-
видно, если G — конечная группа такая, что t(G) ≥ 3, и P — неабелев компози-
ционный фактор G, то для любого i ∈ {2, . . . , t(G)} существует j ∈ {2, . . . , t(P )}
такое, что μi(G) = {nj(P )}. О. А. Алексеева и А. С. Кондратьев использовали
в [10] этот факт для доказательства квазираспознаваемости некоторых групп
по множествам порядков их элементов. Заметим, что с помощью � (G) мы не
можем определить ni(G). Например, графы простых чисел групп Z4 и Z8 сов-
падают.

Квазираспознаваемость по множеству порядков элементов не влечет квази-
распознаваемости по графу простых чисел. Например, альтернированная груп-
па A5 квазираспознаваема по множеству порядков элементов [20], но не квази-
распознаваема по графу простых чисел, поскольку она имеет такой же граф
простых чисел, как и A6. Очевидно, что квазираспознаваемость по графу про-
стых чисел влечет квазираспознаваемость по множеству порядков элементов.

Доказательство основной теоремы. Пусть G — конечная группа и
� (G) = � (2G2(q)), где q = 32n+1 (n ≥ 1). Из [14, XI, теоремы 13.2 и 13.4] или
[21] вытекает, что

πe(2G2(q)) = {1, 2, 3, 6, 9, делители (q − 1),
(q + 1)/2, q −√3q + 1 и q +

√
3q + 1}. (1)

Поэтому t(G) = 3 и π1 = π(q(q2 − 1)). Кроме того, компоненты G, содержащие
только нечетные числа (назовем их нечетными компонентами), суть π2 = π(q+√
3q+1) и π3 = π(q−√3q+1). Отметим, что в � (G) вершина 3 соединена только

с вершиной 2. К тому же π(G) = π(2G2(q)) и если n ≥ 1, то
|2G2(32n+1)| = 33(2n+1)(32(2n+1) − 1)(32n+1 − 3n+1 + 1)(32n+1 + 3n+1 + 1)

= 33(2n+1)(32(2n+1) − 1)(32(2n+1) − 32n+1 + 1).

Очевидно, что 32(2n+1) ≡ −1(mod)5, тем самым 5 � |2G2(32n+1)| и, следователь-
но, 5 �∈ π(G). Так как t(G) = 3, то G по лемме 2 не является ни фробениусовой
группой, ни 2-фробениусовой группой. Поэтому из леммы 2.3 вытекает, что
G обладает нормальным рядом 1 � H � K � G таким, что G/K — π1-группа,
H — нильпотентная π1-группа и K/H — неабелева простая группа. Кроме того,
t(K/H) ≥ 3. Рассмотрим теперь по отдельности все возможности для K/H .

Случай 1. Пусть K/H ∼= Ap, где p и p − 2 простые. Тогда 5 | |K/H |;
противоречие, ибо 5 �∈ π(G).

Случай 2. Пусть K/H ∼= A1(q′), где q′ = pα и 4 | (q′ + 1).
Нечетные компоненты A1(q′) суть π(q′) = {p} и π((q′ − 1)/2). Рассмотрим

два случая.
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(2.1) Если π(32n+1+3n+1+1) = {p}, то 32n+1+3n+1+1 = pβ для некоторого
β > 0 и π(32n+1 − 3n+1 + 1) = π((pα − 1)/2). Отсюда

π((p− 1)/2) ⊆ π(pβ − 1) = π(3n+1(3n + 1))

и аналогично

π((p− 1)/2) ⊆ π((pα − 1)/2) = π(32n+1 − 3n+1 + 1).

Если x ∈ π((p − 1)/2), то x | 3n+1(3n + 1) и x | 32n+1 − 3n+1 + 1. Очевидно, что
x �= 3 и тем самым x | (3n+1 + 3), откуда x | (32n+1 + 4). С другой стороны,
x | (3n + 1), и, значит, x | 3(32n − 1). Поэтому x | 7, так что (p − 1)/2 = 7t для
некоторого t > 0. Тогда p = 2× 7t + 1; противоречие, потому что 3 | (2× 7t + 1)
и p �= 3 простое.

(2.2) Если π(32n+1−3n+1+1) = {p}, то аналогично получаем противоречие.
Случай 3. Пусть K/H ∼= A1(q′), где q′ = pα и 4 | (q′ − 1).
Компоненты K/H суть π(q′) = {p} и π((q′ + 1)/2). Аналогично случаю 2

рассмотрим два подслучая.
(3.1) Если π(32n+1+3n+1+1) = {p}, то 3n+1(3n+1) = pβ−1 для некоторого

β > 0. Кроме того,

π((pα + 1)/2) = π(32n+1 − 3n+1 + 1).

Согласно предположению π(K/H) ⊆ π(G) и, следовательно, π(q′ − 1) ⊆
π1(G). Поэтому π(pα− 1) ⊆ π(34n+2− 1)∪{3} и тем самым π(p− 1) ⊆ π(34n+2−
1) ∪ {3}. С другой стороны,

π(p− 1) ⊆ π(pβ − 1) ⊆ π(3n + 1) ∪ {3} ⊆ π(32n − 1) ∪ {3}.
Пусть 3 �= x ∈ π(p− 1). Тогда

x ∈ π(32n − 1) ∩ π(34n+2 − 1).
Теперь x | (32n − 1) и x | (34n+2 − 1), откуда

x | (32n − 1, 34n+2 − 1) = 3(2n,4n+2) − 1 = 32 − 1 = 8.
Поэтому π(p− 1) ⊆ {2, 3}.

(a) Если n = 1, то p = 37 и π((37α+1)/2) = {19}. Отсюда (37α+1)/2 = 19t
для некоторого t > 0. Из леммы 2.7 вытекает, что α = t = 1. Заключаем
теперь, что K/H ∼= A1(37). Ввиду леммы 2.3 известно, что G/K ≤ Out(K/H).
Кроме того, |Out(A1(37))| = 2, |A1(37)| = 19× 37× 36 и |2G2(33)| = 39(36 − 1)×
19× 37, откуда {7, 13} ⊆ π(H). Вновь используя лемму 2.3, выводим, что H —
нильпотентная группа и, значит, 7 ∼ 13 в � (G); противоречие.

(b) Пусть теперь n ≥ 2. Мы доказали, что π(p − 1) ⊆ {2, 3} и тем самым
p = 2t3s + 1, где t ≥ 1 и s ≥ 0.

Получим противоречие в следующих случаях.
(i) Если s = 0, то p = 2t + 1. Отсюда

pβ − 1 = 3n+1(3n + 1)⇒ (2t + 1)β − 1 = 3n+1(3n + 1)⇒ 2t | (3n + 1).
Однако легко показать, что если n нечетно, то 4‖(3n + 1), а если n четно, то
2‖(3n + 1). Поэтому 2t равно 2 или 4, откуда p = 3 или p = 5. Из 3 | (pβ − 1)
вытекает, что p = 5 и 5β − 1 = 3n+1(3n + 1). Тогда 3 | (5β − 1), следовательно,
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β четно. Мы пришли к противоречию, так как если β четно, то 8 | (5β − 1) и
8 � (3n + 1).

(ii) Если s ≥ 1 и β = 1, то 2t3s = 3n+1(3n+1). Отсюда s = n+1 и 3n+1 = 2t.
Из леммы 2.6 следует, что единственным решением этого диофантова уравнения
является n = 1 и t = 2. Но эта ситуация обсуждалась в случае (a).

(iii) Если s ≥ 1 и β ≥ 2, то
pβ − 1 = 2t3s((2t3s + 1)β−1 + · · ·+ (2t3s + 1) + 1) = 3n+1(3n + 1).

Если (β, 3) = 1, то, поскольку ((pβ−1)/(p−1), p−1) = (β, p−1), имеем 3s = 3n+1

и тем самым s = n+ 1. Но в этом случае

(2t3s + 1)β−1 + 1 ≥ 2t3s + 1 ≥ 2× 3n+1 + 1 > 3n + 1;

противоречие.
Если |β|3 = 3k для некоторого k ≥ 1, то 3s|β|3 = 3s+k = 3n+1. Отсюда

s+ k = n+ 1. Поэтому

(2t3s + 1)β−1 + 1 ≥ (2× 3s + 1)3k−1 + 1 > 23
k−13s(3

k−1) + 1.

Заключаем теперь, что 23
k−13(n+1−k)(3k−1) > 3n. По предположению n = k +

s− 1, k ≥ 1 и (k− 1)/(3k− 2) < 1. Поэтому n > k− 1+ (k− 1)/(3k− 2), а значит,
(3k − 2)n > (k − 1)(3k − 1). Отсюда (n+ 1− k)(3k − 1) > n, поэтому

23
k−13(n+1−k)(3k−1) > 3n;

противоречие.
(3.2) Если π(32n+1 − 3n+1 + 1) = {p}, то приходим к противоречию анало-

гично (3.1), поэтому подробности опускаем.
Случай 4. Пусть K/H ∼= A1(q′), где q′ = 2α.
Тогда нечетные компоненты K/H суть π(2α − 1) и π(2α + 1). Поэтому

π(22α − 1) = π(32(2n+1) − 32n+1 + 1),

что невозможно, ибо 3 ∈ π(22α − 1), но 3 �∈ π(32(2n+1) − 32n+1 + 1).
Случай 5. Пусть K/H ∼= G2(q′), где q′ = 3m. Тогда

{π(32m + 3m + 1), π(32m − 3m + 1)} = {π(32n+1 − 3n+1 + 1), π(32n+1 + 3n+1 + 1)}.
Поскольку π(K/H) ⊆ π(G), то

π(32m − 1) ⊆ π(32(2n+1) − 1).
Пусть d = (m, 2n+ 1). Из леммы 2.4 вытекает, что

(32m − 1, 32(2n+1) − 1) = 32d − 1.
Если d < m, то по леммеЖигмонди 32m−1 имеет примитивное простое p0 такое,
что p0 | (32m−1), но p0 � (32d−1); противоречие, ибо π(32m−1) ⊆ π(32(2n+1)−1).
Поэтому d = m и тем самым m | (2n + 1). Пусть 2n + 1 = mt для некоторого
t > 0. Поскольку нечетные компоненты G и K/H совпадают, то

π(32m + 3m + 1) ∪ π(32m − 3m + 1) = π(32n+1 − 3n+1 + 1) ∪ π(32n+1 + 3n+1 + 1)

= π(32(2n+1) − 32n+1 + 1) = π(32mt − 3mt + 1).
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Пусть x ∈ π(32m + 3m + 1), откуда x ∈ π(33m − 1). Тогда x ∈ π(32mt − 3mt + 1),
и мы заключаем, что x ∈ π(33mt + 1). Так как π(33m − 1) ⊆ π(33mt − 1), имеем
x | 2. Однако x нечетно и тем самым x = 1; противоречие.

Случай 6. Пусть K/H ∼= 2Dp′(3), где p′ = 2m + 1 (m ≥ 1). Поскольку 5
является делителем числа |2D3(3)|, то m �= 1 и тем самым p′ �= 3. Нечетные
компонентыK/H суть π((3p

′
+1)/4) и π((3p

′−1+1)/2). Если x ∈ π((3p
′
+1)/4), то

3p
′ ≡ −1 (mod x). Очевидно, x �= 3. Значит, 32p′ ≡ 1 (mod x), откуда ordx(3) —

делитель 2p′. Ясно, что ordx(3) �= 2 и ordx(3) = 2p′. Кроме того,
π((3p

′
+ 1)/4) ∪ π((3p

′−1 + 1)/2) = π(q −√3q + 1) ∪ π(q +
√
3q + 1) ⊆ π(q3 + 1).

Отсюда x ∈ π(q3 + 1), а это влечет, что x | (36n+3 + 1). Значит, 312n+6 ≡ 1
(mod x). Поэтому ordx(3) | (12n+6) и тем самым p′ | 3(2n+1). По предположе-
нию p′ �= 3 и тем самым p′ | (2n+1). Отсюда (3p′+1) | (32n+1+1), следовательно,
x | (32n+1 + 1). Так как x ∈ π(32n+1 + 3n+1 + 1) ∪ π(32n+1 − 3n+1 + 1), имеем
x | 3n+1; противоречие, ибо x �= 3.

Случай 7. Пусть K/H ∼= 2B2(q′), где q′ = 22m+1 > 2. Двумя из нечетных
компонент K/H являются π(22m+1 + 2m+1 + 1) и π(22m+1 − 2m+1 + 1). Кроме
того,

(22m+1 + 2m+1 + 1)(22m+1 − 2m+1 + 1) = 24m+2 + 1.

Для любого m будет 5 | (24m+2 + 1); противоречие с тем, что 5 � |G|.
Аналогично K/H �∼= 2F4(q′), где q′ = 22m+1 > 2 и K/H �∼= E8(q′). Кроме

того,K/H �∼= S, где S — спорадическая простая группа, так как 5 делит порядок
каждой спорадической простой группы. Аналогично K/H не изоморфна A2(2),
A2(4), 2A5(2) и E7(2).

Случай 8. Пусть K/H ∼= F4(q′), где q′ = 2m > 2. Известно, что (q′4− 1) —
делитель |F4(q′)| и 5 | (q′4 − 1). Поэтому 5 делит |F4(q′)|; противоречие, ибо
5 �∈ π(G).

Случай 9. Пусть K/H ∼= 2G2(α), где α = 32m+1 (m ≥ 1). Тогда нечетные
компоненты K/H суть π(32m+1 − 3m+1 + 1) и π(32m+1 + 3m+1 + 1). Согласно
предположению имеем

π(32m+1 − 3m+1 + 1) ∪ π(32m+1 + 3m+1 + 1)

= π(32n+1 − 3n+1 + 1) ∪ π(32n+1 + 3n+1 + 1) (2)

и π(32(2m+1) − 1) ⊆ π(32(2n+1) − 1). Пусть d = (2m+ 1, 2n+ 1). Тогда

(32(2m+1) − 1, 32(2n+1) − 1) = 32d − 1
по лемме 2.4. Если d < 2m + 1, то 32(2m+1) − 1 по теореме Жигмонди имеет
примитивное простое p0 такое, что p0 � (32d − 1); противоречие. Поэтому (2m+
1) | (2n+ 1). Пусть 2n+ 1 = (2m+ 1)t для некоторого t > 0. Известно, что

(32m+1 − 3m+1 + 1)(32m+1 + 3m+1 + 1) = 32(2m+1) − 32m+1 + 1,

и тем самым из (2) следует, что

π(32(2m+1) − 32m+1 + 1) = π(32t(2m+1) − 3t(2m+1) + 1),

или
π(α2 − α+ 1) = π(α2t − αt + 1). (3)
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Покажем, что t = 1. Если p0 примитивное простое для α6t − 1, то p0 —
делитель α2t − αt + 1, так как

α6t − 1 = (α2t − αt + 1)(αt + 1)(α3t − 1)
и (αt + 1) | (α2t − 1). Однако если t > 1, то p0 �∈ π(α2 − α + 1); противоречие.
Тем самым t = 1 и, значит, q = α. Итак, K/H ∼=2 G2(q), а это доказывает
квазираспознаваемость 2G2(q).

Доказательство теоремы завершено. �

4. Дополнительные результаты

Заметим, что � (Z6) — граф с двумя вершинами, т. е. V = {2, 3} и существу-
ет ребро между 2 и 3. Но � (Z3 × Z2k) = � (Z6) для любого k > 0. Кроме того,
S3×Z2k , где k > 0, является неабелевой группой, и � (S3×Z2k) = � (Z6). Поэто-
му найдется бесконечно много неизоморфных групп G таких, что � (G) = � (Z6).
Отметим к тому же, что даже если |G| = |M | и � (G) = � (M), то мы не можем
заключить, что G ∼=M .

Следствие 4.1. Пусть G — конечная группа. Если G — конечная группа,
удовлетворяющая |G| = |2G2(q)|, где q = 32n+1 (n ≥ 1) и � (G) = � (2G2(q)), то
G ∼= 2G2(q).

Доказательство. По предположению � (G) = � (2G2(q)). Используя основ-
ную теорему, получим, что G имеет нормальный ряд 1 � H � K � G такой,
что K/H ∼= 2G2(q). Кроме того, |G| = |2G2(q)|, и тем самым H = 1 и G = K,
поэтому G ∼= 2G2(q). �

Замечание 4.2. Ши и Би в [22] сделали следующее

Предположение. Пусть G — группа и M — конечная простая группа.
Тогда G ∼=M тогда и только тогда, когда (i) |G| = |M | и (ii) πe(G) = πe(M).

Это предположение справедливо для спорадических простых групп [23],
альтернированных групп и некоторых простых групп лиева типа [22, 24, 25].
Как следствие основной теоремы докажем справедливость этого предположе-
ния для рассматриваемых групп.

Следствие 4.3. Пусть G — конечная группа. Если |G| = |2G2(q)|, где
q = 32n+1 (n ≥ 1) и πe(G) = πe(2G2(q)), то G ∼=2 G2(q).

Очевидно, следствие 4.1 является обобщением предположения Ши и Би, и
тем самым следствие 4.3 немедленно вытекает из следствия 4.1.

Теорема 4.4. Пусть G — конечная группа. Если � (G) = � (2G2(q)), где
q = 32n+1 (n ≥ 1), то G обладает нормальным рядом 1 � H � K � G таким, что
K/H ∼=2 G2(q), G/K является 3-группой и H — нильпотентная {2, 3}-группа.

Доказательство. По основной теореме и предыдущим леммам получаем,
что G имеет нормальный ряд 1 � H � K � G такой, что K/H ∼= 2G2(q), H —
нильпотентная π1-группа и G/K — π1-группа. Согласно предположению имеем
G/K ≤ Out(K/H) и каждый элемент из Out(K/H) является автоморфизмом
полей, порядок которого является делителем 2n + 1. Пусть ϕ — элемент из
G/K порядка m. Тогда m | (2n + 1) и ϕ — автоморфизм полей. Пусть p �=
3 — простой делитель m. Так как каждый автоморфизм полей ϕ централизует
простое подполе, то p ∼ 3 в � (G). Заметим, что p | (2n + 1) и тем самым p
нечетно. Известно также, что если p′ �= 2, 3 — простой делитель |G|, то согласно
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(1) 3 � p′ в � (G). Поэтому p � 3; противоречие. Следовательно, порядок ϕ
равен m = 3β, что делит 2n+ 1.

Пусть p — простой делитель |H | и P — силовская p-подгруппа в H . Так
как H нильпотентна, то P chH . Кроме того, H � G, и тем самым P � G. Если
p �= 2, 3, то p � 3 в � (G). Пусть N — силовская 3-подгруппа в K/H ∼= 2G2(q).
Тогда N действует сопряжениями на P и поскольку p � 3, то N действует без
неподвижных точек на P . Далее, NP — группа Фробениуса, и тем самым N
является циклической группой. Известно, что в K/H ∼=2 G2(q) нет элемента
порядка 3a > 9; противоречие. �
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