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О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ

КРИВЫХ В КВАЗИПРОСТРАНСТВАХ

КАРНО ––– КАРАТЕОДОРИ

А. В. Грешнов

Аннотация. На квазипространствах Карно — Каратеодори для достаточно широ-
кого класса абсолютно непрерывных горизонтальных кривых доказано, что почти
всюду сходимость горизонтальных координат кривой к некоторому направлению в
точке (аналог обычной дифференцируемости) влечет дифференцируемость «всей»
кривой в смысле Карно — Каратеодори в той же точке.
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Введение

Пусть (M,ρcc) — пространство Карно — Каратеодори с метрикой Карно —
Каратеодори ρcc и горизонтальным распределением H1 [1]. Кривая γ(s) ⊂ M ,
s ∈ [a, b], называется горизонтальной, если γ̇(s) ∈ H1(γ(s)) для почти всех
s. Из классического результата Рашевского — Чжоу вытекает, что любые две
точки связного пространства Карно — Каратеодори можно соединить абсолют-
но непрерывной горизонтальной кривой. Расстояние Карно — Каратеодори
ρcc(u, v) для любых двух точек u, v ∈M определяется как точная нижняя грань

длин l(γ) =
s0∫
0
〈γ̇(s), γ̇(s)〉1/2 ds всех абсолютно непрерывных горизонтальных

кривых γ(s) : [0, s0] → M , соединяющих u и v. Если мы запишем горизонталь-
ную кривую в канонической системе координат, то увидим, что «определяющи-
ми» для условий горизонтальности кривой будут первые dimH1 координат (го-
ризонтальные координаты). В качестве примера рассмотрим одномерную груп-
пу Гейзенберга H1 (см. [2]). «Горизонтальность» кривой (x(s), y(s), t(s)) ⊂ H1
выражается дифференциальным тождеством ṫ = 2yẋ − 2xẏ, т. е. производная
третьей координаты выражается полиномиальным образом через предыдущие
координаты и производные горизонтальных компонент, которые входят в по-
линомы линейным образом. Этот же эффект имеет место и на общих группах
Карно [3]. В настоящей работе на достаточно общих квазипространствах Кар-
но — Каратеодори [4, 5] мы изучаем дифференциальные свойства абсолютно
непрерывных горизонтальных кривых (а также кривых, спрямляемых относи-
тельно квазиметрики Карно — Каратеодори), а именно устанавливаем, когда
(обычная) дифференцируемость горизонтальных координат в некоторой точке
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влечет дифференцируемость «всей» кривой в той же точке в смысле (квазимет-
рики) Карно — Каратеодори.

Дифференцируемость отображений «в терминах» метрики Карно — Кара-
теодори (P -дифференцируемость) впервые введена Пансю в работе [3] на груп-
пах Карно. Напомним, что группой Карно [3] или стратифицированной одно-
родной группой [6] называется связная односвязная нильпотентная группа Ли
G, алгебра Ли V которой разлагается в прямую сумму векторных пространств

V =
m⊕
i=1

Vi,
m∑
i=1

dimVi = N , таких, что [V1, Vk] = Vk+1 для 1 ≤ k ≤ m − 1,

[V1, Vm] = {0}. Следуя [3], кривую γ(s) ⊂ G, s ∈ [0, s0], будем называть P -
дифференцируемой в точке 0, если для кривой γ(s) = exp(σ(s))(γ(0)) суще-

ствуют пределы Li = lim
s→0

σi(s)
sj , где σ(s) = (σ1, . . . , σN )(s),

j−1∑
k=0

dimVk < i ≤
j∑

k=0
dimVk, dimV0 = 0. В [3] доказано, что если спрямляемая кривая γ(s) ⊂

(G, ρcc) параметризована длиной дуги, то γ(s) дифференцируема почти всюду;
если при этом в 0 кривая γ(s) дифференцируема, то для кривой σ(s) справед-
ливы равенства Li = 0 для i > dimV1. Эти тождества получены в [3] напря-
мую путем исследования соответствующих сумм Римана, которые возникают
из условия спрямляемости кривой (так называемые многомерные «заметаемые
площади»). Понятие дифференцируемости на общих пространствах Карно —
Каратеодори (cc-дифференцируемость) впервые появилось в работе Маргулиса
и Мостова [7]. Спрямляемая кривая c(t) ⊂ (M,ρcc), параметризованная длиной
дуги, cc-дифференцируема [7, 9.4.1] в точке t0, если ċ(t0) ∈ H1(c(t0)), и

lim
s→0

ρcc(c(t0 + s), exp(sċ(t0)))
s

= 0.

В нашей работе мы используем другое, но эквивалентное вышеприведенному
определение 6.2. С учетом результатов Митчелла [8] в [7] доказано, что спрям-
ляемая кривая c(t) ⊂ (M,ρcc), t ∈ [−1, 1], параметризованная длиной дуги, для
п. в. t удовлетворяет соотношению

lim
�t→0

ρcc(c(t−�t), c(t+�t))
2�t

= 1

([G]-условие) и в таких точках cc-дифференцируема. В настоящей работе мы
доказываем дифференцируемость кривой в точках, удовлетворяющих ограни-
чениям, более слабым по сравнению с [G]-условием (теорема 6.4). В теоре-
ме 6.5 получены некоторые достаточные для доказательства cc-дифференци-
руемости условия в терминах вариации горизонтальной части кривой, более
«широкие», нежели локальная эквивалентность длины кривой и ее текущего
параметра. Полученные утверждения усиливают соответствующие результаты
из [7]. Методы нашей работы не используют результаты из [8], они основаны
на некоторых свойствах спрямляемых и абсолютно непрерывных горизонталь-
ных кривых касательного конуса (см. свойство 3.2 и предложение 4.1), локаль-
ной аппроксимационной теореме для квазиметрик Карно — Каратеодори [5] и
возможности построения специальной горизонтальной (в смысле касательного
конуса) кривой, «приближающей» горизонтальную кривую квазипространства
Карно — Каратеодори (см. теорему 6.3; другим способом существование по-
добных аппроксимаций также доказывалось в [9]). Как следствие, для групп
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Карно мы получаем результаты Пансю, не оценивая «напрямую» многомерные
заметаемые площади.

Автор благодарен рецензенту за ценные замечания и внимательное отно-
шение к работе.

§ 1. Предварительные сведения и обозначения

В настоящей работе мы будем использовать некоторые обозначения, опре-
деления и результаты из [4, 5]. Пусть U ⊂ RN — открытая ограниченная
область, снабженная римановой метрикой ρ. Пусть гладкие векторные поля
X1, . . . , XN таковы, что векторы X1(g), . . . , XN (g) образуют базис касательно-
го пространства TgU в каждой точке g ∈ U . Каждому векторному полю Xi

мы ставим в соответствие натуральное число degXi (степень векторного поля)
такое, что

[Xi, Xj ](g) =
∑

degXk≤degXi+degXj

C(ijk)Xk(g), g ∈ U,

где C(ijk)(g) — некоторые гладкие функции. Пусть Hi — векторное подрасслое-
ние касательного расслоения, образованное векторными полями Xj , degXj ≤ i;
подрасслоение H1 назовем горизонтальным. Обозначим M = max

i
degXi и в

дальнейшем полагаем Xi ∈ CM+2. Символом Bm
e (a, r) обозначается открытый

евклидов шар с центром в точке a ∈ Rm радиуса r. Отображение

θg : (x1, . . . , xN ) → exp

(
N∑
i=1

xiXi

)
(g) = u, θg(0) = θg(0, . . . , 0) = g,

является CM+2-гладким диффеоморфизмом некоторого шара BN
e (0, κg) на об-

ласть Og = θg
(
BN
e (0, κg)

)
⊂ U , где κg > 0 — достаточно малое число; набор чи-

сел {xi}i=1,...,N называется координатами 1-го рода точки u. Символом O обо-
значается далее некоторая область, для которой выполняется следующее усло-
вие: O ⊂ O′

g = O′
g = θg

(
BN
e (0, κ)

)
, κ = inf{κg | g ∈ O}, для каждой точки g ∈ O.

Из определения области O вытекает, что для любых точек u, v ∈ O найдется

единственное векторное поле Y =
N∑
i=1

yiXi, yi = const, такое, что u = expY (v).

На O определим риманово квазирасстояние driem(u, v) = max{|yi| | i = 1, . . . , N}
и квазирасстояние Карно — Каратеодори dcc(u, v) = max{|yi|1/ degXi | i =
1, . . . , N}; обозначим Boxcc(g, r) = {x ∈ O | dcc(g, x) < r}.

Определение 1.1. Метрическое пространство (O, dcc) называется локали-
зованным равномерно регулярным квазипространством Карно — Каратеодори.

Определение 1.1 квазипространства Карно — Каратеодори отличается от
того, которое использовалось автором в работах [4, 5]. Действительно, здесь
подрасслоения Hi, i > 1, не порождаются всевозможными коммутаторами го-
ризонтальных векторных полей до порядка i− 1 включительно; следовательно,
мы не можем гарантировать существование в области O метрики Карно — Ка-
ратеодори ρcc. Однако доказательства всех основных результатов работ [4, 5]
не используют тот факт, что любые две точки квазипространства можно со-
единить горизонтальной кривой; таким образом, результаты работ [4, 5] верны
и для квазипространств из определения 1.1 настоящей работы. В дальнейшем
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мы, ссылаясь на те или иные результаты из [4, 5], уже подразумеваем, что они
имеют место и в нашей ситуации.

Пусть δt, δet : RN → RN , t ≥ 0, обозначают следующие однопараметрические
группы растяжений: δt(x) = (tdegXixi)i=1,...,N , δet (x) =

(
txi
)
i=1,...,N . Также

пусть �g
t = θg ◦ δt ◦ θ−1

g . Введем обозначение X̃i =
(
θ−1
g

)
∗Xi, i = 1, . . . , N .

Отметим, что
(
θ−1
g

)
∗Xi(g) = (0, . . . , 0, 1

i
, 0, . . . , 0) = ei.

Символом
(
Og, dgc

)
далее обозначается нильпотентный касательный конус

в отмеченной точке g ∈ O квазипространства (O, dcc) (см. [4, 5]). В нашем слу-
чае в связи с отсутствием «стратификации» метрическое квазипространство(
Og, dgc

)
является всего лишь локальной градуированной группой (а не груп-

пой Карно), алгебра Ли V которой удовлетворяет соотношениям V =
M⊕
i=1

Vi,

[Vi, Vj ] ⊂ Vi+j для i+j ≤M , [Vi, Vj ] = 0 для i+j > M , dimVi = dimHi−dimHi−1.
Базис левоинвариантных векторных полей алгебры V образуют векторные по-
ля X̂g

i = lim
ε→0

(�1/ε)∗εdegXiXi, где εdegXiXi рассматриваются на некоторой ε-

окрестности точки g. Векторные поля
{
X̂g
i

}
в области определения удовлетво-

ряют следующей «таблице коммутаторов»:[
X̂g
i ; X̂g

j

]
=

∑
degXk=degXi+degXj

Ĉg
ijkX̂

g
k , Ĉg

ijk = Cijk(g) = const;

«умножение» элементов x, y ∈
(
Og, dgc

)
задается как

x · y = exp

(
N∑
i=1

yiX̂
g
i

)
◦ exp

(
N∑
i=1

xiX̂
g
i

)
(g) = exp

(
N∑
i=1

ziX̂
g
i

)
(g), (1.1)

где zi определяются по формулам (2.4) из [5]; при этом exp
(

N∑
i=1

xiXi

)
(g) =

exp
(

N∑
i=1

xiX̂
g
i

)
(g) [4, 5]. Квазиметрика dgc на Og определяется при помощи

соответствующего отображения θ̂g так же, как и dcc. Обозначим Boxgc(u, r) ={
x ∈ Og | dgc(u, x) < r

}
, �̂g

t = θ̂g ◦ δt ◦ θ̂−1
g , X̂ ′

i =
(
θ−1
g

)
∗X̂

g
i .

Для каждого N -мерного вектора α введем обозначения α = (α1, . . . , αN ) =
(α(1), . . . , α(M)), где α(i) = (αdimHi−1+1, . . . , αdimHi), dimH0 = 0. Запись α = 0
означает, что все компоненты вектора α равны нулю. Также мы будем ис-

пользовать следующие обозначения: |α|∞ = max
i=1,...,N

|αi|, |α|h =
N∑
i=1

αi degXi,

αX =
N∑
i=1

αiXi, αX̂g =
N∑
i=1

αiX̂
g
i , α(1)X =

dimH1∑
i=1

αiXi, α(1)X̂
g =

dimH1∑
i=1

αiX̂
g
i .

Для всякого N -мерного мультииндекса α полагаем xα = xα1
1 · . . . · xαNN , где

x = (x1, . . . , xN ); также PrHi(x) = (xdimHi−1+1, . . . , xdimHi). Для положитель-
ных функций a(x), b(x), x ∈ D , запись a ≈ b означает, что найдутся константы
c1, c2 > 0, не зависящие от x ∈ D , такие, что c1a(x) ≤ b(x) ≤ c2a(x). Для
произвольного множества A символом Nε(A) обозначается его ε-окрестность.

§ 2. Сходимость множеств к направлению

Пусть A ⊂ (O, dcc) — некоторое множество, g ∈ A — некоторая точка,

A(g, s) = A ∩ Boxcc(g, s), Â(u, s) = A ∩ Boxgc(u, s),
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IαX[0,t](g) =
⋃

s∈[0,t]

exp

(
N∑
i=1

αis
degXiXi

)
(g),

IαX̂
g

[0,t] (g) =
⋃

s∈[0,t]

exp

(
N∑
i=1

αis
degXiX̂g

i

)
(g).

Определение 2.1. Множество A ⊂ (O, dcc) сходится к направлению αX̂g

в точке g ∈ A, если для любой последовательности sn −→
n→∞

0 найдется последо-

вательность εn −→
n→∞

0 такая, что �g
1/sn(A(g, sn)) ⊂ Nεn

(
IαX̂

g

[0,1] (g)
)
.

Свойство 2.1. Соотношение

A(g, s) ⊂
⋃

s′∈[0,s]

Boxcc
(
�g
s′(exp(αX)(g)), o(s)

)
, s→ 0,

эквивалентно сходимости из определения 2.1.

Доказательство. Свойство 2.1 получается (путем рассуждения «от про-
тивного») несложным применением предложения 2.2, следствия 3.2 и свой-
ства 2.2 из [5].

Свойство 2.2. Рассмотрим множество A ⊂
(
Og, dgc

)
, g ∈ A. Множество A

сходится к направлению αX̂g в точке g тогда и только тогда, когда для точек
us ∈ θ̂−1

g (Â(g, s)), где s достаточно мало, выполняются оценки usi = αisdegXi +
o(sdegXi), где

(
us1, . . . , u

s
N

)
= us.

Доказательство. Свойство 2.2 вытекает из свойства 2.1 и следствия 4.1
из [5].

Замечание 2.1. Сходимость множества A ⊂
(
Og, dgc

)
в точке v ∈ A, v 6=

g, к направлению αX̂g означает, что для любой последовательности sn → 0
найдется последовательность εn → 0 такая, что

�̂g,v
1/sn(Â(v, sn)) ⊂ Nεn

( ⋃
s∈[0,1]

�̂g,v
s (exp(αX̂g)(v))

)
,

�̂g,v
t = θ̂g,v ◦ δt ◦ θ̂−1

g,v, θ̂g,v : (x1, . . . , xN ) → exp

(
N∑
i=1

X̂g
i xi

)
(v).

Из предложения 2.3 из [5] вытекает, что такая сходимость эквивалентна сходи-
мости (в смысле определения 2.1) множества

{
u′ ∈

(
Og, dgc

)
| u′ = v−1 ·u, u ∈ A

}
к направлению αX̂g в точке g.

Свойство 2.3. Множество A ⊂ (O, dcc), g ∈ A, сходится к направлению
αX̂g в точке g тогда и только тогда, когда для точек us ∈ θ−1

g (A(g, s)), где s

достаточно мало, выполняются оценки usi = αisdegXi +o(sdegXi),
(
us1, . . . , u

s
N

)
=

us.

Доказательство. Свойство 2.3 вытекает из свойств 2.1, 2.2 и [5, предло-
жение 2.2, следствие 3.2].
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Свойство 2.4. Для множества A ⊂ (O, dcc), g ∈ A, рассмотрим вложен-
ные друг в друга ограниченные множества A ⊃ A1 ⊃ · · · ⊃ Ak ⊃ . . . , g ∈ Ak,
∞⋂
k=1

Ak = g. Определение 2.1 эквивалентно тому, что для любой такой после-

довательности стягивающихся к g множеств {Ak} найдется последовательность
чисел εn −→

n→∞
0 такая, что �g

1/rAn
(An) ⊂ Nεn

(
IαX̂

g

[0,1] (g)
)
, rAn = sup{dcc(g, u) | u ∈

An}.
Доказательство. Свойство 2.4 в обе стороны несложно доказывается пу-

тем рассуждения «от противного».

§ 3. Горизонтальные и cc-спрямляемые кривые

Конечную последовательность чисел Jn = {s1, . . . , sn} такую, что 0 ≤ s1 <
· · · < sn ≤ s0, будем называть n-разбиением на промежутке [0, s0]. Рассмотрим
кривую γ(s) ⊂ O, s ∈ [0, s0]. Каждому n-разбиению сопоставим число

v(γ, Jn) =
n∑
i=1

dcc(γ(si), γ(si+1)).

Точную верхнюю границу сумм v(γ, Jn) на совокупности всех разбиений отрезка
[0, s0] назовем cc-квазивариацией (cc-квазидлиной) кривой γ(s) на промежутке
[0, s0] и обозначим символом ldcc(γ). Будем говорить, что параметризованная
кривая γ(s) cc-спрямляема, если ее cc-квазивариация конечна. Символ l(γ) =
s0∨
0
γ(s) будем использовать для обозначения обычной вариации γ(s).

Кривая γ(s) : [0, s0] → (O, dcc), γ(s) = θg(x(s)) = θg((x1, . . . , xN )(s)), гори-
зонтальна, если для почти всех s ∈ [0, s0] выполняется

γ̇(s) =
dimH1∑
i=1

αi(s)Xi(s) ⇐⇒ ẋ(s) =
dimH1∑
i=1

αi(s)X̃i(s). (3.1)

Если γ ⊂
(
Og, dgc

)
, то из тождеств (3.1) и [5, (2.3)] вытекает, что α(s) = ẋi(s).

Свойство 3.1. Пусть кривая γ = γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], cc-спрямляема.
Тогда 1) γ спрямляема относительно римановой метрики ρ, 2) γ горизонтальна.

Доказательство. 1. Очевидно, имеем driem ≈ ρ на O. Следовательно,
c−1ρ(u, v) ≤ driem(u, v) ≤ dcc(u, v) ≤ driem(u, v)1/M для некоторой константы
c > 0, не зависящей от выбора u, v ∈ O. Отсюда вытекает п. 1 свойства 3.1.

2. Из п. 1 свойства 3.1 следует, что кривая γ дифференцируема п. в. в
обычном смысле, т. е. существует производная dγ(s)

ds для п. в. s ∈ [0, s0]. Пред-
положим, что существует множество положительной меры T ∈ [0, s0] такое, что
производная γ̇(s) существует, но при этом γ̇(s) /∈ H1(γ(s)), s ∈ T . Пользуясь
критерием измеримости, определим измеримое множество Tλ ⊂ T , |Tλ| > 0,
такое, что

Tλ =
{
s ∈ T |

(
θ−1
γ(s)

)
∗γ̇(s) = (β1,s, . . . βN,s), |(βdimH1+1,s, . . . , βN,s)|∞ > λ > 0

}
.

Не уменьшая общности, можем считать, что множество Tλ компактно. Пусть
σs(τ) =

(
σs1(τ), . . . , σsN (τ)

)
= θ−1

γ(s)(γ(s + τ)), σs(0) = 0. Определим измеримое
множество

Kn = {s ∈ Tλ | |σsi (τ)/τ − βi,s| < ε, i > dimH1, τ ≤ s0/2n},
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где ε > 0 — некоторое достаточно малое число. Отметим, что
⋃
n
Kn = Tλ,

Kn ⊆ Kn+1, поэтому найдется номер n такой, что |Tλ\Kn| < ζ для любого мало-
го ζ > 0. Не уменьшая общности, можем считать, что множество Kn компактно.
Пусть разбиение Jn отрезка [0, s0] удовлетворяет условию: |si − si−1| = s0/2n
для всех i. Обозначим через

{
Inj
}

совокупность отрезков {[si, si+1]} таких, что
[si, si+1] ∩ Kn 6= ∅, а через kn — их количество. Так как Kn имеет положи-
тельную меру, то kn

s0
2n ≥ |Kn|, что равносильно kn ≥ 2n|Kn|

s0
. Для каждого Inj

выберем точку ynj ∈ Inj ∩ Kn. Пусть znj,1, znj,2 — концевые точки отрезка Inj .
Тогда

∑
j

max
l=1,2

dcc
(
γ
(
ynj
)
, γ
(
znj,l
))
≥ const ·

(
λ+O(ε)

2n

)1/2

kn ≥ const ·2n/2 →∞,

что противоречит cc-спрямляемости кривой γ. П. 2 свойства 3.1 доказан.

Замечание 3.1. Если кривая γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], спрямляема в
обычном смысле и горизонтальна, то это еще не гарантирует ее cc-спрямляе-
мость. В качестве примера рассмотрим кривую γ(s) ⊂

(
H1, dgc

)
, s ∈ [0, 1],

γ(s) = (s, 0, ϕ(s)), где ϕ(s) — канторова лестница (см. [10]). По построению γ
имеет ограниченную обычную вариацию и γ̇(s) = (1, 0, 0) ∈ H1(γ(s)) для почти
всех s ∈ [0, 1]. Однако кривая γ(s) даже локально не cc-спрямляема (см. свой-
ство 3.2). Автор выражает признательность рецензенту за идею построения
данного примера.

Рассмотрим cc-спрямляемую кривую γ = γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0]. Пусть

x(1)(s) = PrH1

(
θ̂−1
g (γ(s))

)
. Рассмотрим произвольное n-разбиение интервала

[0, s0]. Используя определение квазиметрики dgc и [5, (2.4)], получаем

n−1∑
j=1

|x(1)(sj)− x(1)(sj+1)| ≤ const ·
n−1∑
j=1

dgc(γ(sj), γ(sj+1)) ≤ ldgc (γ),

поэтому кривая x(1)(s) имеет ограниченную вариацию. Учитывая свойства 2.1,
2.2 из [5], получаем, что для любого τ > 0 кривая �̂g

τγ горизонтальна и
ldgc (�̂

g
τγ) = τ ldgc (γ).

Свойство 3.2. Для всякого вектора α(1) существует единственная cc-спрям-
ляемая кривая γ = γ(s) ⊂

(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0], γ(0) = g, такая, что множество

PrH1

(
θ̂−1
g (γ)

)
совпадает с множеством

⋃
t∈[0,1]

tα(1), и γ(s) = exp(f(s) ·α(1)X̂
g)(g),

где f : [0, s0] → R, f(0) = 0, sup
s∈[0,s0]

f(s) = 1, — некоторая непрерывная функция.

Доказательство. Покажем, что не существует cc-спрямляемой кривой,

удовлетворяющей условиям свойства 3.2 и отличной от exp
(
f(s)

dimH1∑
i=1

αiX̂
g
i

)
(g).

Предположим, что такая кривая есть. Обозначим θ̂−1
g (γ(s)) = x(s) = (x1(s), . . . ,

xN (s)). Пусть найдутся некоторые k ∈ {dimH1 + 1, . . . ,dimH2} и t ∈ [0, s0] та-
кие, что xk(t) 6= 0. Для определенности пусть xk(t) > 0. В силу непрерывности
γ найдется интервал [t1, t2] такой, что xk|(t1,t2) > 0. Мы можем полагать, не
уменьшая общности, что t1 = 0 и xk(t) = sup

s∈[0,t2]
xk(s). Рассмотрим такое n-

разбиение отрезка [0, t], что xk(sj+1) > xk(sj), xk(sj) − xk(sj−1) = an = const,
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xk(s1) = 0, xk(sn) = xk(t); при этом (n− 1)an = xk(t). Тогда, используя опреде-
ление квазиметрики dgc и формулы [5, (2.4)], получаем

n−1∑
j=1

dgc(γ(sj+1), γ(sj)) ≥ const ·(n− 1)(an)1/2 = const ·xk(t)
a1/2
n

−→
an→0

∞. (3.2)

Соотношение (3.2) противоречит cc-спрямляемости кривой γ, поэтому xk(t) = 0
для любых k ∈ {dimH1 + 1, . . . ,dimH2} и t ≤ s0. Далее, используя xk(s)|[0,s0] ≡
0, где k ∈ {dimH1+1, . . . ,dimH2}, точно так же можно доказать, что xk(s)|[0,s0]
≡ 0 для k ∈ {dimH2 + 1, . . . ,dimH3}, и т. д. Свойство 3.2 доказано.

Свойство 3.3. Не существует cc-спрямляемой кривой γ = γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
,

s ∈ [0, s0], γ(0) = g, такой, что PrH1

(
θ−1
g (γ)

)
= 0.

§ 4. Абсолютно непрерывные горизонтальные кривые

Определение 4.1. Кривая γ(s) ⊂ O, s ∈ [0, s0], называется абсолют-
но непрерывной, если для любого числа ε > 0 найдется такое δ > 0, что
для любой конечной системы попарно не пересекающихся интервалов (ak, bk),

k = 1, . . . , n, содержащихся в [0, s0], такой, что
n∑

k=1
(bk − ak) < δ, выполняет-

ся
n∑

k=1
driem(γ(ak), γ(bk)) < ε. Заменяя в последнем неравенстве driem на dcc,

получаем определение cc-абсолютно непрерывной кривой.

Замечание 4.1. Пусть γ(s) = θg(x(s)), x(s) = (x1(s), . . . , xN (s)). Посколь-
ку для любого g ∈ O отображение θg является диффеоморфизмом, абсолютная
непрерывность кривой γ эквивалентна тому, что каждая кривая xi(s) является
абсолютно непрерывной. Из определений квазиметрик driem, dcc и свойства 3.1
вытекает, что любая cc-абсолютно непрерывная горизонтальная кривая будет
абсолютно непрерывной в обычном смысле.

Предложение 4.1. Для каждого вектора α(1) существует единственная
абсолютно непрерывная горизонтальная кривая γ(s) ⊂

(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0],

γ(0) = g, такая, что PrH1 θ̂
−1
g (γ(s)) = α(1)s; при этом γ(s) = exp(sα(1)X̂

g)(g).

Доказательство. Пусть x(s) = (x1(s), . . . , xN (s)) = θ̂−1
g (γ(s)), x(0) = 0.

Используя (3.1) и [5, (2.3)], для п. в. s имеем

ẋj(s) =
dimH1∑
i=1

ẋi(s)
∑
ω≥0,

|ω|h=degXj−1

F̂ g,j
ω,eix

ω(s), j > dimH1. (4.1)

Из (4.1) вытекает, что

ẋj(s) =
∑

|em|h·|el|h=1

F̂ g,j
el,em(αlxm − αmxl) = 0

для degXj = 2, откуда, учитывая начальные условия x(0) = 0, получаем xj(s) =
0 для dimH1 < j ≤ dimH2. Предположим, что

xj(s) = 0, dimH1 < j ≤ dimHt, t < M. (4.2)
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Подставляя (4.2) в (4.1), используя [4, (3.20); 5, (2.3), (2.4)], для dimHt < j ≤
dimHt+1 получаем

ẋj(s) =
∑

ω≥0,|em|h·|el|h=1,
|ω|h=degXj−2

Ĝg,j
ω,0,l,mx

ω(αlxm − αmxl) = 0,

откуда, учитывая начальные условия x(0) = 0, вытекает xj(s) = 0 (см. также
доказательство предложения 3.2 из [4]). Предложение 4.1 доказано.

Предложение 4.2. Пусть γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0], — абсолютно непре-

рывная горизонтальная кривая, γ(0) = g, x(s) = θ̂−1
g (γ(s)), PrH1 x(s) = x(1)(s).

Тогда для каждого s ∈ [0, s0] выполняются оценки

|xi(s)| ≤ const ·Ĉs

(
s∨
0

x(1)

)degXi−1

, degXi > 1, Ĉs = ‖x(1)‖C[0,s]. (4.3)

Доказательство. Имеем |xj(s)| ≤ Ĉs для degXj = 1. Из (3.1) вытекает,
что

xj(s) =
dimH1∑
i=1

∑
ω≥0,

|ω|h=degXj−1

F̂ g,j
ω,ei

s∫
0

xω dxi. (4.4)

Используя свойства интеграла Стилтьеса (см., например, [11]), для degXj = 2
получаем

|xj(s)| =

∣∣∣∣∣∣
dimH1∑
i=1

∑
ω>0,|ωk|h=1

F̂ g,j
ω,ei

s∫
0

xω dxi

∣∣∣∣∣∣ ≤ const ·Ĉs

(
s∨
0

x(1)

)
.

Предположим, что оценки (4.3) доказаны для degXi = 1, . . . , k−1 < M . Из (4.4)
вытекает, что

xj(s) =
dimH1∑
i=1

∑
ω≥0,|ω|h=k−1

F̂ g,j
ω,ei

s∫
0

xω dxi, degXj = k. (4.5)

Применяя индукционное предположение, для каждого мультииндекса ω из (4.5)
выводим, что∣∣∣∣∣∣

s∫
0

xω dxi

∣∣∣∣∣∣ ≤ const ·Ĉ |ω|
s

(
s∨
0

x(1)

)k−1−|ω|( s∨
0

x(1)

)
= const ·Ĉ |ω|

s

(
s∨
0

x(1)

)k−|ω|

.

Заметим, что min{|ω| | |ω|h = degXi−1} = 1, а из определения вариации имеем

Ĉs ≤
(

s∨
0
x(1)

)
. Поскольку количество мультииндексов ω в (4.5) ограничено для

каждого k ≤M , оценки (4.3) для i = k доказаны.

Следствие 4.1. Пусть кривая x(1)(s), s ∈ [0, s0], x(1)(0) = 0, абсолютно
непрерывна. Тогда существует единственная абсолютно непрерывная горизон-
тальная кривая γ(s) ⊂

(
Og, dgc

)
, γ(0) = g, такая, что PrH1 θ̂

−1
g (γ(s)) = x(1)(s).

Доказательство. Пусть θ̂−1
g (γ(s)) = x(s). Тогда с учетом (3.1) кривая

x(s) однозначно определяется посредством соотношений (4.4); при этом схо-
димость интегралов в (4.5) обеспечивается оценками (4.3). Таким образом,
γ(s) = θ̂g(x(s)).
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Следствие 4.2. Пусть кривая u(1)(s) = x(1)(s)+b(1), s ∈ [0, s0], x(1)(0) = 0,
абсолютно непрерывна. Тогда для всякой точки b̂ = θ̂g(b(1), . . . , b(M)) ∈ Boxgc(g, ε)
существует единственная абсолютно непрерывная горизонтальная кривая γ̂(s)
⊂
(
Og, dgc

)
такая, что γ̂(0) = b̂, PrH1 θ̂

−1
g (γ(s)) = u(1)(s); при этом для кривой

θ̂−1
g (γ̂(s)) = (u1(s), . . . , uN (s)) выполняются оценки

|ui(s)| ≤ |bi|+ Ĉs, degXi = 1,

|ui(s)| ≤ |bi|+ const ·Ĉs

(
s∨
0

x(1)

)degXi−1

(4.6)

+
∑

|α+β|h=degXi>1,
α>0,β>0

const ·Ĉ |α|
s

(
s∨
0

x(1)

)|α−α(1)|h−|α−α(1)|

bβ , degXi > 1.

Доказательство. Используя «групповые» свойства пространства
(
Og, dgc

)
и формулы [5, (2.4)], получаем, что

ui(s) = bi + xi(s), degXi = 1, (4.7)

ui(s) = bi + xi(s) +
∑

|α+β|h=k,
α>0,β>0

F̂ g,i
α,βx

α(s)bβ , degXi = k,

где кривая x(s) = (x1, . . . , xN )(s) из следствия 4.1. Тогда следствие 4.2 вытекает
из (4.7) и предложения 4.2.

Замечание 4.2. Пусть горизонтальная кривая γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0],

абсолютно непрерывна. Тогда из (3.1), координатной записи горизонтальных
векторных полей [5, (2.3)] и известных фактов геометрической теории меры
(см. [12, гл. 2]) вытекает, что

l(γ) =
s0∫
0

|ẋ(1)(s)| =
s0∨
0

x(1).

Учитывая свойство 2.1 из [5], получаем l(�̂g
τγ) = τ l(γ), τ > 0.

Рассмотрим абсолютно непрерывные кривые γn = γn(s), γ = γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
,

s ∈ [0, s0], γ(0) = g. Обозначим xn(s) = θ̂−1
g (γn(s)), x(s) = θ̂−1

g (γ(s)),

Pr
H1

θ̂−1
g (γn(s) = xn(1)(s), Pr

H1
θ̂−1
g (γ(s)) = x(1)(s),

εn(s) = xn(1)(s)− xn(1)(0)− x(1)(s) = (εn1 (s), . . . , εndimH1
(s)).

Предложение 4.3. Предположим, что для кривых γn(s), γ(s), введенных
выше, ‖εn(s)‖C[0,s0] → 0, γn(0) → g при n → ∞. Тогда для некоторой констан-
ты c

dgc(γ
n(s), γ(s)) ≤ cmax

{
dgc(g, γ

n(0)), ‖εn‖C[0,s0]
} 1
M

(
max

{
s∨
0

x(1),
s∨
0

xn(1)

})M−1
M

.
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Доказательство. Пусть xn(0) =
(
εnαn1 , . . . , ε

degXN
n αnN

)
, |αn|∞ = 1. Заме-

тим, что кривая εn(1)(s) абсолютно непрерывна, и εn −→
n→∞

0. Используя (4.4),
для degXj = 2 можем записать

xnj (s)− xnj (0) =
dimH1∑
i=1

∑
degXk=1

F̂ g,j
ek,ei

s∫
0

(
xnk (0) + xk + εnk

)
d
(
xi + εni

)

= xj(s) +
dimH1∑
i=1

∑
degXk=1

F̂ g,j
ek,ei

 s∫
0

xk d(εni ) +
s∫

0

(
xnk (0) + εnk

)
d
(
xni
) .

Пусть εs = max{εn, ‖εn‖C[0,s]}, φs = max
{

s∨
0
x(1),

s∨
0
xn(1)

}
. Тогда∣∣∣∣∣∣

s∫
0

(
xnk (0) + εnk

)
d
(
xni
)∣∣∣∣∣∣ ≤ 2εsφs,

∣∣∣∣∣∣
s∫

0

xk dε
n
i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣xkεni ∣∣s0 −

s∫
0

εni dxk

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2εsφs.

Если εn достаточно мало, то εn < φs, поэтому xnj (0) + c1εsφs = αnj ε
2
n + c1εsφs =

c2εsφs, c1, c2 = const, для degXj = 2. Таким образом, для degXj = 2 получили
xnj (s) = xj(s) + ϕsj , ϕsj = O(εsφs). Пусть в случае degXj ≤ m− 1 доказано, что

xnj (s) = xj(s) + ϕsj , ϕsj = O
(
εsφ

degXj−1
s

)
. (4.8)

Обозначим ϕm−1 =
(
ϕs1, . . . , ϕ

s
dimHm−1

)
. Тогда, используя (4.4), (4.8) и билиней-

ность скобки Пуассона, для всех j таких, что degXj = m, имеем

xnj (s)− xnj (0) =
dimH1∑
i=1

∑
|ω|h=m−1

F̂ g,j
ω,ei

s∫
0

(xn)ω d
(
xi + εni

)
= xj(s)

+
dimH1∑
i=1

∑
ω1≥0,ω2>0,

|ω1+ω2|h=m−1

Ci
ω1,ω2

s∫
0

xω1ϕω2
m−1 d

(
xni
)

+
dimH1∑
i=1

∑
|ω|h=m−1

F̂ g,j
ω,ei

s∫
0

xω d
(
εni
)

= xj(s) + S1 + S2, Ci
ω1,ω2

= const .

Для каждого выражения
s∫
0
xω d

(
εni
)

из S2 можно записать

s∫
0

xω d
(
εni
)

= xωεni
∣∣s
0 −

s∫
0

εni d(x
ω), d(xω) =

dimHm−1∑
i=1

ωix
ω−eid(xi),

откуда, используя (4.3), получаем |S2| ≤ const ·εsφm−1
s . С другой стороны, по-

скольку суммирование в S1 происходит при условии, что ω2 > 0, то (4.3) влечет
|S1| ≤ const ·εsφm−1

s . Таким образом, соотношения (4.8) для degXj = m до-
казаны. Используя формулы [5, (2.4)], (4.3), (4.8), для каждого i = 1, . . . , N
получаем

|zi(x+ϕM ,−x)| =
∣∣∣ϕsi +

∑
|α+β|h=degXi,

α>0,β>0

F̂ g,i
α,β(−x)α · (ϕM + x)β

∣∣∣ ≤ const ·εsφdegXi−1
s .

(4.9)
Предложение 4.3 следует из оценок (4.9).
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§ 5. Спрямляемость и сходимость
к направлению горизонтальных кривых

Определение 5.1. Пусть γ(s) ⊂ O, s ∈ [0, s0], — спрямляемая кривая.
Кривая γ cc-спрямляема по хорде справа в точке s ∈ [0, s0), если

lim
τ→+0

l(γ|[s,s+τ ])
dcc(γ(s), γ(s+ τ))

<∞.

Обозначение 5.1. Для всякой кривой γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], введем
обозначение mγ,[s,τ ] = sup

s′∈[s,τ ]
dcc(γ(s), γ(s′)). В случае s = 0 будем использовать

обозначение mγ,τ вместо mγ,[0,τ ]. Для произвольных точек a, b ∈ γ символом
γa,b далее обозначаем участок кривой γ от a до b.

Определение 5.2. Пусть γ(s) ⊂ O, s ∈ [0, s0], — спрямляемая кривая.
Кривая γ m-спрямляема справа в точке s ∈ [0, s0), если lim

τ→+0

l(γ|[s,s+τ])
mγ,[s,τ]

<∞.

Определение 5.3. Кривая γ = γ(s) ⊂ O, s ∈ [0, s0], удовлетворяет cc-
условию Липшица в точке s′ ∈ [0, s0], если dcc(γ(s′), γ(s)) ≤ L|s′−s| для каждо-
го s ∈ [0, s0]. Кривая γ cc-липшицева, если она удовлетворяет условию Липшица
в каждой точке s′ ∈ [0, s0] и константа L не зависит от выбора s′.

Определение 5.4. Спрямляемая кривая γ(s) ⊂ O, s ∈ [0, s0], в точке
s ∈ [0, s0) спрямляема по параметру справа, если существует предел

lim
τ→+0

l(γ|[s,s+τ ])
τ

<∞.

Соглашение 5.1. В дальнейшем, употребляя выражение «в обычном
смысле», имеем в виду, что те или иные понятия рассматриваются с точки зре-
ния обычной евклидовой метрики соответствующего евклидова пространства.

Лемма 5.1. Рассмотрим некоторую кривую x(s) ⊂ (Rn, | · |), s ∈ [0, s0],
x(0) = 0, дифференцируемую в начале координат. Пусть |ẋ(0)| ∈ R∗

+. Тогда
mx,s ≈ s для всех достаточно малых s (здесь величина mx,s определяется в
обычном смысле).

Доказательство. Обозначим ẋ(0) = α. Очевидно, имеем |x(s)| ≈ s для
всех достаточно малых s. Покажем, что mx,s ≈ |x(s)|. Действительно, так как
mx,s — монотонная и непрерывная по переменной s функция, mx,0 = 0, то для
каждого s′ найдется такое число s ≥ s′, что mx,s′ = |x(s)|. Данное равенство
в силу дифференцируемости x(s) в 0 эквивалентно ŝ|α + f̂(ŝ)| = s|α + f(s)|,
где f̂(ŝ) = o(1), f(s) = o(1), а ŝ ∈ [0, s′] определяется условием mx,s′ = |x(ŝ)|.
Если ŝ = o(s), то o(1)|α + f̂(ŝ)| = |α + f(s)| −→

s→0
0, откуда следует |α| = 0;

противоречие. Таким образом, ŝ = O(s), и поэтому s′ = O(s). Следовательно,
ŝ = O(s′), откуда вытекает требуемая эквивалентность.

Итак, в случае, когда кривая x(s) : [0, s0] → (Rn, | · |) дифференцируема в 0
и |ẋ(0)| ∈ R∗

+, определения 5.2, 5.4 эквивалентны. В других случаях определе-
ния 5.2, 5.4 могут быть не эквивалентны.

Замечание 5.1. Напомним, что расстоянием по Хаусдорфу [13] между
множествами A, B ⊂ (O, dcc) называется величина dH(A,B) = inf{r > 0 | A ⊂
Nr(B), B ⊂ Nr(A)}. Несложно убедиться в том, что если в евклидовом про-
странстве (Rn, | · |) кривая x(s), s ∈ [0, s0], x(0) = 0, дифференцируема в 0,
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то множества δe1/sn
(
x|[0,sn]

)
сходятся по Хаусдорфу при sn → 0 к множеству

ẋ(0)t, t ∈ [0, 1], в обычном смысле; если же кривая x(s) δe1/mx,s
-сходится спра-

ва в 0 к направлению α в обычном смысле, то для любой последовательности
положительных чисел sn −→

n→∞
0 множества An = δe1/mx,sn

(x|[0,sn]) сходятся по
Хаусдорфу к множеству A = αt, t ∈ [0, 1], в обычном смысле.

Лемма 5.2. Пусть x(s) ⊂ (Rn, | · |), s ∈ [0, s0], x(0) = 0, — дифференци-
руемая в 0 кривая. Тогда: 1◦) кривая x(s) δe1/s-сходится к направлению ẋ(0) в
точке 0 в обычном смысле; 2◦) если |ẋ(0)| ∈ R∗

+, то кривая x(s) δe1/mx,s
-сходится

справа в 0 к направлению ẋ(0)
|ẋ(0)| в обычном смысле.

Доказательство. Имеем x(s) − ẋ(0)s = o(s), где s → 0. Используя лем-
му 5.1, получаем x(s)

mx,s
− ẋ(0)s

mx,s
= o(1). Пусть ts = sup

{
s̃ ∈ [0, s]

∣∣ |x(s̃)|
mx,s

= 1
}
.

Тогда
ẋ(0)ts
mx,s

=
ẋ(0)ts

|ẋ(0)ts + o(ts)|
−→
s→0

ẋ(0)
|ẋ(0)|

.

Так как |x(s̃)|
mx,s

≤ 1 для любых s̃ ∈ [0, s], то п 2◦ доказан. П. 1◦ очевиден.

Лемма 5.3. Пусть γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], γ(0) = g, — абсолютно непре-
рывная горизонтальная кривая такая, что

∥∥θ−1
g (γ)

∥∥
C[0,s0]

< ξ, где ξ > 0 —
достаточно малое число. Тогда

s0∫
0

|ẋ(1)(s)| ds ≈
s0∫
0

|α(1)(s)| ds = l(γ),

где αi(s) из (3.1), x(1)(s) = PrH1 θ
−1
g γ(s).

Доказательство. Так как ξ — достаточно малое число, то, используя
координатные записи векторных полей X̃ ′

i [5, лемма 1.1], имеем |ẋi| ≈ |αi|, i =
1, . . . ,dimHi, откуда следует лемма 5.3.

Учитывая свойство 2.4, ниже мы модифицируем определение 2.1 для кри-
вых.

Определение 5.5. Пусть a(s) : [0, s0] → R — некоторая неотрицательная
непрерывная неубывающая функция, a(0) = 0. Кривая γ = γ(s) ⊂ (O, dcc),
s ∈ [−s0, s0], γ(0) = g, �g

1/a(s)-сходится справа к направлению αX̂g в точке g,
если для любой последовательности положительных чисел sn −→

n→∞
0 найдется

последовательность положительных чисел εn −→
n→∞

0 такая, что �g
1/a(sn)

(
γ|[0,sn]∩

Boxcc(g, a(sn))
)
⊂ Nεn

(
IαX̂

g

[0,1] (g)
)
.

Свойство 5.1. Рассмотрим некоторую кривую γ = γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈
[0, s0], γ(0) = g, и пусть x(1)(s) = PrH1

(
θ−1
g (γ(s))

)
. �g

1/mγ,s
-сходимость справа

в точке g кривой γ к направлению α(1)X̂
g эквивалентна �g

1/mx(1),s
-сходимости

справа в точке g кривой γ к направлению α(1)X̂
g.

Доказательство. (⇒) Обозначим x = (x(1), . . . , x(M)) = θ−1
g (γ). Из

�g
1/mγ,s

-сходимости справа вытекает, что ‖x(i)‖C[0,s] = o(mi
γ,s) для i > 1. Ис-

пользуя предложение 2.2 из [5], для каждого s ∈ [0, s0] получаем

1 =
‖dcc(g, γ)‖C[0,s]

mγ,s
=
‖dgc(g, γ)‖C[0,s]

mγ,s
=
∥∥dgc(g,�g

1/mγ,s
γ
)∥∥

C[0,s],



80 А. В. Грешнов

откуда lim
s→0

‖x(1)‖C[0,s]
mγ,s

= 1, и кривая x(1)(s) δe1/mγ,s
-сходится в 0 справа к направ-

лению α(1). Поскольку ‖x(1)‖C[0,s] = mx(1),s, то, учитывая вышесказанное и
используя замечание 5.1, получаем, что кривые δe1/mx(1),s

(x(1)|[0,s]) сходятся по

Хаусдорфу к множеству α(1)t, t ∈ [0, 1], и ‖x(i)‖C[0,s] = o
(
mi
x(1),s

)
, i > 1. Поэтому

кривая γ(s) �g
1/mx(1),s

-сходится справа в точке g к направлению α(1)X̂
g.

(⇐) Из �g
1/mx(1),s

-сходимости справа и предложения 2.2 в [5] имеем

‖x(i)‖C[0,s] = o
(
mi
x(1),s

)
, i > 1, (5.1)

mγ,s

mx(1),s
=
‖dcc(g, γ)‖C[0,s]

mx(1),s
=
‖dgc(g, γ)‖C[0,s]

mx(1),s
=
∥∥dgc(g,�g

1/mx(1),s
γ
)∥∥

C[0,s] −→s→0
1.

Используя замечание 5.1, получаем, что кривые δe1/mγ,s
(x(1)|[0,s]) сходятся по

Хаусдорфу к множеству α(1)t, t ∈ [0, 1]. Заметим, что mx(1),s ≤ mγ,s, поэтому с
учетом (5.1) справедливы оценки ‖x(i)‖C[0,s] = o

(
mi
γ,s

)
, i > 1. Следовательно,

кривая γ �g
1/mγ,s

-сходится справа в точке g к направлению α(1)X̂
g.

Замечание 5.2. Пусть кривая γ(s) ⊂ (O, dcc), γ(0) = g, s ∈ [0, s0], x(1) =
PrH1 θ

−1
g γ, удовлетворяет в 0 cc-условию Липшица. Тогда если x(1)(s) диффе-

ренцируема в 0 и при этом |ẋ(1)(0)| ∈ R∗
+, то

mx(1),s

L
≤ const ·s ≤

c3de(0, x(1)(s))
|ẋ(1)(0)|

≤
c4mx(1),s

|ẋ(1)(0)|
, c3, c4 = const,

для достаточно малых s. Если кривая γ(s) cc-липшицева, то, учитывая свой-

ство 3.1 и лемму 5.3, имеем mx(1),s ≤ const ·
s∨
0
x(1) ≤ const ·Ls. Таким образом,

если кривая γ : [0, s0] →
(
Og, dgc

)
, γ(0) = g, cc-липшицева, дифференцируе-

ма в 0 и | ˙x(1)(0)| ∈ R∗
+, то длины кривых �̂g

1/s(γ|[0,s]), �̂
g
1/mx(1),s

(γ|[0,s]) рав-

номерно ограничены. Тогда из дифференцируемости кривой x(1)(s) в 0, лем-
мы 5.2, замечания 5.1 и свойства 3.2 вытекает, что кривая γ(s) �̂g

1/mx(1),s
- и �̂g

1/s-

сходится в точке g к направлениям ẋ(1)(0)
|ẋ(1)(0)|

X̂g и ẋ(1)(0)X̂g соответственно. Если

|ẋ(1)(0)| = 0, то из замечания 5.1 и свойства 3.3 вытекает, что l
(
�̂g

1/s(γ|[0,s])
)
−→
s→0

0, �̂g
1/s(γ|[0,s]) −→s→0

g. Таким образом, в частности, доказано, что на группах
Карно cc-липшицевы кривые cc-дифференцируемы п. в. (см. определение 6.2).

Примеры ниже показывают, что в случае |ẋ(1)(0)| = 0 �̂g
1/mγ,s

-сходимости
кривой γ(s) к g может и не быть.

Пример 5.1. На одномерной группе Гейзенберга H1 [2] рассмотрим точки
u4n+1 = (4−2n−1, 0, 4−l(2n+1)), u4n+2 = (4−2n−2, 0, 4−l(2n+1)), u4n+3 = (4−2n−2, 0,
0), u4n+4 = (4−2n−3, 0, 0

)
, n ∈ {0 ∪ N}, где l ≥ 3 — фиксированное натуральное

число. Пусть γu4n+1,u4n+2 , γu4n+3,u4n+4 — прямолинейные отрезки, соединяющие
точки u4n+1, u4n+2 и u4n+3, u4n+4 соответственно. Точки u4n+2, u4n+3 соеди-
ним следующим образом. Разобьем прямолинейный отрезок Iu4n+2,u4n+3 , соеди-
няющий эти точки, на kn равных частей так, чтобы

(
kn

4l(2n+1)

)1/2 = 1
22n+1 , т. е.

kn = 4(2n+1)(l−1). Соединим полученные при разбиении точки последователь-
но кратчайшими Карно — Каратеодори. Обозначим полученную кривую через
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γu4n+2,u4n+3 . Из построения γu4n+2,u4n+3 вытекает, что l(γu4n+2,u4n+3) ≈ 2−2n−1.
Соединим точки u4n+4 и u4n+5 кривой γu4n+4,u4n+5 так же, как и u4n+2, u4n+3.

Пусть γ =
⋃

n∈0∪N
vn, где vn =

4⋃
j=1

γu4n+j ,u4n+j+1 . По построению кривая γ гори-

зонтальна, cc-спрямляема, соединяет точки u1 и u∞ = (0, 0, 0). Пусть w ∈ vn,
тогда 4−2n−3 ≤ dgc(u∞, w) ≤ const ·(4−2n−1 + 2−l(2n+1)), l(γu∞,w) = const ·2−2n−1,
γu∞,w ⊂ Nεn

(
IX[0,4−2n−1]

)
, εn = const ·2−l(2n+1). Поэтому кривая γ не удовлетво-

ряет определениям 5.1, 5.2 в точке u∞, однако γ δ1/mγ,s
-сходится к направле-

нию X в точке u∞. Если γ параметризована длиной дуги, то γ̇(0) = (0, 0, 0) и
δs−1γ(s) −→

s→0
u∞ при s→ 0.

Пример 5.2. На одномерной группе Гейзенберга H1 [2] рассмотрим сле-
дующую последовательность точек: un =

(
0, 0, 21−n), n ∈ N. Для каждого

n ∈ {0 ∪ N} решим уравнения αnkn = 1
2n+1 , α1/2

n kn =
( 1

2n+1

)1/4. Получаем

αn =
( 1

2n+1

)3/2, kn = 2
n+1

2 . Последовательно отложим на отрезке, соединяю-
щем точки un+1, un+2, в направлении от un+1 к un+2 точки un+1,1, un+1,2, . . . ,
un+1,[kn] так, чтобы |un+1,l| − |un+1,l+1| = αn. Соединим последовательно пары
точек un+1,l и un+1,l+1, а также un+1,[kn] и un+2 кратчайшими Карно — Кара-
теодори. В результате получим кривую γun+1,un+2 , и пусть γ =

⋃
n∈N

γun,un+1 .

Тогда l(γ) ≈ const ·
∞∑
n=0

α1/2
n kn < ∞. В точке u∞ = (0, 0, 0) кривая γ не удовле-

творяет определениям 5.1, 5.2. Пусть γ параметризована длиной дуги; тогда
γ̇(0) = (0, 0, 0), более того, δs−1γ(s) −→

s→0
u∞. Однако кривая γ δ1/mγ,s

-сходится
в точке u∞ к направлению T .

§ 6. Дифференцируемость горизонтальных кривых

Определение 6.1. Рассмотрим кривую γ = γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [−s0, s0],
γ(0) = g, и пусть x(1)(s) = PrH1

(
θ−1
g (γ(s))

)
. Кривая γ h-дифференцируема в

точке 0, если существует единственный вектор α(1) ∈ RdimH1 такой, что кривая
γ �g

1/mx(1),s
-сходится справа и слева к направлению α(1)X̂

g в точке g.

Определение 6.2. Кривая γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [−s0, s0], γ(0) = g, cc-диф-
ференцируема в точке 0, если существует единственный вектор α(1) ∈ RdimH1

такой, что кривая γ �g
1/s-сходится справа и слева к направлению α(1)X̂

g в
точке g.

Замечание 6.1. h-Дифференцируемость и cc-дифференцируемость кри-
вой γ(s) ⊂

(
Og, dgc

)
, s ∈ [−s0, s0], в точке τ ∈ [−s0, s0] такой, что γ(τ) 6= g,

определяются при помощи замечания 2.1.

Теорема 6.1. Пусть γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0], — абсолютно непрерывная

горизонтальная кривая такая, что кривая x(1)(s) = PrH1

(
θ̂−1
g,γ(0)

(
γ(s)

))
δe1/mx(1),s

-
сходится в 0 справа к направлению α(1) и m-спрямляема справа в обычном
смысле. Тогда γ �̂g,γ(0)

1/mx(1),s
-сходится справа к направлению α(1)X̂

g в точке γ(0).

Доказательство. По формулам [5, (2.4)] и (3.1) имеем PrH1

(
θ̂−1
g (γ−1(0) ·

γ(s))
)

= PrH1

(
θ̂−1
g (γ(s))

)
− PrH1

(
θ̂−1
g (γ(0))

)
. Поэтому, учитывая замечание 2.1,

достаточно рассмотреть случай γ(0) = g. Пусть x(s) = (x(1)(s), . . . , x(M)(s)) =
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θ̂−1
g (γ(s)). Рассмотрим кривые {ysn} = {δ1/mx(1),sn

x(s̃)}, s̃ ∈ [0, sn], sn → 0. Из
m-спрямляемости кривой x(1)(s), свойств 2.1, 2.2 из [5] и замечания 4.2 выте-
кает, что {ysn} — последовательность ограниченных абсолютно непрерывных
горизонтальных кривых, длины которых не превосходят const ·|α(1)|. Тогда, ис-
пользуя сходимость кривой x(1)(s) в точке 0 к направлению α(1) и свойство 3.2,
получаем теорему 6.1.

Теорема 6.2. Пусть γ(s) ⊂
(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0], γ(0) = g, — абсолютно

непрерывная горизонтальная кривая. Обозначим θ̂−1
g (γ(s)) = (x1(s), . . . , xN (s)).

Предположим, что кривая x(1)(s) дифференцируема в 0 и для j > dimH1 вы-

полняются оценки ‖x(1)(s) − ẋ(1)(0)s‖C[0,s]

(
s∨
0
x(1)

)degXj−1

= o(sdegXj ). Тогда

кривая γ(s) cc-дифференцируема в 0.
Доказательство. В силу дифференцируемости кривой x(1)(s) в 0 для

всех достаточно малых s будем иметь ẋ(1)(0)s ≤ const ·
(

s∨
0
x(1)

)
. Теорема 6.2

вытекает из оценок (4.9).

Теорема 6.3. Пусть γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], — абсолютно непрерывная
горизонтальная кривая. Тогда существует абсолютно непрерывная горизон-
тальная кривая γ̂(s) ⊂

(
Og, dgc

)
, s ∈ [0, s0], такая, что γ(0) = γ̂(0),

Pr
H1

θ−1
g (γ̂(s)) = Pr

H1
θ−1
g (γ(s)), dgc(γ(s), γ̂(s)) ≤ const ·

(
CsW

M−1
s

(
s∨
0

x(1)

)) 1
M

,

где
θ−1
g (γ(s)) = x(s) = (x(1)(s), . . . , x(M)(s)),

Cs = sup
[0,s]

dcc(g, γ(s)), Ws = max

{
Cs,

s∨
0

x(1)

}
.

Доказательство. Имеем

ẋ(s) =
dimH1∑
i=1

αi(s)X̃i(x(s)) =
dimH1∑
i=1

αi(s)
(
X̂ ′
i + Yi

)
(x(s))

п. в. на [0, s0]; также |xi(s)| ≤ CdegXi
s , i = 1, . . . , N . Используя координатные

записи векторных полей X̃i, X̂ ′
i [5, лемма 1.1, (2.3)], для degXi = 1 получаем

αi = ẋi +
dimH1∑
i=1

ẋipi(x) = ẋi + bi, |pi| = O(Cs),

где pi = pi(x) ∈ CM+1. Запишем

ẋ(s) =
dimH1∑
i=1

(ẋi(s) + bi(s))
(
X̂ ′
i + Yi

)
(x(s)) =

dimH1∑
i=1

ẋi(s)X̂ ′
i(x(s))

+
dimH1∑
i=1

ẋi(s)Yi(x(s)) +
dimH1∑
i=1

bi(s)X̃i(x(s)) = A1(s) +A2(s) +A3(s). (6.1)
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Пусть A2 = (w1, . . . , wN ), A3 = (v1, . . . , vN ). Используя координатные записи
векторных полей X̃i, X̂ ′

i [5, лемма 1.1, (2.3)] и учитывая, что bi = ẋipi, получаем

max


∣∣∣∣∣∣
s∫

0

vi(s) ds

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
s∫

0

wi(s) ds

∣∣∣∣∣∣
 ≤ const ·CdegXi

s

s∨
0

x(1). (6.2)

Из следствия 4.2 вытекает существование абсолютно непрерывной горизонталь-
ной кривой γ̂(s) ⊂

(
Og, dgc

)
, γ̂(0) = γ(0), такой, что для кривой u(s) = θ−1

g (γ̂(s))
выполняются соотношения

u̇(s) =
dimH1∑
i=1

ẋi(s)X̂ ′
i(u(s)), u(0) = x(0), u(1)(s) = x(1)(s).

Обозначим x(s) − u(s) = a(s) = (0, a(2), . . . , a(M))(s). Из (4.1), (6.1), (6.2) по-
лучаем, что ẋ(2)(s) = (u̇(2) + v(2) + w(2))(s), откуда следует ‖x(2) − u(2)‖C[0,s] ≤

const ·
s∨
0
x(1)C

2
s . Предположим, что для всех i ≤ l, l > 2, доказаны оценки

‖a(i)‖C[0,s] ≤ const ·
s∨
0

x(1)CsW
i−1
s . (6.3)

С помощью (4.1), (6.2) для dimHl < j ≤ dimHl+1 можем записать

ẋj =
dimH1∑
i=1

ẋi
( ∑
|ωj+ei|h=l,

ωj>0

F̂ g,j
ωj ,eix

ωj
)

+ vj + wj (6.4)

=
dimH1∑
i=1

u̇i
( ∑
|ωj+ei|h=l,

ωj>0

F̂ g,j
ωj ,ei(u+ a)ωj

)
+ vj + wj = u̇j +

dimH1∑
i=1

tiẋi + vj + wj .

Используя (4.6), (6.3), (6.4), получаем

|ti| ≤ const ·
∑

α≥0,β>0,
α+β=ωj

uαaβ ≤ const ·
∑

α≥0,β>0,
α+β=ωj

uα
(

s∨
0

x(1)Cs

)|β|
W |β|h−|β|

s ,

uα ≤ uα(0) + const ·Ĉ |α|
s

(
s∨
0

x(1)

)|α−α(1)|h−|α−α(1)|

+ const ·
∑

α̃>0,β̃>0,
α̃+β̃=α

ūα̃(0)Ĉ |β̃|
s

(
s∨
0

x(1)

)|β̃−β̃(1)|h−|β̃−β̃(1)|

,

откуда ‖ti‖C[0,s] ≤ const ·CsW l
s. Тогда, используя (6.2), (6.4), получаем оцен-

ки (6.3) и в случае degXj = l + 1. Учитывая предложение 2.2 [5], запишем

dgc(γ̂(s), γ(s)) = dgc

(
exp

(
N∑
i=1

ui(s)X̂
g
i

)
(g), exp

(
N∑
i=1

xi(s)X̂
g
i

)
(g)

)

= dgc

(
exp

(
N∑
i=1

ηi(s)X̂
g
i

)
γ(s), γ(s)

)
= max

i=1,...,N
{|ηi(s)|1/ degXi}. (6.5)
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Обозначим xi(s) = αi,sCdegXi
s , |αi,s| ≤ const. Тогда из (6.3) вытекает

ui(s) = αi,sC
degXi
s + βi,sCs

(
s∨
0

x(1)

)
W degXi−1

s , |βi,s| ≤ const,

где βi,s = 0 в случае 1 ≤ i ≤ dimH1. Используя [5, (2.4)], получаем

ηi(s) = β̂i,sCs

(
s∨
0

x(1)

)
W degXi−1

s , |β̂i,s| ≤ const, (6.6)

поэтому dgc(γ̂(s), γ(s)) ≤ const ·
((

s∨
0
x(1)

)
CsWM−1

s

) 1
M

.

Теорема 6.4. Пусть γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], γ(0) = g, — абсолютно
непрерывная горизонтальная кривая такая, что кривая x(1)(s) = PrH1 θ

−1
g γ(s)

m-спрямляема справа и δe1/mx(1),s
-сходится в точке 0 к направлению β(1) в обыч-

ном смысле. Тогда кривая γ h-дифференцируема справа в точке 0.
Доказательство. Рассмотрим кривую (x1, . . . , xN )(s) = θ−1

g γ(s). Исполь-
зуя координатную запись векторных полей X̃i, i = 1, . . . ,H1 (см. [5, лемма 1.1]),

несложно показать, что |xi(s)| ≤ const ·
(

s∨
0
x(1)

)degXi

, i = 1, . . . , N . Действи-

тельно (см. (3.1)), на первом шаге, используя лемму 5.1, имеем оценки |xi(s)| ≤

const ·
(

s∨
0
x(1)

)
, i = 1, . . . , N . Рассмотрим xi(s), i > dimH1. Используя оценки

первого шага, получим, что |xi(s)| ≤ const ·
(

s∨
0
x(1)

)2

, i > dimH1. Предполо-

жим, что на k-м шаге мы имеем оценки

|xi(s)| ≤ const ·

(
s∨
0

x(1)

)degXi

, degXi ≤ k, |xi(s)| ≤ const ·

(
s∨
0

x(1)

)k

, degXi > k.

Используя их как базу индукции, на (k + 1)-м шаге будем иметь

|xi(s)| ≤ const ·

(
s∨
0

x(1)

)degXi

, degXi ≤ k + 1,

|xi(s)| ≤ const ·

(
s∨
0

x(1)

)k

, degXi > k + 1.

Следовательно, γ(s) ⊂ Boxcc
(
g, C1

s∨
0
x(1)

)
, где константа C1 > 0 не зависит от

выбора s ∈ [0, s0]. Из теоремы 6.3 вытекает существование абсолютно непре-
рывной горизонтальной кривой γ̂ : [0, s0] →

(
Og, dgc

)
такой, что

γ̂(0) = g, Pr
H1

θ−1
g (γ̂(s)) = x(1)(s), dgc(γ(s), γ̂(s)) ≤ const ·

(
s∨
0

x(1)

)M+1
M

. (6.7)

Используя условия теоремы 6.4, имеем
s∨
0
x(1) ≈ mx(1),s, откуда по теореме 6.1

получаем, что кривая γ̂(s) �g
1/mx(1),s

-сходится в точке g к направлению β(1)X̂
g.

С учетом этого теорема 6.4 вытекает из (6.7).
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Следствие 6.1. Пусть cc-липшицева кривая γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0],
γ(0) = g, такова, что кривая PrH1 θ

−1
g (γ(s)) = x(1)(s) дифференцируема в точке

0, при этом |ẋ(1)(0)| ∈ R∗
+. Тогда в точке 0 кривая γ h-дифференцируема;

более того, в точке γ(0) кривая γ �g
1/mx(1)

,s-сходится справа к направлению
ẋ(1)(0)
‖ẋ(1)(0)‖

X̂g.

Доказательство. Проверим, что в 0 кривая PrH1 θ
−1
g (γ(s)) = x(1)(s) m-

спрямляема справа в обычном смысле. Используя условие cc-липшицевости
кривой, для п. в. s ∈ [0, s0] получаем θ−1

γ(s)(γ(s + τ)) = x(τ) = α(1)τ + o(τ),
|α(1)| ≤ const ·L, для всех достаточно малых τ . Используя тот факт, что отобра-
жение, индуцирующее систему координат 1-го рода, — диффеоморфизм, можем
утверждать, что кривая PrH1 θ

−1
γ(ŝ)γ(ŝ + τ), ŝ ∈ [0, s0], абсолютно непрерывна и

ее производная в точках дифференцируемости ограничена по норме некоторой
константой C, зависящей от L и не зависящей от выбора ŝ ∈ [0, s0]. Тогда,

применяя леммы 5.1, 5.3, получаем
τ∨
0
x(1) =

τ∫
0
|ẋ(1)(s)| ds ≤ Cτ ≤ const ·mx(1),τ .

Следствие 6.1 вытекает из леммы 5.2 и теоремы 6.4.

Следствие 6.2. Пусть cc-липшицева кривая γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0],
γ(0) = g, такова, что кривая PrH1 θ

−1
g (γ(s)) = x(1)(s) дифференцируема в точ-

ке 0. Тогда кривая γ cc-дифференцируема в этой точке.
Доказательство. Случай, когда |γ̇(0)| ∈ R∗

+, доказывается точно так же,
как и следствие 6.2. В случае, когда |γ̇(0)| = 0, учитывая свойство 3.3, несложно
показать, что �g

1/s(γ(s)) −→
s→0

γ(0).

Теорема 6.5. Пусть γ(s) ⊂ (O, dcc), s ∈ [0, s0], γ(0) = g, — абсолютно
непрерывная горизонтальная кривая такая, что кривая x(1)(s) = PrH1 θ

−1
g (γ(s))

удовлетворяет условиям:

1◦)
s∨
0
x(1) = o(s

M
M+1 ),

2◦) x(1)(s) дифференцируема в 0,
3◦) ‖x(1)(s)− ẋ(0)s‖C[0,s] = o(s

2M
M+1 ).

Тогда γ(s) cc-дифференцируема в 0.
Доказательство. Из 1◦ и монотонного возрастания функции y

y+1 следу-

ет, что
s∨
0
x(1) = o(s

degXi
degXi+1 ), i = 1, . . . , N . Имеем (см. доказательство тео-

ремы 6.4) γ(s) ⊂ Boxcc
(
g, const ·

s∨
0
x(1)

)
. Тогда из теоремы 6.3 вытекает су-

ществование абсолютно непрерывной горизонтальной кривой γ̂(s) ⊂
(
Og, dgc

)
,

s ∈ [0, s0], γ̂(0) = g, PrH1 θ
−1
g (γ̂(s)) = x(1)(s), такой, что величины ηi(s) (см. (6.5),

(6.6)) суть o(sdegXi). Из 3◦ следует, что ‖x(1)(s)− ẋ(0)s‖C[0,s] = o(s
degXj+M

M+1 ), по-
этому

‖x(1)(s)−ẋ(0)s‖C[0,s]

(
s∨
0

x(1)

)degXj−1

= o(s
degXj+M

M+1 )·o(s
M(degXj−1)

M+1 ) = o(sdegXj ).

Следовательно, по теореме 6.2 кривая γ̂ �g
1/s-сходится к направлению ẋ(1)(0)X̂g

в точке g, откуда, учитывая, что |ηi(s)| = o(sdegXi), получаем теорему 6.5.
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2. Korányi A., Reimann H. M. Quasiconformal mappings on the Heisenberg group // Invent.
Math.. 1985. V. 80. P. 309–338.
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