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Аннотация. Получены теоремы устойчивости для классов решений дифферен-
циальных уравнений, построенных с помощью квазивыпуклых функций и нуль-
лагранжианов.
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Первые результаты по устойчивости классов плоских и пространственных
конформных отображений получены М. А. Лаврентьевым при исследовании
квазиконформных отображений [1, 2]. Теория устойчивости конформных отоб-
ражений, возникшая в рамках теории квазиконформных отображений, в даль-
нейшем развивалась главным образом усилиями самого М. А. Лаврентьева, а
также П. П. Белинского и Ю. Г. Решетняка (см., например, монографии [3–8]
и библиографию в них). Одним из основных результатов этой теории является
следующее утверждение (см., например, [3, 5–8]): для шара B(x, r) ⊂ Rn, n ≥ 2,
каждое K-квазиконформное отображение v : B(x, r) → Rn с коэффициентом K,
близким к 1, имеет малое отклонение в C-норме от конформных отображений
на каждом подшаре B(x, ρr), 0 < ρ < 1, при этом отклонение стремится к нулю
при K → 1.

В силу использования свойства устойчивости конформных отображений
при получении важных теорем как в самой теории квазиконформных отоб-
ражений, так и в ее приложениях возник интерес к поиску других классов
отображений, обладающих свойствами устойчивости. Отталкиваясь от теории
устойчивости конформных отображений, А. П. Копылов в статье [9] (см. также
монографию [7]) предложил общую концепцию устойчивости в C-норме классов
отображений, названную им концепцией ξ-устойчивости. Эта концепция регу-
лярным образом согласована с теорией устойчивости конформных отображе-
ний (см. [7, 9]). Действительно, сформулированный выше результат равносилен
теореме о ξ-устойчивости класса конформных отображений в классе квазикон-
формных отображений (см. [7, гл. 1, § 1.3]). В рамках концепции ξ-устойчивости
получены теоремы об устойчивости классов многомерных голоморфных отоб-
ражений, классов решений эллиптических систем линейных уравнений в част-
ных производных, классов гомотетий и ряда других классов отображений (см.,

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований, Совета по грантам Президента Российской Федерации для поддержки молодых
российских ученых и ведущих научных школ, Междисциплинарного интеграционного проекта
СО РАН 2006 г. № 117 и Фонда содействия отечественной науке.

c© 2008 Егоров А. А.



Квазивыпуклые функции и нуль-лагранжианы 797

например, работы А. П. Копылова [7, 9, 10], Н. С. Даирбекова [11, 12], Т. В. Со-
коловой [13, 14] и библиографию в них).

Развивая теорию ξ-устойчивости, в этой статье, как и в [15], мы исследуем
устойчивость классов решений нелинейных дифференциальных уравнений

F (u′(x)) = G(u′(x)), (1)

строящихся с помощью квазивыпуклых функций F и нуль-лагранжианов G.
Большинство упомянутых выше классов отображений могут быть рассмотрены
как классы решений уравнений вида (1). В частности, если для отображения
u : U ⊂ Rn → Rn, n ≥ 2, выпуклая функция F и нуль-лагранжианG определены
равенствами F (u′(x)) = |u′(x)|n и G(u′(x)) = detu′(x), то (сохраняющие ориен-
тацию) конформные отображения являются решениями уравнения (1). Отме-
тим, что в [15] мы исследовали устойчивость классов решений уравнений (1) в
частном случае, когда функции F являются выпуклыми. Некоторые частные
случаи результатов настоящей статьи анонсированы в [16].

Основным результатом данной статьи является теорема о ξ-устойчивости
класса решений уравнения (1), построенного с помощью удовлетворяющих неко-
торым предположениям квазивыпуклой функции F и нуль-лагранжиана G (тео-
рема 1). Для этого класса решений установлены также оценки устойчивости в
C-норме на компактно вложенных подобластях (теорема 4). Если функция F
является строго квазивыпуклой, то в добавление к оценкам устойчивости в C-
норме установлены оценки близости производных в норме пространства Лебега
(теоремы 5 и 6). При получении теорем устойчивости для классов решений
уравнения (1) исследован ряд свойств решений дифференциальных неравенств

F (v′(x)) ≤ KG(v′(x)) (2)

с K ≥ 1. В частности, доказаны теоремы о замкнутости множеств таких реше-
ний относительно локальной сходимости в пространстве Лебега (теорема 7) и о
их гёльдеровой регулярности (теорема 8).

Опишем структуру статьи. В § 1 приводятся основные используемые в рабо-
те обозначения и термины. В § 2 содержатся определения исследуемых классов
решений и формулировки основных результатов. В § 3 исследуются свойства
решений дифференциальных неравенств (2). Доказательству теорем 2 и 3 по-
священ § 4. В § 5 установлены следствия из теорем о сходимости с функциона-
лом, необходимые для доказательства основных теорем 5 и 6. Доказательство
теоремы 5 изложено в § 6.

§ 1. Обозначения и терминология

Пусть A — множество в Rn. Топологическая граница множества A обо-
значается через ∂A. Диаметр множества A определяется равенством diamA :=
sup{|x− y| : x, y ∈ A}. Внешняя мера Лебега множества A обозначается симво-
лом |A|.

Множество Rm×n := {ζ = (ζµν)µ=1,...,m,
ν=1,...,n

: ζµν ∈ R, µ = 1, . . . ,m, ν =

1, . . . , n} состоит из всех вещественных m× n-матриц. Мы отождествляем мат-
рицу ζ = (ζµν)µ=1,...,m,

ν=1,...,n
∈ Rm×n с линейным отображением (ζ1, . . . , ζm) : Rn →

Rm, где ζµ(x) :=
n∑

ν=1
ζµνxν , µ = 1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Операторная

норма в пространстве Rm×n задается равенством |ζ| := sup{|ζ(x)| : x ∈ Rn, |x| <
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1}, а норма Гильберта — Шмидта — ‖ζ‖ :=

(
m∑
µ=1

n∑
ν=1

ζ2
µν

)1/2

. Число k-наборов

упорядоченных индексов в множестве � kn := {I = (i1, . . . , ik) : 1 ≤ i1 < · · · <
ik ≤ n, iκ ∈ {1, . . . , n}, κ = 1, . . . , k} равно биномиальному коэффициенту(n
k

)
:= n!

k!(n−k)! . Если x ∈ Rn и I ∈ � kn , то полагаем xI := (xi1 , . . . , xik) ∈ Rk. Эле-

ментами k-й ассоциированной матрицы Mk(ζ) := (detJI ζ)J∈�km,I∈�kn ∈ R(mk )×(nk)

для матрицы ζ ∈ Rm×n являются k × k-миноры detJI ζ := det

 ζj1i1 ... ζj1ik
...

. . .
...

ζjki1 ... ζjkik

.

Здесь и далее мы индексируем элементы матрицы � ∈ R(mk )×(nk) лексикографи-
чески упорядоченными k-наборами I ∈ � kn и J ∈ � km, т. е. � = (γJI)J∈�km,I∈�kn .
Мы отождествляем M1(ζ) с ζ.

Матрица Якоби отображения u = (u1, . . . , um) : U ⊂ Rn → Rm в точке
x ∈ U есть матрица u′(x) :=

(∂uµ
∂xν

(x)
)
µ=1,...,m,
ν=1,...,n

. Если I ∈ � kn и J ∈ � km, то

∂uJ
∂xI

(x) = ∂(uj1 ,...,ujk )
∂(xi1 ,...,xik ) (x) := detJI u′(x).

Пусть V — вещественное векторное пространство. Говорят, что функция
� : V → R положительно однородна степени p ∈ R, если �(tx) = tp�(x)
для всех чисел t > 0 и векторов x ∈ V \ {0}. Функция � : V → R назы-
вается выпуклой, если �(tx + (1 − t)y) ≤ t�(x) + (1 − t)�(y) для всех чисел
t ∈ (0, 1) и векторов x, y ∈ V . Говорят, что выпуклая функция � строго (су-
щественно) выпуклая, если выполнено строгое неравенство �(tx + (1 − t)y) <
t�(x) + (1 − t)�(y) при x 6= y. Функция F : Rm×n → R называется поли-
выпуклой (строго поливыпуклой), если существует выпуклая (соответственно
строго выпуклая) функция � : R(m1 )×(n1)× · · · ×R( m

min{m,n})×( n
min{m,n}) → R такая,

что F (ζ) = �(M1(ζ), . . . ,Mmin{m,n}(ζ)), ζ ∈ Rm×n. Поливыпуклые интегранды
впервые введены Боллом в статье [17], а строго поливыпуклые интегранды —
Боллом и Марсденом в [18] при исследовании проблем нелинейной теории упру-
гости. Следуя Морри [19], непрерывную функцию F : Rm×n → R называем
квазивыпуклой, если выполнено неравенство

|B(0, 1)|F (ζ) ≤
∫

B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx (3)

для всех функций ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1); Rm) и матриц ζ ∈ Rm×n. В силу [19]
каждая квазивыпуклая функция является локально липшицевой. Для функ-
ции F : Rm×n → R справедливы следующие импликации [17, 19] (см. так-
же [8, 20–23]): F выпуклая =⇒ F поливыпуклая =⇒ F квазивыпуклая. Ес-
ли min{m,n} = 1, то понятия выпуклости, поливыпуклости и квазивыпукло-
сти эквивалентны. Пусть p ≥ 1. Следуя М. А. Сычеву [24], говорим, что
квазивыпуклая функция F является строго p-квазивыпуклой, если для мат-
рицы ζ ∈ Rm×n и чисел ε, C > 0 существует число δ = δ(ζ, ε, C) > 0 та-
кое, что для каждого отображения ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1); Rm), удовлетворяющего
неравенству ‖ϕ′‖Lp(B(0,1);Rm×n) ≤ C|B(0, 1)|1/p, условие

∫
B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx ≤

|B(0, 1)|(F (ζ) + δ) влечет соотношение |{x ∈ B(0, 1) : |ϕ′(x)| ≥ ε}| ≤ ε|B(0, 1)|.
Отметим, что в математической литературе термин строгой квазивыпуклости
также используется для обозначения другого (близкого, но неэквивалентного
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рассматриваемому) свойства, состоящего в том, что в определении квазивы-
пуклости (3) выполнено строгое неравенство для отображений ϕ, отличных от
нулевого (см., например, [25]). В данной работе мы используем этот термин в
определении М. А. Сычева [24]. В случае p > 1 для рассматриваемых в нашей
работе функций F понятие строгой p-квазивыпуклости эквивалентно понятию
строгой замкнутой p-квазивыпуклости из работы Кристенсена [26], определя-
емому в терминах теории градиентных мер Янга (см. [24, предложение 3.4]).
Следуя Эванс [27] и Эванс и Гариепи [28], непрерывную функцию F : Rm×n → R
будем называть равномерно строго p-квазивыпуклой, если

|B(0, 1)|F (ζ) + c

∫
B(0,1)

|ϕ′(x)|p dx ≤
∫

B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx

для некоторого c > 0 и для всех ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1); Rm) и ζ ∈ Rm×n. Для функ-
ции F : Rm×n → R мы имеем следующую импликацию: F равномерно строго
p-квазивыпуклая =⇒ F строго p-квазивыпуклая. Действительно, пусть F —
равномерно строго p-квазивыпуклая функция. Пусть ζ ∈ Rm×n, ε, C > 0,
ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1); Rm) и ‖ϕ′‖Lp(B(0,1);Rm×n) ≤ C|B(0, 1)|1/p. Имеем

|{x ∈ B(0, 1) : |ϕ′(x)| ≥ ε}| ≤ ε−p
∫

B(0,1)

|ϕ′(x)|p dx

≤ c−1ε−p
( ∫
B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx− |B(0, 1)|F (ζ)
)
.

Последнее неравенство следует из равномерно строгой p-квазивыпуклости функ-
ции F . Тогда неравенство

∫
B(0,1)

F (ζ + ϕ′(x)) dx ≤ |B(0, 1)|(F (ζ) + δ) с δ = cεp+1

влечет |{x ∈ B(0, 1) : |ϕ′(x)| ≥ ε}| ≤ ε|B(0, 1)|. Следовательно, F является стро-
го p-квазивыпуклой. Отметим, что в определениях квазивыпуклости, строгой
p-квазивыпуклости и равномерно строгой p-квазивыпуклости шар B(0, 1) мо-
жет быть заменен любой ограниченной областью U с |∂U | = 0 (см., напри-
мер, [23]). Мы называем функцию G : Rm×n → R нуль-лагранжианом, если
функции G и −G являются квазивыпуклыми. Термин «нуль-лагранжиан» воз-
ник в силу следующего факта. Соответствующее вариационному интегралу∫
U

G(u′(x)) dx с нуль-лагранжианом G уравнение Эйлера — Лагранжа тожде-

ственно удовлетворяется при всех допустимых деформациях u : U ⊂ Rn → Rm

(см. [29], а также [8, 20–23]). Только аффинные комбинации миноров, называе-
мые квазиаффинными функциями, являются нуль-лагранжианами [30, 31] (см.
также [8, 17, 19–23, 29]), т. е.

G(ζ) = γ0 +
min{m,n}∑

k=1

∑
J∈�km,I∈�kn

γJI detJI ζ, ζ ∈ Rm×n, (4)

для некоторых γ0, γJI ∈ R.
Другие используемые нами обозначения и определения вводятся по мере

необходимости.
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§ 2. Определение классов
и формулировка основных результатов

Фиксируем число k ∈ N, 2 ≤ k ≤ min{n,m}. Для непрерывных функций
F : Rm×n → R и G : Rm×n → R мы в дальнейшем считаем, что выполнены
следующие предположения:

(H1) F является квазивыпуклой функцией;
(H2) G является нуль-лагранжианом;
(H3) F и G положительно однородны степени k;
(H4) sup{K ≥ 0 : F (ζ) ≥ KG(ζ), ζ ∈ Rm×n} = 1;
(H5) cF := inf{F (ζ) : ζ ∈ Rm×n, |ζ| = 1} > 0;
(H6) dG := sup

{ ∑
J∈�km,I∈�kn

|γJI ||xI |2 : x ∈ Rn, |x| = 1
}
< kcF /(n− k) в случае

k < n.
Здесь коэффициенты γJI из представления (4) для нуль-лагранжиана G. В
силу (H3) это представление состоит только из k × k-миноров, т. е.

G(ζ) =
∑

J∈�km,I∈�kn

γJI detJI ζ, ζ ∈ Rm×n. (5)

Используя (H4), легко показать, что G 6≡ 0. Поэтому dG > 0. Так как функ-
ция F непрерывна, из (H3) следуют неравенства

cF |ζ|k ≤ F (ζ) ≤ CF |ζ|k, ζ ∈ Rm×n, (6)
с константами cF из (H5) и CF := sup{F (ζ) : ζ ∈ Rm×n, |ζ| = 1} <∞.

Для K ≥ 1 обозначим через G(K) = GF,G(K) класс отображений v ∈
W 1,k

loc (V ; Rm), определенных на областях V ⊂ Rn и удовлетворяющих дифферен-
циальному неравенству (2) для п. в. x ∈ V . Для отображения v ∈ W 1,k

loc (V ; Rm)
обозначим через K(v) наименьшую постоянную K ≥ 1 в (2).

Из предположения (H4) следует, что класс G := G(1) состоит из решений u
дифференциального соотношения (1).

Обозначим через W 1 класс отображений v : V → Rm, определенных на
областях V ⊂ Rn и удовлетворяющих условию v ∈W 1,p

loc (V ; Rm) для некоторого
числа p = p(v) > n.

Одним из основных результатов об устойчивости класса G является

Теорема 1. Пусть функции F и G удовлетворяют предположениям (H1)–
(H6). Тогда класс G ξ-устойчив относительно класса W 1.

Следуя А. П. Копылову [7, 9] (см. также [5]), говорят, что класс G ξ-устой-
чив относительно класса W 1, если класс G удовлетворяет условиям ξ-нормаль-
ности g1–g6 из [9] (см. также [7, гл. 1] и условия (K1)–(K4) в [5, гл. II, § 12.6]) и
существует функция α = αG : [0,+∞) → [0,+∞) такая, что lim

ε→0
α(ε) = α(0) = 0

и ξ(v,G) ≤ α(�(v,G)) для всех отображений v ∈ W 1. Здесь функционал ξ(·,G)
глобальной близости и функционал �(·,G) локальной близости определяют-
ся следующим образом [7, 9] (см. также [5]). Возьмем число ρ ∈ (0, 1] и шар
B = B(x, r) ⊂ Rn. Для данного произвольного локально ограниченного отоб-
ражения v : B → Rm обозначим через ξρ,B(v,G) точную нижнюю грань чисел
ε ≥ 0, для которых найдется отображение u : B → Rm из класса G такое, что
‖v − u‖C(B(x,ρr);Rm) ≤ ε diam v(B). Функционал

ξB(v,G) :=
1∫

0

ξρ,B(v,G) dρ
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измеряет близость отображения v к классу G в равномерной метрике внутри
шара B, отнесенной к размерам v(B). Для отображения v : V → Rm, опреде-
ленного на области V ⊂ Rn, полагаем

ξ(v,G) := sup{ξB(v,G) : B ⊂ V }, ξρ(v,G) := sup{ξρ,B(v,G) : B ⊂ V },
�(x, v,G) := lim sup

r→0
ξB(x,r)(v,G), �(v,G) := sup{�(x, v,G) : x ∈ V };

в определении ξ(v,G) и ξρ(v,G) точная верхняя грань берется по всем шарам,
лежащим в области V . Функционалы ξ(v,G) и ξρ(v,G) глобальной близости
измеряют близость отображения v к классу G внутри каждого шара, компактно
содержащегося в области определения отображения v, а функционалы �(x, v,G)
и �(v,G) локальной близости — соответственно в малых шарах с центром в
точке x и во всех малых шарах из области определения отображения v. Таким
образом, теорема 1 означает, что отображение v ∈ W 1, локально близкое к
отображениям класса G, глобально близко к ним на каждом шаре, компактно
содержащемся в области определения отображения v.

Замечание 1. Используя теоремы 7 и 8 и следствие 1 из § 3, легко по-
казать, что класс G удовлетворяет условиям ξ-нормальности g1–g6 из [7, 9]. В
частности, условие g4 (см. также условие (K3) в [5, гл. II, § 12.6]) означает, что
класс G замкнут относительно локально равномерной сходимости.

Теорема 1 является прямым следствием следующих ниже теорем 2 и 3 и
теоремы 3 из статьи А. П. Копылова [9] (см. также [7, теорема 1.1.3]), утвер-
ждающей, что функционалы ξ и ξρ, ρ ∈ (0, 1), асимптотически эквивалентны.

Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 найдется функция ᾱ(ε) =
ᾱF,G(ε), определенная для 0 ≤ ε < ε0 и такая, что lim

ε→0
ᾱ(ε) = ᾱ(0) = 0 и

для каждого отображения v ∈ W 1 неравенство �(v,G) ≤ ε < ε0 влечет v ∈
G(1 + ᾱ(ε)).

Теорема 3. Пусть ρ ∈ (0, 1). При выполнении условий теоремы 1 суще-
ствует функция βρ(K) = βρ,F,G(K), определенная для 1 ≤ K < K0 и такая,
что lim

K→1
βρ(K) = βρ(1) = 0 и для любого отображения v : B(a, r) → Rm шара

B(a, r) ⊂ Rn из класса G(K) с некоторым 1 ≤ K < K0 найдется отображение
u : B(a, r) → Rm класса G такое, что

‖v − u‖C(B(a,ρr);Rm) ≤ βρ(K) diam v(B(a, r)). (7)

Теорема 3 может быть дополнена следующим утверждением о близости на
компактно вложенных подобластях.

Теорема 4. Пусть V — область в Rn, и пусть U — компактное подмно-
жество в V . При выполнении условий теоремы 1 существует функция β̄(K) =
β̄V,U,F,G(K), определенная для 1 ≤ K < K0 и такая, что lim

K→1
β̄(K) = β̄(1) = 0 и

для каждого отображения v : V → Rm класса G(K) с некоторым 1 ≤ K < K0
найдется отображение u : V → Rm класса G такое, что

‖v − u‖C(U ;Rm) ≤ β̄(K) diam v(V ). (8)

Следующие теоремы усиливают теоремы 3 и 4 в случае, когда функция F
удовлетворяет следующему предположению:

(H1′) F является строго k-квазивыпуклой.
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Заметим, что предположение (H1′) более сильное, чем (H1). В этом случае
в дополнение к оценкам (7) и (8) близости (в C-норме) отображений из класса
G(K) к отображениям класса G мы получаем оценки близости (в Lk-норме)
производных этих отображений.

Теорема 5. Предположим, что функции F и G удовлетворяют предполо-
жениям (H1′) и (H2)–(H6). Тогда заключение теоремы 3 справедливо с одно-
временным выполнением неравенства (7) и следующего неравенства:

‖v′ − u′‖Lk(B(a,ρr);Rm×n) ≤ βρ(K)r(n−k)/k diam v(B(a, r)).

Теорема 6. При выполнении условий теоремы 5 заключение теоремы 4
справедливо с одновременным выполнением неравенства (8) и неравенства

‖v′ − u′‖Lk(U ;Rm×n) ≤ β̄(K) diam v(V ).

Обсудим условия, достаточные для выполнения предположений (H1), (H1′)
или (H6). В § 1 отмечено, что поливыпуклые (в частности, выпуклые) функ-
ции являются квазивыпуклыми, т. е. удовлетворяют (H1), а равномерно стро-
го k-квазивыпуклые функции являются строго k-квазивыпуклыми, т. е. удо-
влетворяют (H1′). По [27, лемма 8.2] строго выпуклая функция F (ζ) = ‖ζ‖k
равномерно строго k-квазивыпукла. Заметим, что сумма (равномерно) строго
k-квазивыпуклой функции и квазивыпуклой функции является (равномерно)
строго k-квазивыпуклой функцией. Сформулируем еще одно условие, доста-
точное для выполнения (H1′) (см. следствие 2 в § 5). Для функции F , удовле-
творяющей оценке 0 ≤ F (ζ) ≤ C(|ζ|k + 1), ζ ∈ Rm×n, с некоторой константой
C > 0, выполнено предположение (H1′), если F удовлетворяет с некоторым
числом κ ∈ N, 1 ≤ κ ≤ k, следующему условию:

(H1′′) существуют число s ∈ N, строго выпуклая функция � : Rs → R и
линейное отображение � : R(m1 )×(n1) × · · · × R(mκ)×(nκ) → Rs такие, что F (ζ) =
�(�(M1(ζ), . . . ,Mκ(ζ))), ζ ∈ Rm×n, и справедливо неравенство

|�(�1, . . . , �κ)| ≥ c|�1| (9)

для всех (�1, . . . , �κ) ∈ R(m1 )×(n1) × · · · × R(mκ)×(nκ) и некоторого c > 0.
Отметим, что условие (H1′′) влечет поливыпуклость функции F . В случае

κ = 1 условие (H1′′) эквивалентно строгой выпуклости функции F . В случае
κ = min{m,n} строго поливыпуклые функции являются примерами функций,
удовлетворяющих (H1′′).

Наконец, отметим, что предположение (H6) выполнено, если справедливо
следующее условие:

(H6′) d̄G := sup
{ ∑
J∈�km

|γJI | : I ∈ � kn
}
< cF /

(n−1
k

)
в случае k < n.

Действительно, если справедливо условие (H6′), то для x ∈ Rn с |x| = 1
имеем∑
J∈�km,I∈�kn

|γJI ||xI |2 ≤ d̄G
∑
I∈�kn

|xI |2 = d̄G

(
n− 1
k − 1

)
< cF

(
n− 1
k − 1

)/(n− 1
k

)
=

kcF
n− k

.

Это влечет выполнение (H6).
Теоремы 1–6 для частного случая, когда функция F является выпуклой

(строго выпуклой в теоремах 5 и 6) и выполнено предположение (H6′), получены
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в работе [15]. При выполнении предположения (H6′) теорема 3 и частные случаи
теоремы 5, когда функция F является равномерно строго k-квазивыпуклой или
удовлетворяет условию (H1′′), анонсированы в работе автора [16].

В заключение параграфа напомним примеры хорошо известных ξ-устойчи-
вых классов отображений, которые можно рассматривать как классы решений
уравнений (1), построенных с помощью удовлетворяющих нашим предположе-
ниям функций F и G.

Пусть k = n = m ≥ 2. Тогда функции F (ζ) = |ζ|n и G(ζ) = det ζ удовлетво-
ряют (H1′) и (H2)–(H5) (в случае k = n условие (H6) не является ограничением).
Определяемый этими функциями класс G состоит из «сохраняющих ориента-
цию» обобщенно конформных отображений, т. е. из сужений на области сохра-
няющих ориентацию мёбиусовых преобразований пространства Rn или посто-
янных отображений (при n = 2 из голоморфных отображений). Классы G(K)
являются множествами отображений с ограниченным искажением. Устойчи-
вость класса конформных отображений и свойства отображений с ограничен-
ным искажением детально изучены (см., например, монографии [3–8]).

Пусть n = m ≥ 3 и 2 ≤ k < n. Тогда функции

F (ζ) = |ζ|k, G(ζ) =
(
n

k

)−1 ∑
I∈�kn

detII ζ

(G(ζ) — сумма главных k×k-миноров матрицы ζ, деленная на биномиальный ко-
эффициент

(n
k

)
) удовлетворяют (H1′) и (H2)–(H6). Определяемый этими функ-

циями класс G состоит из сужений на области гомотетий пространства Rn.
Устойчивость класса гомотетий и свойства отображений из соответствующих
классов G(K) изучены в работах Т. В. Соколовой [13, 14].

Пусть 2 ≤ k = n < m. Рассмотрим матрицу ζ = (ζµν)µ=1,...,m,
ν=1,...,n

∈ Rm×n как

блочную матрицу ζ =
(
ζ1

ζ2

)
с ζ1 = (ζµν)µ=1,...,n,

ν=1,...,n
∈ Rn×n и ζ2 = (ζµν)µ=n+1,...,m,

ν=1,...,n
∈

R(m−n)×n. Функции F (ζ) = |ζ1|n + |ζ2|n и G(ζ) = det ζ1 удовлетворяют (H1′) и
(H2)–(H5). Для этих функций уравнение (2) имеет вид

|(v1)′|n + |(v2)′|n ≤ K det(v1)′. (10)

Здесь для отображения v = (v1, . . . , vm) : V → Rm мы используем представление
v = (v1, v2) с v1 = (v1, . . . , vn) : V → Rn и v2 = (vn+1, . . . , vm) : V → Rm−n. Класс
G состоит из отображений v = (v1, v2) таких, что v1 является «сохраняющим
ориентацию» обобщенно конформным отображением (при n = 2 голоморфным
отображением), а v2 — постоянным отображением. Классы G(K) решений (10)
асимптотически эквивалентны при K → 1 классам решений систем дифферен-
циальных неравенств

|(v1)′|n ≤ (1 + ε1) det(v1)′, |(v2)′| ≤ ε2|(v1)′| (11)

с max{ε1, ε2} ≤ K−1. Устойчивость класса G и свойства решений системы (11)
изучены А. П. Копыловым [10].

§ 3. Некоторые свойства отображений класса G(K)

Чтобы доказать основные теоремы, нам требуются следующие вспомога-
тельные утверждения о свойствах отображений класса G(K), имеющие и само-
стоятельный интерес. Эти утверждения являются обобщением соответствую-
щих результатов работы [15].
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Аналогично отображениям с ограниченным искажением отображения из
класса G(K) обладают следующими свойствами.

Лемма 1. Пусть функции F и G удовлетворяют предположениям (H2)–
(H5). Пусть K ≥ 1, и пусть S = {v : V → Rm} ⊂ G(K) — множество отоб-
ражений области V ⊂ Rn. Предположим, что S равномерно ограничено в
Lkloc(V ; Rm). Тогда S равномерно ограничено в W 1,k

loc (V ; Rm).

Теорема 7. Пусть функции F и G удовлетворяют предположениям (H1)–
(H5). Пусть K ≥ 1 и (vl : V → Rm)l∈N, vl ∈ G(K), — последовательность
отображений области V ⊂ Rn. Предположим, что vl → v в Lkloc(V ; Rm) для
некоторого отображения v ∈ Lkloc(V ; Rm). Тогда v ∈ G(K) с K = lim inf

l→∞
K(vl) ≤

K.

Теорема 8. Пусть F и G — функции, удовлетворяющие предположениям
(H2)–(H6). Положим K0 = ∞ при k = n и K0 = kcF

(n−k)dG при k < n. Пусть числа
K ∈ [1,K0) и δ ∈ (0, 1) удовлетворяют неравенству

KdG
kcF

≤ 1
n− k + kδ

, (12)

и пусть C0 ∈ R. Пусть V — открытое множество в Rn. Тогда каждое решение
v ∈W 1,k

loc (V ; Rm) дифференциального неравенства

F (v′(x)) ≤ KG(v′(x)) + C0 для п. в. x ∈ V (13)

удовлетворяет на каждом компактном подмножестве в V условию Гёльдера с
показателем δ.

В силу условия (H6) для константы K0 в теореме 8 выполнено неравенство
K0 > 1.

Пусть Cloc(V ; Rm) — пространство непрерывных функций C(V ; Rm), наде-
ленное топологией локально равномерной сходимости. Из теоремы 8 и теоремы
Арцела — Асколи получаем следующее утверждение.

Следствие 1. В условиях теоремы 8 множество S = {v : V → Rm} ⊂
G(K) отображений области V ⊂ Rn предкомпактно в Cloc(V ; Rm) тогда и только
тогда, когда оно локально равномерно ограничено.

Доказательство леммы 1. Для I = (i1, . . . , ik) ∈ � kn определим диффе-
ренциальные формы �I на Rn правилом �I := sgn I dxî1 ∧· · ·∧dxîn−k , где набор
индексов (̂i1, . . . , în−k) ∈ �n−kn таков, что {̂i1, . . . , în−k} = {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik},
а знак sgn I выбирается так, чтобы dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ �I = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Для
v = (v1, . . . , vm) ∈ S и J = (j1, . . . , jk) ∈ � km имеем ∂vJ

∂xI
= ∗(dvj1 ∧ · · · ∧ dvjk ∧�I),

где ∗ — оператор Ходжа. Тогда неравенство (2) запишется в виде

F (v′) ≤ K
∑

J∈�km, I∈�kn

γJI ∗ (dvj1 ∧ · · · ∧ dvjk ∧ �I), (14)

где γJI — коэффициенты из представления (5). Пусть η ∈ C∞0 (V ) — произволь-
ная неотрицательная функция. Умножим обе части (14) на ηk, проинтегрируем
по V с помощью формулы Стокса и используем неравенство Гёльдера. В ре-
зультате получим∫

V

ηkF (v′) dx1 . . . dxn ≤ K

∫
V

ηk
∑

J∈�km, I∈�kn

γJI dvj1 ∧ · · · ∧ dvjk ∧ �I
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=
K

k

∑
J∈�km, I∈�kn

γJI

k∑
κ=1

(−1)κ
∫
V

vjκ d(η
k)∧dvj1∧· · ·∧dvjκ−1∧dvjκ+1∧· · ·∧dvjk∧�I

≤ CK

∫
V

(|v||η′|)(η|v′|)k−1 ≤ CK

(∫
V

|η′|k|v|k
)1/k(∫

V

|ηv′|k
)(k−1)/k

,

где C > 0 — некоторая константа. Учитывая (H5) и (6), имеем∫
V

|ηv′|k ≤ CK

cF

(∫
V

|η′|k|v|k
)1/k(∫

V

|ηv′|k
)(k−1)/k

.

Тогда

‖ηv′‖Lk(V ;Rm×n) ≤
CK

cF
‖|η′||v|‖Lk(V ).

Утверждение леммы следует непосредственно из последнего неравенства.

Доказательство теоремы 7. Из леммы 1 получаем, что последователь-
ность (vl) локально ограничена в пространстве W 1,k

loc (V ; Rm). Из общих свойств
пространств Соболева следует, что v ∈W 1,k

loc (V ; Rm) (см., например, [4, гл. I, тео-
рема 1.1]). Пусть (vls)s∈N — подпоследовательность такая, что lim

s→∞
K(vls) = K.

Для каждого s выполняется неравенство F (v′ls(x)) ≤ K(vls)G(v′ls(x)) для п. в.
x ∈ V . Умножим обе части этого неравенства на произвольную неотрицатель-
ную функцию η ∈ C∞0 (V ) и проинтегрируем по V . В результате получим∫

V

ηF (v′ls) ≤ K(vls)
∫
V

ηG(v′ls).

Переходя в последнем неравенстве к пределу по s и используя теорему о слабой
полунепрерывности функционалов вариационного исчисления [32, теорема II.4]
и теорему о слабой непрерывности миноров [4, гл. II, лемма 4.9], приходим
к неравенству

∫
V

ηF (v′) ≤ K
∫
V

ηG(v′). Ввиду произвола в выборе функции η

последнее неравенство означает выполнение неравенства (2) для функции v с
K = K.

Доказательство теоремы 8. Пусть a ∈ V . Используя последовательно
неравенства (6) и (13), теорему Ю. Г. Решетняка [33, теорема 1], определение
величины dG и неравенство (12), для п. в. r ∈ (0,dist(a, ∂V )) получаем

p(r) :=
∫

B(a,r)

|v′|k ≤ c−1
F

∫
B(a,r)

F (v′)

≤ c−1
F

(
K

∑
J∈�km, I∈�kn

γJI

∫
B(a,r)

∂vJ
∂xI

+ C0|B(a, r)|
)

≤ Kr

kcF

∫
∂B(a,r)

( ∑
J∈�km, I∈�kn

|γJI |
|xI − aI |2

r2

)
|v′(x)|k dσx +

C0|B(a, r)|
cF

≤ KdGr

kcF

∫
∂B(a,r)

|v′|k dσ +
C0|B(0, 1)|rn

cF
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≤ r

n− k + kδ

∫
∂B(a,r)

|v′|k dσ +
C0|B(0, 1)|rn

cF
.

Здесь dσx — элемент площади (n − 1)-мерной сферы ∂B(a, r). Для п. в. r ∈
(0,dist(a, ∂V )) выполнено равенство p′(r) =

∫
∂B(a,r)

|v′|k dσ. Тогда

r

n− k + kδ
p′(r)− p(r) +

C0|B(0, 1)|
cF

rn ≥ 0.

Умножая это неравенство на (n− k + kδ)r−(n−k+kδ+1), получаем(
p(r)r−(n−k+kδ) +

(n− k + kδ)C0|B(0, 1)|
kcF (1− δ)

rk(1−δ)
)′
≥ 0.

Поэтому выражение в скобках является неубывающей функцией по r. Для
0 < r < R < dist(a, ∂V ) имеем

p(r)r−(n−k+kδ) +
(n− k + kδ)C0|B(0, 1)|

kcF (1− δ)
rk(1−δ)

≤ p(R)R−(n−k+kδ) +
(n− k + kδ)C0|B(0, 1)|

kcF (1− δ)
Rk(1−δ).

Следовательно,

p(r) ≤
(
p(R)R−(n−k+kδ) +

(n− k + kδ)C0|B(0, 1)|
kcF (1− δ)

[Rk(1−δ) − rk(1−δ)]
)
rn−k+kδ.

(15)
Пусть U — компактное подмножество в V и εU := 1

2 dist(U, ∂V ). Тогда εU -
окрестность U ′ :=

⋃
x∈U

B(x, εU ) множества U лежит в V вместе со своим замы-

канием. Полагая

CU := ε−(n−k+kδ)
U

∫
U ′

|v′|k +
(n− k + kδ)|C0||B(0, 1)|

kcF (1− δ)
εk(1−δ)U <∞,

из неравенства (15) для всех a ∈ U и r ∈ (0, εU ) получаем соотношение∫
B(a,r)

|v′|k ≤ CUr
n−k+kδ.

Из последнего соотношения по теореме Морри [19, теорема 3.5.2] (см. также [4,
гл. II, лемма 1.1]) следует, что отображение v удовлетворяет условию Гёльдера
на множестве U с показателем δ.

§ 4. Доказательство теорем 2 и 3

Для доказательства теоремы 2 нам требуется следующая

Лемма 2. При выполнении условий теоремы 1 найдутся функции αj(ε) =
αj,F,G(ε), j = 1, 2, 3, определенные для 0 ≤ ε < εj и такие, что lim

ε→0
αj(ε) =

αj(0) = 0 и следующие утверждения выполнены для каждого линейного отоб-
ражения ζ ∈ Rm×n:
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1) если ξ(ζ,G) ≤ ε < ε1, то найдется линейное отображение ζ0 ∈ G ∩ Rm×n

такое, что |ζ0| = |ζ| и |ζ − ζ0| ≤ α1(ε)|ζ|;
2) если существует линейное отображение ζ0 ∈ G такое, что |ζ − ζ0| ≤ ε|ζ| с

ε < ε2, то F (ζ) ≤ (1 + α2(ε))G(ζ);
3) если F (ζ) ≤ (1 + ε)G(ζ) с ε < ε3, то найдется линейное отображение

ζ0 ∈ G такое, что |ζ0| = |ζ| и |ζ − ζ0| ≤ α3(ε)|ζ|.
Доказательство. 1. Чтобы доказать существование функции α1, пред-

положим, стремясь прийти к противоречию, что существуют последователь-
ность (ζl ∈ Rm×n)l∈N и число δ > 0 такие, что |ζl| = 1, ξ(ζl,G) < 1/l и

|ζl − ζ̄| > δ (16)

для всех линейных отображений ζ̄ ∈ G с |ζ̄| = 1. Из [7, лемма 1.2.2] следует, что
ξ1(ζl,G) ≤ 2ξ(ζl,G) < 2/l. Тогда существует отображение ul : B(0, 1) → Rm из
класса G такое, что

‖ζl − ul‖C(B(0,1);Rm) < 2/l. (17)
Так как |ζl| = 1, существует подпоследовательность (ζls)s∈N такая, что ζls → ζ0
равномерно на шаре B(0, 1) для некоторого линейного отображения ζ0 ∈ Rm×n

с |ζ0| = 1. Комбинируя это с неравенством (17), получаем, что uls → ζ0 равно-
мерно на шаре B(0, 1). Класс G замкнут относительно локально равномерной
сходимости (см. замечание 1 в § 2). Следовательно, ζ0 ∈ G. Последнее противо-
речит (16).

2. Фиксируем 0 < ε′ < 1. Пусть ζ, ζ0 ∈ Rm×n — линейные отображения
такие, что |ζ| = 1, ζ0 ∈ G и |ζ − ζ0| ≤ ε < ε′. Каждая квазивыпуклая функ-
ция является локально липшицевой. Поэтому функции F и G удовлетворяют
условию Липшица на кольце {ζ̄ ∈ Rm×n : 1− ε′ < |ζ̄| < 1 + ε′} с некоторой кон-
стантой липшицевости C > 0. Тогда |F (ζ)− F (ζ0)| ≤ Cε и |G(ζ)−G(ζ0)| ≤ Cε.
Следовательно, F (ζ) ≤ F (ζ0) + Cε и G(ζ) ≥ G(ζ0) − Cε. Так как ζ0 ∈ G, то
F (ζ0) = G(ζ0). Если ε > 0 достаточно мало, то F (ζ) ≤

(
1 + 2Cε

F (ζ0)−Cε
)
G(ζ).

Из (6) имеем F (ζ0) ≥ cF |ζ0|k ≥ cF (1 − ε)k. Тогда функция α2(ε) = 2Cε
cF (1−ε)k−Cε

требуемая.
3. Доказательство существования функции α3 аналогично доказательству

существования функции α1.

Доказательство теоремы 2. Пусть α1 и α2 — функции из леммы 2.
Положим ᾱ = α2◦α1. Пусть V — область в Rn, и пусть v ∈W 1,p

loc (V ; Rm) с p > n.
Предположим, что �(v,G) ≤ ε. Так как p > n, отображение v непрерывно и
почти всюду дифференцируемо в V . Рассмотрим точку x ∈ V с v′(x) 6= 0.
Поскольку �(x, v,G) ≤ �(v,G) ≤ ε, по [7, лемма 1.1.2] имеем ξ(v′(x),G) ≤ ε.
Из леммы 2 следует, что неравенство (2) выполнено с K = 1 + ᾱ(ε). Очевидно,
неравенство (2) выполнено для точек x ∈ V с v′(x) = 0. Поэтому v ∈ G(1+ᾱ(ε)).
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Пусть ρ ∈ (0, 1). Стремясь прийти к про-
тиворечию, предположим, что существует последовательность (vl : B(0, 1) →
Rm)l∈N такая, что (i) vl ∈ G(1 + 1/l); (ii) |vl(x)| ≤ 1, x ∈ B(0, 1); (iii) существу-
ет константа δ > 0 такая, что ‖vl − u‖C(B(0,ρ);Rm) ≥ δ для всех отображений
u : B(0, 1) → Rm из класса G. По следствию 1 из (i) и (ii) следует, что суще-
ствует подпоследовательность (vls)s∈N такая, что vls → v локально равномерно
на шаре B(0, 1) для некоторого отображения v : B(0, 1) → Rm. Из теоремы 7
вытекает, что v ∈ G. Последнее противоречит (iii). Теорема доказана.
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Теорема 4 доказывается аналогично.

§ 5. Следствия из теорем
о сходимости с функционалом

Чтобы доказать теоремы 5 и 6, нам необходимо следующее утверждение.

Предложение 1. Пусть p > 1, и пусть F : Rm×n → R — строго p-квази-
выпуклая функция, удовлетворяющая неравенствам

c|ζ|p ≤ F (ζ) ≤ C(|ζ|p + 1), ζ ∈ Rm×n, (18)

с некоторыми постоянными 0 < c < C < ∞. Пусть V ⊂ Rn — ограничен-
ная область с липшицевой границей, и пусть (vl)l∈N, vl ∈ W 1,p(V ; Rm), — по-
следовательность отображений такая, что vl → v в L1(V ; Rm) для некоторого
отображения v ∈W 1,p(V ; Rm). Предположим, что∫

V

F (v′l) →
∫
V

F (v′) <∞. (19)

Тогда vl → v в W 1,p(V ; Rm).
Это предложение есть следствие теоремы о сходимости с интегральным

функционалом со строго p-квазивыпуклым интеграндом из работы М. А. Сы-
чева [24, теорема 1.8]. Оно также может быть получено из результатов Кри-
стенсена (см. [26, пример 3.2]). Для строго выпуклых функций F предложе-
ние является следствием известной теоремы Ю. Г. Решетняка о сходимости с
функционалом (см., например, [4, гл. III, теорема 3.6]). Для равномерно строго
p-квазивыпуклых функций предложение доказано Эвансом и Гариепи [28]. Для
доказательства предложения 1 нам потребуется следующая

Лемма 3. Пусть p > 1, и пусть F : Rm×n → R — локально липшицева
функция, удовлетворяющая неравенству

F (ζ) ≥ c|ζ|p, ζ ∈ Rm×n, (20)

с некоторой константой c > 0. Пусть V ⊂ Rn — ограниченная область с липши-
цевой границей. Пусть (vl ∈ W 1,p(V ; Rm))l∈N — последовательность отображе-
ний такая, что vl → v в L1(V ; Rm) и v′l → v′ по мере на области V для некоторого
отображения v ∈ W 1,p(V ; Rm). Предположим, что мы имеем сходимость (19).
Тогда vl → v в W 1,p(V ; Rm).

Доказательство. Пусть ε > 0. Найдется число δ1 = δ1(ε) > 0 такое,
что для каждого измеримого подмножества A ⊂ V с |A| < δ1 выполняются
неравенства

∫
A

F (v′) < cε и
∫
A

|v′|p < ε. Существует компактное подмножество

D ⊂ V такое, что |V \ D| < δ1/2 и производная v′ непрерывна на D. Тогда
µ = sup

D
|v′| < ∞. Для локально липшицевой функции F найдется число δ2 =

δ2(ε) ∈ (0,min{µ, (ε/|V |)1/p}) такое, что для ζ1, ζ2 ∈ B(0, 2µ) ⊂ Rm×n с |ζ1−ζ2| ≤
δ2 справедливо неравенство |F (ζ1) − F (ζ2)| < cε/|V |. Пусть Al = {x ∈ D :
|v′l(x) − v′(x)| ≥ δ2}. В силу сходимости v′l → v′ по мере в V существует номер
l1 = l1(δ1, δ2) такой, что |Al| ≤ δ1/2 для l ≥ l1. Положим Dl = D \ Al. Тогда
|V \ Dl| = |V \ D| + |D \ Dl| = |V \ D| + |Al| < δ1 для l ≥ l1. В силу (19)
существует номер l2 = l2(ε) такой, что |

∫
V

(F (v′l) − F (v′))| < cε для l ≥ l2. Для
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каждого ζ ∈ Rm×n и почти всех x ∈ V имеем |ζ − v′(x)|p ≤ (|ζ| + |v′(x)|)p ≤
2p−1(|ζ|p + |v′(x)|p) ≤ 2p−1(c−1F (ζ) + |v′(x)|p). Здесь последнее неравенство
следует из (20). Пусть l ≥ max{l1, l2}. Тогда справедливы неравенства∫

V \Dl

|v′l − v′|p ≤ 2p−1
(
c−1

∫
V \Dl

F (v′l) +
∫

V \Dl

|v′|p
)

≤ 2p−1
(
c−1
[ ∫
V \Dl

F (v′) +
∣∣∣∣∫
V

(F (v′l)− F (v′))
∣∣∣∣+ ∫

Dl

|F (v′l)− F (v′)|
]

+
∫

V \Dl

|v′|p
)

≤ 2p−1(c−1[cε+ cε+ |V |(cε/|V |)] + ε) = 2p+1ε.

Из определений множеств Dl и числа δ2 имеем |v′l(x) − v′(x)| ≤ δ2 ≤ (ε/|V |)1/p
для почти всех x ∈ Dl. Поэтому

∫
Dl

|v′l − v′|p ≤ |V |(ε/|V |) = ε. Объединяя полу-

ченные неравенства, получаем
∫
V

|v′l−v′|p ≤ {2p+1+1}ε. Ввиду произвольности ε

последнее соотношение доказывает лемму.

Доказательство предложения 1. Используя условия (18) и (19), нера-
венство Пуанкаре и ограниченность последовательности (vl)l∈N в L1(V ; Rm),
легко показать, что последовательность (vl)l∈N ограничена в W 1,p(V ; Rm). По-
этому сходимость vl → v в L1(V ; Rm) при l → ∞ влечет слабую сходимость
vl → v в W 1,p(V ; Rm) при l →∞. Используя [24, теорема 1.8], получаем сходи-
мость v′l → v′ по мере в V при l→∞. Предложение теперь следует из леммы 3.

Используя следующее предложение, мы покажем, что функция F , удовле-
творяющая оценке

0 ≤ F (ζ) ≤ C(|ζ|p + 1), ζ ∈ Rm×n, (21)

и условию (H1′′) c κ ≤ p, p > 1, является строго p-квазивыпуклой (см. след-
ствие 2).

Предложение 2. Пусть p > 1 и F : Rm×n → R — неотрицательная
функция, удовлетворяющая условию (H1′′) c κ ≤ p. Пусть V ⊂ Rn — огра-
ниченное открытое множество и (vl)l∈N — ограниченная последовательность
в W 1,p(V ; Rm) такая, что vl → v в L1(V ; Rm) для некоторого отображения
v ∈ W 1,p(V ; Rm). Предположим, что мы имеем сходимость (19). Тогда v′l → v′

по мере.

Доказательство. Пусть η ∈ C0(V ). В силу свойства слабой непрерывно-
сти миноров [4. гл. II, лемма 4.9] имеем

∫
V

ηMt(v′l) →
∫
V

ηMt(v′) для t = 1, . . . ,κ.

Так как � — линейное отображение, получаем∫
V

η�(M1(v′l), . . . ,Mκ(v′l)) →
∫
V

η�(M1(v′), . . . ,Mκ(v′)). (22)

Так как � — строго выпуклая функция, по теореме о сходимости с функци-
оналом из работы Г. Н. Василенко [34, теорема 1] из (19) и (22) следует, что
�(M1(v′l), . . . ,Mκ(v′l)) → �(M1(v′), . . . ,Mκ(v′)) по мере. Используя (9), получа-
ем v′l → v′ по мере.
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Следствие 2. Пусть p > 1, и пусть F : Rm×n → R — непрерывная
функция, удовлетворяющая (21) и (H1′′) с κ ≤ p. Тогда функция F строго
p-квазивыпуклая.

Доказательство. Условие (H1′′) влечет, что функция F поливыпуклая.
Следовательно, F является квазивыпуклой функцией. Пусть ζ ∈ Rm×n. Пусть
V ⊂ Rn — ограниченная область с липшицевой границей. Рассмотрим после-
довательность (ϕl ∈ C∞0 (V ; Rm))l∈N такую, что последовательность (|ϕ′l|p)l∈N
является равномерно интегрируемой на V . Предположим, что ϕl → 0 слабо в
W 1,p(V ; Rm) и

∫
V

F (ζ+ϕ′l) → F (ζ)|V |. По теореме Реллиха — Кондрашова ϕl → 0

в L1(V ; Rm). В силу предложения 2 ϕ′l → 0 по мере. Пусть ε > 0 — произволь-
ное число. Так как (|ϕ′l|p)l∈N — равномерно интегрируемая последовательность,
существует число δ = δ(ε) ∈ (0, 1] такое, что для каждого измеримого подмно-
жества A ⊂ V с |A| ≤ δ выполнено неравенство

∫
A

|ϕ′l|p ≤ ε для всех l. Поскольку

ϕ′l → 0 по мере, то существует номер l0 такой, что |{x ∈ V : |ϕ′l| > ε}| < δ для
l > l0. Имеем

∫
V

|ϕ′l| =
∫

{x∈V :|ϕ′l|>ε}

|ϕ′l|+
∫

{x∈V :|ϕ′l|≤ε}

|ϕ′l|

≤ |{x ∈ V : |ϕ′l| > ε}|1−1/p
( ∫
{x∈V :|ϕ′l|>ε}

|ϕ′l|p
)1/p

+ ε|V |

≤ δ1−1/pε1/p + ε|V | ≤ ε1/p + ε|V |

для l > l0. Устремляя ε → 0, получаем ϕ′l → 0 в L1(V ; Rm×n). Из [24, теоре-
ма 1.8] следует, что функция F строго p-квазивыпуклая.

§ 6. Доказательство теоремы 5

Допустим, что функции с нужными свойствами не существует. Это озна-
чает, что найдется последовательность отображений (vl : B(0, 1) → Rm)l∈N со
свойствами: (i) vl ∈ G(1 + 1/l); (ii) |vl(x)| ≤ 1, x ∈ B(0, 1); (iii) существует
δ > 0 такое, что ‖v − u‖C(B(0,ρ);Rm) + ‖v′l − u′‖Lk(B(0,ρ);Rm×n) ≥ δ для любого
отображения u : B(0, 1) → Rm из класса G. Из (i), (ii) и следствия 1 вытекает,
что существует подпоследовательность (обозначим ее снова через (vl)), сходя-
щаяся локально равномерно к некоторому отображению v : B(0, 1) → Rm. По
теореме 7 получаем, что v ∈ G. Используя лемму 1, нетрудно показать, что
последовательность (vl) слабо сходится в W 1,k

loc (B(0, 1); Rm) к отображению v.
Для произвольной неотрицательной функции η ∈ C∞0 (B(0, 1)) теорема о слабой
полунепрерывности функционалов вариационного исчисления [32, теорема II.4]
и теорема о слабой непрерывности миноров [4, гл. II, лемма 4.9] влекут нера-
венства∫

B(0,1)

ηF (v′) ≤ lim inf
l→∞

∫
B(0,1)

ηF (v′l),
∫

B(0,1)

ηG(v′) = lim
l→∞

∫
B(0,1)

ηG(v′l).
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Учитывая (i) и (H4), получаем∫
B(0,1)

ηF (v′) ≤ lim inf
l→∞

∫
B(0,1)

ηF (v′l) ≤ lim inf
l→∞

K(vl)
∫

B(0,1)

ηG(v′l)

=
∫

B(0,1)

ηG(v′) ≤
∫

B(0,1)

ηF (v′).

Это значит, что существует подпоследовательность (которую мы снова обозна-
чим через (vl)) такая, что

∫
B(0,1)

ηF (v′l) →
∫

B(0,1)
ηF (v′). Отметим, что эта подпо-

следовательность зависит от выбранной нами функции η. Задавая подходящий
набор функций η и используя предложение 1, получим, что существует под-
последовательность (для которой мы снова сохраняем обозначение (vl)) такая,
что

∫
B(0,ρ)

|v′l − v′|k → 0. Учитывая локально равномерную сходимость последо-

вательности (vl) к v ∈ G, приходим к противоречию с (iii). Теорема 5 доказана.
Теорема 6 доказывается аналогично.
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