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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ, В КОТОРЫХ

НОРМАЛИЗАТОРЫ СИЛОВСКИХ

ПОДГРУПП ИМЕЮТ НИЛЬПОТЕНТНЫЕ

ХОЛЛОВЫ ДОБАВЛЕНИЯ

Б. Ли, В. Го, Цз. Хуан

Аннотация. Показано, что нормализатор любой силовской подгруппы конечной
группы G имеет нильпотентное холлово добавление в G тогда и только тогда, когда
G разрешима и любая трипримарная холлова подгруппа H группы G (если такая
существует) удовлетворяет одному из следующих двух условий: (i) H обладает
нильпотентной бипримарной холловой подгруппой; (ii) если π(H) = {p, q, r}, то
существуют силовские p-, q-, r-подгруппы Hp, Hq и Hr группы H такие, что Hq ⊆
NH(Hp), Hr ⊆ NH(Hq) и Hp ⊆ NH(Hr).

Ключевые слова: конечная группа, силовская подгруппа, нормализатор, ниль-
потентное холлово добавление, разрешимые группы.

1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы конечны.
Хорошо известно, что нормализаторы силовских подгрупп играют важную

роль при изучении конечных групп. Классический результат Бернсайда утвер-
ждает, что группа G является p-нильпотентной, если нормализатор силовской
p-подгруппы равен централизатору этой силовской подгруппы. Этот результат
получил развитие в работах Глаубермана и Томпсона. Они доказали, что если
p ≥ 5 и G — неабелева простая группа, то NG(P ) 6= PCG(P ) для любой силов-
ской p-подгруппы P группы G (см. [1, X. 8.13]). Го [2] показал, что если нор-
мализатор каждой силовской подгруппы группы G имеет холлово дополнение
в G, то G — дисперсивная группа. В [3] описана связь между нормализаторами
и теорией формаций. Затем интерес исследователей переместился на индексы
нормализаторов силовских подгрупп. А. С. Кондратьев [4] доказал, что если
нормализатор любой силовской подгруппы группы G имеет нечетный индекс, то
G 2-нильпотентна. Чигура [5] установил, что группа G будет p-нильпотентной,
если p 6= 3 и (|G : NG(Gr)|, p) = 1 для любого r ∈ π(G). Джанг [6] доказал, что
если индекс нормализатора любой силовской подгруппы группы G примарен,
то G разрешима. Го [7] показал, что индекс нормализатора любой силовской
подгруппы группы G равен нечетному числу или степени простого числа тогда
и только тогда, когда G разрешима и G = HK, где H и K — холловы под-
группы группы G, H — 2-нильпотентная группа, K нильпотентна и нормальна

The authors were supported by the NNSF of China (Grant 10771180), Scientific Research
Fund of Sichuan Provincial Education Department (Grant 08zb059) and Research Programme of
Chengdu University of Information Technology (Grant KYTZ200909).

c© 2009 Ли Б., Го В., Хуан Цз.



842 Б. Ли, В. Го, Цз. Хуан

в некоторой холловой 2′-подгруппе группы G. Позже, использую классифи-
кацию конечных простых групп, Го и Шум [8] установили, что если индекс
нормализатора любой силовской 2-, 3-подгруппы группы G является степенью
простого числа, то G разрешима. Понятно, что если нормализатор силовской
подгруппы имеет простой индекс в G, то он обладает нильпотентным холловым
добавлением в G. Тогда естественным образом возникает следующий вопрос:
что можно сказать о группе G, если нормализатор любой силовской подгруп-
пы группы G имеет нильпотентное холлово добавление в G? Пытаясь ответить
на этот вопрос и развивая предыдущие результаты, мы докажем следующие
теоремы.

Теорема A. Если нормализатор любой силовской подгруппы группы G
имеет нильпотентное холлово добавление в G, то G разрешима.

Следующий результат является прямым следствием теоремы A.

Следствие [6]. Если индекс нормализатора любой силовской подгруппы
группы G равен степени простого числа, то G разрешима.

ГруппаG называется бипримарной, если |π(G)| = 2. Аналогичным образом,
G называется трипримарной, если |π(G)| = 3. Следующие две теоремы опи-
сывают строение группы, в которой нормализатор любой силовской подгруппы
имеет нильпотентное холлово добавление.

Теорема B. Пусть G — группа. Тогда нормализатор любой силовской
подгруппы группы G имеет нильпотентное холлово добавление в G в том и
только в том случае, когда G разрешима и любая ее трипримарная холлова
подгруппа H (если такая существует) удовлетворяет одному из следующих двух
условий:

(i) H содержит нильпотентную бипримарную холлову подгруппу;
(ii) если π(H) = {p, q, r}, то существуют силовские p-, q-, r-подгруппы

Hp,Hq,Hr группы H такие, что Hq ⊆ NH(Hp), Hr ⊆ NH(Hq) и Hp ⊆ NH(Hr).

Теорема C. Для группы G и простого числа p положим πG,p = π(Gp
G) \

{p}, где Gp — силовская p-подгруппа группы G и GG
p — нормальное замыкание

группы Gp в G. Нормализатор любой силовской подгруппы группы G имеет
нильпотентное холлово добавление в G в том и только в том случае, когда G
содержит нильпотентную холлову πG,p-подгруппу для любого простого числа
p, делящего |G|. При выполнении любого из этих условий группа G разрешима
и πG,p = π(|G : NG(Gp)|).

2. Предварительные сведения

Пусть π — некоторое множество простых чисел и π′ — дополнение к π в
множестве всех простых чисел. Для натурального числа n обозначим через
π(n) множество всех простых чисел, делящих n, и через π(G) — множество
всех простых делителей числа |G|. Напомним, что π-число — это целое чис-
ло, все простые делители которого принадлежат π. Подгруппа H группы G
называется холловой π-подгруппой, если |H| — π-число и |G : H| — π′-число.
Следуя Холлу, будем говорить, что G — Eπ-группа, если G содержит холлову
π-подгруппу; что G — EN

π -группа, если G содержит нильпотентную холлову π-
подгруппу; что G — Dπ-группа, если G содержит холлову π-подгруппу и любая
π-подгруппа содержится в некоторой подгруппе, сопряженной с этой холловой
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π-подгруппой. Группа G называется π-сепарабельной, если любой главный фак-
тор группы G является либо π-группой, либо π′-группой. Следуя [9, I(4.1)], под
холловой системой разрешимой группы G мы подразумеваем множество � хол-
ловых подгрупп группы G, обладающее следующими двумя свойствами:

1) для каждого π ⊆ P множество � содержит ровно одну холлову π-подгруп-
пу группы G;

2) если H,K ∈ �, то HK = KH.
Все неоговоренные обозначения и термины стандартны. Читатель может

обратиться к [9, 10].
Мы приводим в виде лемм некоторые хорошо известные результаты, кото-

рые будут использованы далее в работе.

Лемма 1 [10, лемма 3.8.3]. Пусть G = AB и N — подгруппа в B. Если A
содержится в NG(N), то NG ⊆ B.

Лемма 2 [11]. Если G — EN
π -группа, то G — Dπ-группа.

Следующие две леммы хорошо известны.

Лемма 3. Если G = AB, то G = ABx для любого элемента x ∈ G.

Лемма 4. Пусть π — множество простых чисел и G — π-разрешимая
группа. Тогда CG(Oπ′,π(G)) ⊆ Oπ′,π(G). В частности, если Oπ′(G) = 1, то
CG(Oπ(G)) ⊆ Oπ(G).

Лемма 5 [12]. Если G = AB, где A и B нильпотентны, то G разрешима.

Лемма 6 [10, лемма 3.6.10]. Пусть M — нормальная подгруппа группы
G и P — p-подгруппа группы G. Если P1 — силовская p-подгруппа в PM , то
NG/M (PM/M) = NG(P1)M/M .

Докажем следующие леммы.

Лемма 7. Пусть A,B — подгруппы группы G и (|G : A|, |G : B|) = 1.
Пусть M — подгруппа группы G. Если AM и BM — подгруппы в G, то M =
(A ∩M)(B ∩M).

Доказательство. Поскольку AM и BM — подгруппы в G, |M : M ∩A| =
|AM : A| — делитель числа |G : A| и |M : B ∩ M | = |BM : B| — делитель
числа |G : B|. Следовательно, (|M : A ∩M |, |M : B ∩M |) = 1 в силу равенства
(|G : A|, |G : B|) = 1. Значит, M = (A ∩M)(B ∩M). �

Напомним, что группа G называется π-замкнутой, если G содержит нор-
мальную холлову π-подгруппу. Известно, что группа G будет p-нильпотентной
в том и только в том случае, когда G является p′-замкнутой. Нормальная под-
группа N группы G называется гиперцентральной в G, если любой G-главный
фактор H/K группы N является G-центральным, т. е. H/K ⊆ Z(G/K). Произ-
ведение всех гиперцентральных подгрупп группы G называется гиперцентром
группы G и обозначается через Z∞(G).

Лемма 8. Пусть π — множество простых чисел, K — нормальная подгруп-
па группы G и K ⊆ Z∞(G). Пусть T — подгруппа в G. Если TK/K π-замкнута,
то и T π-замкнута.

Доказательство. ПосколькуK нильпотентна, Oπ′(K) — нормальная хол-
лова π′-подгруппа группы K. Так как Oπ′(K) char K / G, группа Oπ′(K) нор-
мальна в G. Пусть 1 = O0 ⊆ O1 ⊆ O2 ⊆ · · · ⊆ Ot−1 ⊆ Ot = Oπ′(K) ⊆ · · · ⊆ G —
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главный ряд группы G. Из условия K ⊆ Z∞(G) следует, что [G,Oi] ⊆ Oi−1,
i = 1, 2, . . . , t. Очевидно, что T — π-сепарабельная группа, следовательно, T со-
держит холлову π-подгруппу Tπ (см. [10, 1.7.6 и 1.7.7]). Поскольку T/T ∩K ∼=
TK/K является π-замкнутой, Tπ(T ∩K) = Tπ(T ∩Oπ′(K)) нормальна в T . Так
как

1 = O0 ⊆ T ∩O1 ⊆ T ∩O2 ⊆ · · · ⊆ T ∩Ot−1 ⊆ T ∩Ot = T ∩Oπ′(K)

— нормальный ряд группы T ∩Oπ′(K) и

[Tπ, T ∩Oi] ⊆ [Tπ, T ] ∩ [Tπ, Oi] ⊆ T ∩Oi−1, i = 1, 2, . . . , t,

получаем, что T ∩ Oπ′(K) ⊆ CT (Tπ) по [9, A12.3]. Отсюда видно, что Tπ нор-
мальна в T . �

Лемма 9. Пусть π — множество простых чисел и G — π-разрешимая груп-
па.

1. Если Oπ′(G) = 1 и Oπ(G) ≤ H ≤ G, то Oπ′(H) = 1.
2. Пусть S — π′-подгруппа группы G. Если индекс группы NG(S) в G

является π′-числом, то S ⊆ Oπ′(G).
Доказательство. 1. ПосколькуOπ(G) иOπ′(H) нормальны вH иOπ(G)∩

Oπ′(H) = 1, получаем, что Oπ′(H) ≤ CG(Oπ(G)). Однако по лемме 4 выполнено
CG(Oπ(G)) ⊆ Oπ(G). Таким образом, Oπ′(H) = 1.

2. Положим G = G/Oπ′(G) и S = SOπ′(G)/Oπ′(G). Пусть T — холло-
ва π-подгруппа группы NG(S). Тогда T — холлова π-подгруппа и группы G,
поскольку |G : NG(S)| является π′-числом. Значит, T = TOπ′(G)/Oπ′(G) —
холлова π-подгруппа группы G. Ясно, что Oπ′(G) = 1 и G π-разрешима. Так
как Oπ(G) ≤ T и T ⊆ NG(S), получаем, что TS — подгруппа в G, содержащая
Oπ(G). В силу утверждения 1 имеем Oπ′(TS) = 1. Поскольку S — π′-группа, S
тоже π′-группа. Получаем, что S ≤ Oπ′(TS), так как T ⊆ NG(S). Следователь-
но, S = 1, и, значит, S ≤ Oπ′(G). �

3. Доказательство теоремы A

Для доказательства теоремы A нам потребуются следующие две леммы.

Лемма 10. Если нормализатор любой силовской подгруппы группы G
имеет нильпотентное холлово добавление в G, то G не является неабелевой
простой группой.

Доказательство. Допустим, что G — неабелева простая группа. Пусть
p — наименьший простой делитель числа |G| и Gp — силовская p-подгруппа
группы G. Тогда NG(Gp) разрешима по теореме Фейта — Томпсона. Пусть
H1 — нильпотентное холлово добавление к NG(Gp), q — произвольный простой
делитель числа |H1| и Gq — силовская q-подгруппа группы G, содержащаяся
в H1. По условию NG(Gq) имеет нильпотентное холлово добавление H2 в G.
Покажем, что имеют место следующие утверждения.

(1) H2 содержит сопряженную с Gp подгруппу, и без потери общности мож-
но считать, что Gp ⊆ H2.

Если p - |H2|, то p - |G : NG(Gq)|. Значит, NG(Gq) содержит некоторую
силовскую p-подгруппу группы G, и без потери общности можно считать, что
Gp ⊆ NG(Gq). Ясно, что H1 ⊆ NG(Gq), поскольку H1 нильпотентна. Следова-
тельно, G = NG(Gp)H1 = NG(Gp)NG(Gq), и, значит, по лемме 1 получаем, что
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Gp
G ≤ NG(Gq) < G. Это означает, что G содержит нетривиальную нормаль-

ную подгруппу; противоречие. Таким образом, p | |H2| и без потери общности
можно считать, что Gp ⊆ H2.

(2) ПустьN = NG(Gp). Тогда π(H2) = π(F (N)) для любого q ∈ π(H1) и для
любого нильпотентного холлова добавления H2 группы NG(Gq) в G. Значит,
H2 не зависит от выбора q, простого делителя числа |H1|.

Во-первых, H2 нильпотентна и Gp ⊆ H2, поэтому H2 ⊆ N . Если π(F (N)) *
π(H2), то N содержит нормальную r-подгруппу R для некоторого простого чис-
ла r, не делящего |H2|. Поскольку G = NG(Gq)H2, группа R содержится в
некоторой сопряженной с NG(Gq) подгруппе. Без потери общности можно счи-
тать, что R ⊆ NG(Gq). Так как G = NG(Gp)NG(Gq) = NNG(Gq), получаем, что
RG ≤ NG(Gq) < G по лемме 1; противоречие. Следовательно, π(F (N)) ⊆ π(H2).
Поскольку F (N) нормальна в N и H2 ⊆ N , выполнено F (N) ⊆ H2. Если най-
дется простой делитель s числа |H2| такой, что s /∈ π(F (N)), то силовская
s-подгруппа S группы H2 будет содержаться в CN (F (N)). Но N разрешима,
поэтому CN (F (N)) ⊆ F (N); противоречие. Значит, π(H2) = π(F (N)).

(3) Для любого простого числа q ∈ π(H1) и любой силовской q-подгруппы
Gq группы G группа H2 является минимальным нильпотентным холловым до-
бавлением к NG(Gq).

Непосредственно следует из (2).
(4) Для любого простого числа r ∈ π(H2) и любой силовской r-подгруппы

Gr группы G группа H1 является нильпотентным холловым добавлением к
NG(Gr) в G.

В силу леммы 3 можно считать, что Gr ⊆ H2 и тем самым H2 ⊆ NG(Gr).
Предположим, что для некоторого простого делителя q числа |H1| выполнено
q - |G : NG(Gr)|. Тогда NG(Gr) содержит силовскую q-подгруппу Gq группы
G. В силу (3) выполнены равенства G = NG(Gq)H2 = NG(Gq)NG(Gr). Тогда
по лемме 1 получаем, что Gq

G ≤ NG(Gr) < G. Это противоречие показыва-
ет, что |H1| | |G : NG(Gr)|. По лемме 2 группа H1 содержится в некотором
нильпотентном холловом добавлении к NG(Gr) в G. Если существует простое
число s такое, что s | |G : NG(Gr)| и s - |H1|, то s - |G : NG(Gp)|, посколь-
ку π(|G : NG(Gp)| ⊆ π(H1). Пусть Gs — силовская s-подгруппа группы G,
лежащая в N = NG(Gp). Поскольку H1 содержится в некотором нильпотент-
ном холловом добавлении к NG(Gr) в G и s | |G : NG(Gr)|, по лемме 2 группа
NG(Gs) содержит подгруппу, сопряженную с H1. Значит, G = NH1 = NNG(Gs)
по лемме 3. Тогда из леммы 1 следует, что Gs

G ≤ N < G; противоречие. Сле-
довательно, π(H1) = π(|G : NG(Gr)|) и G = NG(Gr)H1.

(5) Заключительное противоречие.
Если G = H1H2, то G разрешима по лемме 5; противоречие. Значит, G 6=

H1H2 и π(G) 6= π(H1)∪π(H2). Пусть s ∈ π(G)\(π(H1)∪π(H2)) и Gs — силовская
s-подгруппа группы G. Предположим, что |H1| - |NG(Gs)|. Тогда найдется про-
стое число q ∈ π(H1) такое, что нильпотентное холлово добавление H к NG(Gs)
в G содержит некоторою силовскую q-подгруппу Gq группы G. Если |H2| -
|NG(Gs)|, то H содержит также силовскую r-подгруппу группы G для некото-
рого простого числа r ∈ π(H2). Следовательно, в G есть нильпотентная холлова
{q, r}-подгруппа и можно считать, чтоGr ⊆ NG(Gq). Это противоречит (3). Тем
самым |H2| | |NG(Gs)| и, значит, NG(Gs) содержит подгруппу, сопряженную с
H2, по лемме 2. Из леммы 3 следует, что G = NG(Gq)H2 = NG(Gq)NG(Gs).
Поскольку s - |G : NG(Gq)| по (3), можно считать, что Gs ⊆ NG(Gq). Тогда по
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лемме 1 получаем, что Gs
G ≤ NG(Gq) < G. Это противоречие показывает, что

|H1| | |NG(Gs)|. Следовательно, G = NG(Gp)H1 = NG(Gp)NG(Gs) по леммам 2
и 3. Однако, поскольку s /∈ π(H1), выполнено Gs ⊆ (NG(Gp))x для некоторого
x ∈ G. Снова применяя леммы 1 и 3, заключаем, что Gs

G ≤ (NG(Gp))x < G.
Это последнее противоречие завершает доказательство. �

Лемма 11. Предположим, что нормализатор любой силовской подгруппы
группы G имеет нильпотентное холлово добавление в G. Если M — нормальная
подгруппа в G, то нормализатор любой силовской подгруппы группы M имеет
нильпотентное холлово добавление в M .

Доказательство. Пусть p — простой делитель числа |M | и Gp — силов-
ская p-подгруппа группы G. Тогда Mp = Gp ∩ M — силовская p-подгруппа
группы M . Покажем, что NM (Mp) имеет нильпотентное холлово добавление в
M . По условиюNG(Gp) обладает нильпотентным холловым добавлениемH вG.
По теореме Шура — Цассенхауза Gp имеет дополнение A в NG(Gp) и (|A|, p) = 1.
Положим M1 = M ∩ NG(Gp). Тогда M1 / NG(Gp) = [Gp]A. По лемме 7 имеем
M1 = [M1 ∩Gp](M1 ∩A) = [M ∩NG(Gp)∩Gp](M ∩NG(Gp)∩A) = [Mp](M ∩A).
Поскольку (|G : NG(Gp)|, |G : H|) = 1, выполнено M = (M ∩NG(Gp))(M ∩H) =
M1(M ∩H) = ([Mp](M ∩A))(M ∩H) = NM (Mp)(M ∩H). Так как M ∩H, очевид-
но нильпотентная холлова подгруппа группы M , NM (Mp) имеет нильпотентное
холлово добавление в M . �

Доказательство теоремы A. По лемме 10 группа G не является неа-
белевой простой группой. Пусть M — нетривиальная нормальная подгруппа
группы G. Тогда условие теоремы выполнено и для M по лемме 11. Значит,
применяя индукцию по |G|, можно считать, что M разрешима. Для любого про-
стого числа p ∈ π(G/M) обозначим через Gp некоторою силовскую p-подгруппу
группы G. Тогда по лемме 6 имеем NG/M (GpM/M) = NG(Gp)M/M . Ясно,
что GpM/M — силовская p-подгруппа группы G/M . Пусть H — нильпотентное
холлово добавление к NG(Gp) в G. Тогда HM/M — нильпотентное холлово до-
бавление к NG(Gp)M/M в G/M . Значит, условие теоремы выполнено для G/M ,
поэтому G/M разрешима по индукционному предположению. Следовательно,
G разрешима. �

4. Доказательства теорем B, C и приложения

Доказательство теоремы B. Необходимость. По теореме A группа
G разрешима. Значит, достаточно доказать, что выполнено (i) или (ii). Если
|π(G)| ≤ 2, то это очевидно. Предположим, что |π(G)| ≥ 3 и H — произ-
вольная трипримарная холлова подгруппа группы G. Сначала покажем, что
условие теоремы выполнено и для H. Пусть p — простой делитель числа |H| и
Hp — силовская p-подгруппа группы H. Тогда Hp, очевидно, является силов-
ской p-подгруппой группы G. По условию существует нильпотентная холлова
подгруппа T группы G такая, что G = NG(Hp)T . Поскольку G разрешима,
NG(Hp) содержит дополнение U к T в G. Ясно, что U — холлова подгруп-
па группы G. По предложению [9, I(4.16)] можно выбрать холлову систему �
группы G, которая сужается на NG(Hp) такую, что U ∈ �. Более того, по [9,
I(4.16)] некоторая группа, сопряженная с T , будет лежать в �. Следовательно,
в силу леммы 3 можно считать, что T ∈ �. Поскольку Hp — единственная
силовская p-подгруппа в NG(Hp), получаем, что Hp ∈ �. Пусть Hx — та из
сопряженных с H подгрупп, которая принадлежит �. Тогда Hp — силовская
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p-подгруппа и в Hx. По лемме 7 выполнено равенство Hx = (Hx∩U)(Hx∩T ) =
(Hx ∩NG(Hp))(Hx ∩ T ). Ясно, что Hx ∩NG(Hp) = NHx(Hp) и Hx ∩ T — ниль-
потентная холлова подгруппа в Hx. Это означает, что нормализатор силовской
p-подгруппы Hp в Hx имеет нильпотентное холлово добавление в Hx. Следова-
тельно, нормализатор силовской p-подгруппы группы H имеет нильпотентное
холлово добавление в H. Значит, условие теоремы выполнено для H.

Пусть π(H)={p, q, r}. Если в H нет нильпотентных бипримарных холловых
подгрупп, то нормализатор любой силовской подгруппы группы H имеет в H
примарный индекс и любая силовская подгруппа группы H не нормальна в H.
Значит, без потери общности можно считать, что существуют силовские p-, q-,
r-подгруппы Hp, Hq, Hr группы H, являющиеся также силовскими подгруп-
пами группы G, такие, что Hq ⊆ NH(Hp), Hr ⊆ NH(Hq) и NH(Hr) содержит
подгруппу, сопряженную с Hp в H. Покажем теперь, что Hp ⊆ NH(Hr). Допу-
стим, что Hp

x ⊆ NH(Hr), где x ∈ H. Поскольку Hq ⊆ NH(Hp) и H = HpHqHr,
можно считать, что x ∈ Hr. Тогда Hp ⊆ (NH(Hr))x

−1
= NH(Hr). Необходи-

мость доказана.

Достаточность. Пусть p — произвольный простой делитель числа |G|
и Gp — силовская p-подгруппа группы G. Пусть T — холлово добавление к
NG(Gp) в G наименьшего порядка. Тогда π(T ) = π(|G : NG(Gp)|). Если |π(T )| <
2, то T нильпотентна. Предположим, что |π(T )| ≥ 2 и q, r — любые различные
простые делители числа |T |. Поскольку G разрешима, G обладает холловой
системой � такой, что Gp ∈ �. По лемме 3 и [9, I(4.16)] можно считать, что T ∈
� и Gq, Gr — силовские q-, r-подгруппы группы T соответственно такие, что Gq,
Gr ∈ �. Так как Gp, Gq и Gr все принадлежат �, они попарно перестановочны.
Пусть H = GpGqGr. Тогда ни Gq, ни Gr не лежат в NH(Gp). По условию
GpGq — нильпотентная холлова подгруппа группы H. В силу произвольности
выбора p и q получаем, что T нильпотентна. �

Пример. Пусть H = Z2 oZ3×Z3 oZ5×Z5 oZ2, где Zi (i = 2, 3, 5) — цикличе-
ская группа порядка i. Тогда в H нет нильпотентных бипримарных холловых
подгрупп, но очевидно, что нормализатор любой силовской подгруппы группы
H имеет нильпотентное холлово добавление в H. Значит, существуют груп-
пы, которые удовлетворяют условию (ii) из теоремы B, но не удовлетворяют
условию (i).

Следствие 1. Пусть G — группа. Если нормализатор любой силовской
подгруппы группыG/Z∞(G) имеет нильпотентное холлово добавление вG/Z∞(G),
то нормализатор любой силовской подгруппы группы G имеет нильпотентное
холлово добавление в G.

Доказательство. Если нормализатор любой силовской подгруппы груп-
пы G/Z∞(G) имеет нильпотентное холлово добавление в G/Z∞(G), то G/Z∞(G)
разрешима по теореме A и, значит, G тоже разрешима. В силу теоремы B до-
статочно доказать, что если H — некоторая трипримарная холлова подгруп-
па группы G, то H удовлетворяет условию (i) или (ii) из теоремы B. Пусть
Z = Z∞(G). Предположим, что Z содержит некоторую силовскую подгруппу
группы H, скажем S. Тогда S ⊆ H ∩Z ⊆ Z∞(H) и, значит, любая бипримарная
холлова подгруппа группы H, содержащая S, нильпотентна. Это показывает,
что H содержит нильпотентную бипримарную холлову подгруппу. Если Z не
содержит ни одной из силовских подгрупп группы H, то HZ/Z — трипримарная
холлова подгруппа в G/Z. Следовательно, группа HZ/Z удовлетворяет усло-
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вию (i) или (ii) из теоремы B. Допустим, что HZ/Z содержит нильпотентную
бипримарную холлову подгруппу T/Z, и пусть π(T/Z) = {p, q}. Тогда T , оче-
видно, нильпотентна. Значит, в T есть нильпотентная холлова {p, q}-подгруппа.
Следовательно, в H есть нильпотентная бипримарная холлова подгруппа, по-
скольку холлова {p, q}-подгруппа группы T будет холловой {p, q}-подгруппой и
в H. Рассуждая аналогичным образом, получаем, что если HZ/Z удовлетворя-
ет условию (ii) из теоремы B, то ему по лемме 8 удовлетворяет и H. �

Доказательство теоремы C. Предположим, что нормализатор любой
силовской подгруппы группы G имеет нильпотентное холлово добавление в G.
ТогдаG разрешима по теореме A. Покажем, что вG есть нильпотентная холлова
πG,p-подгруппа для любого простого p, делящего |G|. Пусть Gp — силовская p-
подгруппа группы G и H — нильпотентное холлово добавление к NG(Gp) в G.
Достаточно доказать, что πG,p ⊆ π(H). Пусть π = π(H) ∪ {p}. Тогда индекс
группы NG(Gp) в G — это π-число. По лемме 9 имеем Gp ⊆ Oπ(G) и, значит,
Gp

G ⊆ Oπ(G). Следовательно, πG,p ⊆ π \ {p} ⊆ π(H).
Обратно, предположим, что G разрешима и в G есть нильпотентная хол-

лова πG,p-подгруппа H для любого простого делителя p числа |G|. Пусть M =
Gp

G. Тогда H ∩M — холлова πG,p-подгруппа в M и, значит, M = Gp(M ∩H).
В силу аргумента Фраттини G = NG(Gp)M = NG(Gp)(M ∩ H) = NG(Gp)H.
Это показывает, что NG(Gp) имеет нильпотентное холлово добавление в G при
любом p ∈ π(G).

Равенство π(|G : NG(Gp)|) = πG,p немедленно следует из доказательства.
Теорема доказана. �

Следствие 2. Нормализатор любой силовской подгруппы группы G имеет
нильпотентное холлово добавление в G тогда и только тогда, когда для любого
простого p, делящего |G|, и любой силовской p-подгруппы Gp группы G суще-
ствует подгруппа Q группы G такая, что GpQ / G и в G есть нильпотентная
холлова π(Q)-подгруппа. При выполнении любого из условий группа G разре-
шима.

Доказательство. Необходимость следует непосредственно из теоремы C:
нужно взять Q равной дополнению к Gp в Gp

G. Далее, поскольку Gp
G ⊆

GpQ / G, имеем πG,p = π(Gp
G) \ {p} ⊆ π(Q). Значит, в силу условия G со-

держит нильпотентную холлову πG,p-подгруппу. Достаточность следует из тео-
ремы C. �

Следствие 3. Пусть G — группа. Индекс нормализатора любой силовской
подгруппы группы G является степенью простого числа тогда и только тогда,
когда для любого простого делителя p числа |G| существуют простое число
q ∈ π(G) и q-подгруппа Q группы G такие, что GpQ / G. Более того, если в G
есть ненормальная холлова {p, q}-подгруппа, то Q — нормальная подгруппа в
G.

Доказательство. Пусть p — некоторый простой делитель числа |G| и
Gp — силовская p-подгруппа группы G. Если Gp / G, то можно взять Q = 1.
Предположим, что |G : NG(Gp)| = qα, где q — простое число и α — положитель-
ное целое число. Тогда по теореме C выполнено πG,p = {q} и по следствию 2
существует q-подгруппа Q группы G такая, что GpQ = Gp

G /G. Разрешимость
группыG можно получить по теореме A. Поскольку силовская подгруппа всегда
нильпотентна, достаточность следует просто из следствия 2.
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Наконец, предположим, что вG есть ненормальная холлова {p, q}-подгруппа.
Пусть Gq — силовская q-подгруппа группы G, содержащая Q. Если Gq / G, то
GpGq = GpQGq / G; противоречие. Если |G : NG(Gq)| — p-число, то существует
p-группа P такая, что GqP / G. Следовательно, GpGq = GpQGqP / G; опять
противоречие. Допустим теперь, что |G : NG(Gq)| — r-число, где r — простое
число и r 6= p. Тогда существует r-группа R такая, что GqR / G. Значит,
Q = GpQ ∩GqR / G. �

Из следствия 3 непосредственно вытекает

Следствие [7]. Предположим, что в группе G нет ни нормальных силов-
ских подгрупп, ни нормальных бипримарных холловых подгрупп. Тогда индекс
нормализатора любой силовской подгруппы является степенью простого числа
в том и только в том случае, если для любого p ∈ π(G) существует простое чис-
ло q ∈ π(G) такое, что GpFq / G, где Fq — силовская q-подгруппа в подгруппе
Фиттинга F (G).
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