
Сибирский математический журнал
Июль—август, 2009. Том 50, № 4

УДК 517.954, 517.984.5

МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ ВЕКТОРЫ

И АСИМПТОТИЧЕСКАЯ КОНЕЧНОМЕРНОСТЬ

ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ
К. В. Сторожук

Аннотация. Пусть X— банахово пространство, T : X → X — линейный оператор,
ограниченный со степенями. Положим X0 = {x ∈ X | Tnx → 0}. Доказывается,
что если X0 6= X, то существует λ ∈ Sp(T ) такое, что для любого ε > 0 найдется x
такой, что ‖Tx−λx‖ < ε, но ‖Tnx‖ > 1− ε для всех n. Развитая техника позволяет
установить, что если X рефлексивно и существует компакт K ⊂ X такой, что
lim inf
n→∞

ρ{Tnx,K} < α(T ) < 1 для любого единичного x ∈ X, то codimX0 < ∞.
Результаты справедливы и для однопараметрической полугруппы.

Ключевые слова: полугруппа операторов, асимптотическая конечномерность.

Введение

В работе X — комплексное банахово пространство, T : X → X — линейный
оператор, все степени которого ограничены константой C <∞. Мы используем
обозначения: BX — единичный шар X, � — единичная окружность в C, X0 =
{x ∈ X | Tnx→n→∞ 0}.

Вектор x называется ε-почти собственным (или просто ε-собственным),
если существует λ ∈ C такое, что ‖Tx − λx‖ < ε. Такие векторы существуют
для каждого λ ∈ Sp(T )∩� . В п. 1 изучаются те ε-собственные векторы, которые
при итерациях Tn не слишком укорачиваются.

Определение 1. Пусть ε > 0. Назовем вектор x ∈ X ε-медленным, если

∃λ ∈ � | ‖Tx− λx‖ < ε и ‖Tnx‖ > 1− ε ∀n = 0, 1, 2 . . . .

Например, собственные векторы x, Tx = λx, λ ∈ � , медленные.
Пример 1. T : l2 → l2 — сдвиг вправо, T (x1, x2, . . . ) = (0, x1, x2, . . . ). Это

изометрия, значит, любой единичный ε-собственный вектор ε-медленный.
Пример 1∗. T : l2 → l2 — сдвиг влево, T (x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ). Спектр

содержит � , но Tnx→ 0 для любого x и медленных векторов нет.
Если вектор x ε-медленный, то для каждого n векторы Tnx будут Cε-

медленными, так как T (Tnx) − λTnx = Tn(Tx − λx). Таким образом, угол
между (комплексными) прямыми Tnx и Tn+1x будет мал не только при n = 0,
но и при всех n ∈ N (т. е. вектор при итерациях меняется медленно).
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Замечание. Наша терминология не связана с названиями «медленный
вектор», «медленная переменная» классической теории динамических систем.
В названии статьи медленные векторы названы медленно меняющимися.

Определение 2. У оператора T есть медленные векторы, если для лю-
бого ε > 0 существуют ε-медленные векторы. У оператора T много медленных
векторов, если dimX = ∞ и для любого ε > 0 и n <∞ в X найдутся n-мерные
подпространства, единичные сферы которых состоят из ε-медленных векторов.

Если степени ‖Tn‖ ограничены снизу, т. е. существует число c такое, что
c‖x‖ ≤ ‖Tnx‖ для любого x, то медленных векторов много. В самом деле, если
‖x‖ = 1 и x — cε-собственный вектор, то вектор x

c ε-медленный.
Если X0 = X, то ясно, что медленных векторов нет. Оказывается, условие

X0 = X — единственное препятствие к существованию медленных векторов;
если же codimX0 = ∞, то медленных векторов много (теорема 1.1).

В п. 2 медленные векторы используются для исследования асимптотиче-
ских свойств операторов Tn.

Известно, что если существует притягивающий компакт K, т. е. такой, что

∀x ∈ BX lim
n→∞

ρ(Tnx,K) = 0,

то X = X0⊕L, где L — конечномерное инвариантное подпространство в X. Это
доказано в [1] для марковских полугрупп в L1. Для произвольного банахова
пространства это установлено в работах [2, 3]. В [4] доказано, что для расщеп-
ляемости X = X0 ⊕ L, dimL < ∞ достаточно, чтобы компакт K притягивал
лишь иногда, т. е.

∀x ∈ BX lim inf
n→∞

ρ(Tnx,K) = 0.

Полугруппу Tn : X → X или однопараметрическую полугруппу Tt : X → X
называют асимптотически конечномерной [5], если codimX0 <∞. В [6, 1.3.33]
поставлен вопрос: будет ли полугруппа асимптотически конечномерна, если

∀x ∈ BX lim inf
n→∞

ρ(Tnx,K) < α(T ) < 1 (∗)

Ясно, что условие (∗) следует из перечисленных выше аналогичных условий.
Во втором пункте статьи доказывается, что если X рефлексивно, то опе-

ратор, удовлетворяющий (∗), имеет мало медленных векторов и codimX0 < ∞
(теорема 2.3). Таким образом, мы даем частичный положительный ответ на
вопрос [6]. Теорема 2.3 без труда обобщается на случай однопараметрической
полугруппы операторов {Tt : X → X, t ≥ 0}.

Заметим, что как раз в рефлексивном случае условие codimX0 < ∞ для
ограниченной полугруппы влечет упомянутую расщепляемость X0 ⊕ L [7].

В случае нерефлексивного X ответ на вопрос [6, 1.3.33] автору неизвестен.

1. Медленные векторы

Теорема 1.1. Пусть X — банахово пространство, T : X → X, ‖Tn‖ <
C. Если X0 6= X, то у T есть медленные векторы. Если codimX0 = ∞, то
медленных векторов много.

Доказательство. Без ограничения общности, перейдя к эквивалентной
норме ‖x‖ := sup

n
{‖Tnx‖}, можно считать, что ‖T‖ ≤ 1.

План доказательства таков: (a) X0 = 0 ⇒ медленные векторы существуют;
(b) X0 = 0 ⇒ медленных векторов много; (c) codimX0 = ∞ ⇒ медленных
векторов много.
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(a) Введем на X норму ‖x‖p := lim
n→∞

‖Tnx‖. В этой норме T является
изометрией. Нормы ‖ ‖p и ‖ ‖ не обязательно эквивалентны, однако для всех x

‖T kx‖ ∼k→∞ ‖T kx‖p. (1.1)
Если степени оператора T не ограничены снизу, то пространство (X, ‖ ‖p) не
полно. Пусть X̂ — пополнение X по норме ‖ ‖p. Продолжим изометрию T

пространства (X, ‖ ‖p) на пространство X̂, обозначив это продолжение буквой
T̂ . Пусть λ ∈ Sp(T̂ ) ∩ � . Пусть ε > 0 и x̂ ∈ X̂ — ‖ ‖p-единичный ε-собственный
вектор, соответствующий λ. Учитывая, что T̂ : X̂ → X̂ — изометрия, получаем

‖T̂ x̂− λx̂‖p < ε и ∀n ‖T̂nx̂‖p = ‖x̂‖p = 1 > 1− ε.

Множество X плотно в X̂. Если вектор x ∈ X достаточно ‖ ‖p-близок к x̂, то все
строгие неравенства последней формулы сохранятся. Итак, существует вектор
x ∈ X, такой, что

‖Tx− λx‖p < ε и ∀n ‖Tnx‖p > 1− ε. (1.2)
Таким образом, вектор x является ε-медленным вектором оператора T отно-
сительно нормы ‖ ‖p. Он, конечно, не обязан быть медленным относительно
исходной нормы, так как число ‖Tx − λx‖ может быть велико. Однако, наве-
шивая на формулу (1.2) ‖ ‖p-изометрию T k, получаем:

∀k ‖T (T kx)− λT kx‖p < ε и ∀n ‖Tn(T kx)‖p > 1− ε. (1.3)
В силу (1.1) начиная с некоторого k = k0 неравенства (1.3) будут выполнены

и для нормы ‖ ‖, т. е. начиная с некоторого k вектор T kx будет медленным и
относительно исходной нормы пространства X.

(b) Возьмем число λ ∈ � из спектра изометрии T̂ пространства (X̂, ‖ ‖p),
у λ есть много ε-собственных векторов (существуют даже бесконечномерные
сферы из ε-собственных векторов (см. [8, гл. IV, теоремы 5.33, 5.9]).

Пусть l < ∞ и W — l-мерное подпространство в (X̂, ‖ ‖p), ‖ ‖p-единичная
сфера S которого состоит из ε-собственных векторов. Легко пошевелив W ,
можно считать, что W ⊂ X. Все векторы множества S удовлетворяют (1.2) и
(1.3). Согласно (1.1) для каждого x ∈ S начиная с некоторого k0 векторы T k0x
будут медленными векторами оператора T : X → X. Эллипсоид S компактен,
поэтому k0 можно выбрать общим для всех x ∈ S. Итак, X содержит (l − 1)-
мерные эллипсоиды вида T k0(S), состоящие из медленных векторов.

(c) Рассмотрим фактор-пространство X/X0, [x] := x+X0 — его элементы.
Норма ‖[x]‖ такова: ‖[x]‖ = ρ(x,X0) = inf{‖x− x0‖, x0 ∈ X0}. Имеем T (X0) ⊂
X0, поэтому определяется оператор [T ] : X/X0 → X/X0. Ясно, что [T ]n = [Tn].
Легко видеть, что если [x] 6= [0], то [T ]n[x] 6→ 0. Согласно (b) у оператора
[T ] много медленных векторов, т. е. для любого l в X/X0 найдутся l-мерные
эллипсоиды из медленных векторов [x] оператора [T ] (причем можно считать,
что эти эллипсоиды имеют вид [S], где S — эллипсоид в X):

∀n ≥ 0 ‖[T ]n[x]‖ > 1− ε и ‖[T ][x]− λ[x]‖ < ε ∀[x] ∈ [S].
Ввиду того, что T kx0 → 0 для любого x0 ∈ X0, получаем: для всех x ∈

[x] = x+X0 ∈ [S]
∀n ≥ 0 ‖Tn(T kx)‖ > 1− ε и ‖T (T kx)− λT kx‖ <k→∞ ε. (1.4)

Компактность S позволяет теперь утверждать, что начиная с некоторого k
эллипсоиды T kS ⊂ X состоят из медленных векторов. �

Пусть Sm,λ = 1
m+1

(
m∑
i=0

Tm

λm

)
— чезаровское среднее оператора T/λ.
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Лемма 1.2. Пусть δ > 0, m ∈ N. Если у T есть медленные векторы, то
существует такое λ ∈ � , что

∃x ∈ BX | ‖Sm,λx− x‖ < δ и ∀n ‖Tn(Sm,λx)‖ > 1− δ. (1.5)

Если у T много медленных векторов, то существуют подпространства W ⊂ X
сколь угодно большой размерности, единичные сферы S которых состоят из
векторов x, удовлетворяющих неравенствам (1.5).

Доказательство. Рассмотрим λ ∈ � , которому соответствуют медленные
векторы. (Существование такого λ легко следует из компактности � .) Если
число ε := ε(δ,m) очень мало и x — ε-медленный вектор, соответствующий
числу λ, то Sm,λ(x) ≈ x и вектор Sm,λ(x) удовлетворяет (1.5). Оставшаяся
часть доказательства пояснений не требует. �

Замечание. Геометрически лемма 1.2 означает, что для любого числа m
найдутся сколь угодно многомерные сферы, которые почти не сплющиваются
под действием отображений Tn(Sm,λ), каково бы ни было n.

2. Асимптотическая конечномерность
в рефлексивном случае

Всюду в этом пункте предполагаем, что T : X → X удовлетворяет условиям
(∗). Можно считать, что K — уравновешенное множество.

Лемма 2.1. Пусть x ∈ BX . Для любого k найдутся векторы a1, . . . , ak ∈
K, номера m1 > m2 > · · · > mk и числа t1, . . . , tk, |ti| ≤ αi−1, такие, что

‖Tm1x− [t1Tm2a1 + t2T
m3a2 + · · ·+ tk−1T

mkak−1 + tkak]‖ ≤ αk. (2.1)

Доказательство. Выпишем неравенства для k = 1, 2, 3. Первое из них
есть условие (∗), а справедливость каждого следующего обеспечивается приме-
нением (∗) к предыдущему, умноженному на α:

∃n1 | ‖Tn1x− t1a1‖ ≤ α, |t1| ≤ 1,

∃n2 | ‖Tn2(Tn1x− t1a1)− t2a2‖ ≤ α2, |t2| ≤ α,

∃n3 | ‖Tn3(Tn2(Tn1x− t1a1)− t2a2)− t3a3‖ ≤ α3, |t3| ≤ α2, . . . .

Чтобы закончить, остается раскрыть скобки и положить mj = nj + · · ·+nk. �

Сумма чисел |ti| в формуле (2.1) не превосходит числа h :=
k∑
i=1

αi = 1
1−α .

Значит, выпуклая оболочка K̂ множества
∞⋃
i=0

T i(hK) притягивает BX , т. е.

∀x ∈ BX ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∃a ∈ K̂ | ‖Tnx− a‖ < ε. (2.2)

Покажем теперь, что T не может действовать умножением на единичный
скаляр на слишком многомерных подпространствах X.

Теорема 2.2. Для каждого λ ∈ � dim ker(T − λI) <∞.
Доказательство. Выберем в K конечную (1 − α)-сеть из k векторов и

натянем на нее подпространство Y . По теореме Крейна — Красносельского —
Мильмана [9] в любом подпространстве Z ⊂ X таком, что dimZ > dimY , най-
дется единичный вектор z такой, что ρ(z, Y ) = 1. По условиям (∗) ρ(Tnz, Y ) <
α+ (1− α) = 1 для некоторого n. Поэтому Tz не может иметь вид λ · z. �
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Теорема 2.3. Пусть X рефлексивно. Тогда у оператора T не может быть
много медленных векторов T и, значит, codimX0 <∞.

Доказательство. Достаточно доказать, что никакому λ ∈ � не соответ-
ствует много медленных векторов. Можно считать, что λ = 1.

Операторные средние Sm,1 = Sm = 1
m+1

(
m∑
0
T k

)
согласно статистической

эргодической теореме (см., например, [10, § 2]) сходятся к проектору P про-
странства X на подпространство ker(I −T ). По теореме 2.2 dim ker(I −T ) <∞.

На компакте K сходимость Sm−P к нулю равномерна (например, по теоре-
ме Арцела). Операторы Sm коммутируют с T , поэтому сходимость (Sm−P ) → 0
равномерна и на множестве K̂. Значит, начиная с некоторого m для всех a ∈ K̂
число ‖Sm(a)− P (a)‖ достаточно мало, например меньше числа 1

3 . Ввиду (2.2)
для каждого x ∈ B при больших n вектор Tnx близок к K̂. Поэтому

∃m ∀x ∈ BX ‖(Sm − P )Tnx‖ = ‖Tn(Smx)− Px‖ ≤n→∞ 1/3.

Отсюда следует, например, что под действием Tn ◦ Sm любая k-мерная сфера
такая, что k > dim ker(I − T ), при больших n «сплющивается» в 3 раза вдоль
некоторого радиуса x (надо взять такой радиус x в этой сфере, что Px = 0).

Последнее согласно лемме 1.2 и замечанию к ней означает, что медленных
векторов у числа λ = 1 не много.

Теперь неравенство codimX0 <∞ следует из теоремы 1.1. �
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