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ПОСТРОЕНИЕ КВАЗИСИММЕТРИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ

ГРАФ–ОРИЕНТИРОВАННЫХ ИТЕРИРОВАННЫХ

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ СИСТЕМ (IFS)

В. В. Асеев

Аннотация. С помощью метода Тукиа представления квазисимметрической функ-
ции в виде квазисимметрического сита путем обобщения предложенной им моди-
фикации схемы Салема, найдено условие, достаточное для того, чтобы набор функ-
ций, осуществляющих структурную параметризацию граф-ориентированной функ-
циональной системы специального вида (одномерного мультициппера), состоял из
квазисимметрических функций. Указана асимптотически точная оценка коэффи-
циента квазисимметричности этих функций через коэффициенты растяжения отоб-
ражений, образующих заданный мультициппер, что дает существенно более общий
способ построения квазисимметрических функций по сравнению с конструкцией
Тукиа.
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1. Введение. Свойство квазисимметричности вещественной функции
f : R1 → R1 возникло в теории плоских квазиконформных отображений как
необходимое и достаточное условие продолжимости этой функции до квази-
конформного отображения верхней полуплоскости на себя (задача Альфорса —
Берлинга [1, теорема 1, с. 126]). В работе Келингоса [2] такие функции названы
квазисимметрическими и проведено изучение их основных свойств. Наконец,
фундаментальная работа Тукиа и Вяйсяля [3] дала начало интенсивному изу-
чению квазисимметрических отображений общих метрических пространств, не
имеющих какой-либо дифференциальной структуры. В данной статье мы поль-
зуемся классическим определением квазисимметрической функции.

Определение 1.1. Пусть X — подмножество на вещественной прямой R1.
Вещественная монотонно возрастающая функция f : X → R1 называется ква-
зисимметрической c коэффициентом квазисимметричности K ≥ 1 (или K-
квазисимметрической), если для всех x ∈ X и t > 0 таких, что {x− t, x, x+ t} ⊂
X, выполняется соотношение

1
K
≤ f(x+ t)− f(x)
f(x)− f(x− t)

≤ K. (1.1.1)

В работе [4] Тукиа разработал схему представления квазисимметрической
функции в виде сита — последовательности уплотняющихся сетей, в каждой
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из которых отношение длин соседних ячеек ограничено сверху одной и той же
константой. Тукиа назвал такие сита квазисимметрическими и установил, что
функция, представленная квазисимметрическим ситом, является квазисиммет-
рической в смысле определения 1.1. В схеме Тукиа каждая следующая сеть
получалась разбиением на две части каждой ячейки предыдущей сети. Мы
рассматриваем более общий процесс, при котором каждая ячейка сети являет-
ся объединением n ≥ 2 ячеек последующей сети, и показываем (теорема 2.4),
что и в этом случае q-квазисимметрическое сито определяет квазисимметри-
ческую функцию с коэффициентом квазисимметричности q(1 + q + · · · + q2n).
При этом для q, достаточно близких к единице, получена в явном виде оцен-
ка коэффициента квазисимметричности, стремящаяся к 1 при q → 1 (теорема
2.6). Возможность получения такой оценки в своей схеме (при n = 2) отмечена
Тукиа в [5, (C), с. 153] без приведения доказательства.

Самоподобные итерационные процессы служат во многих разделах мате-
матики универсальным средством построения объектов (множеств, функций,
отображений, мер и т. д.) с требуемыми (и иногда довольно экзотическими)
свойствами. Для исследования вопроса об изменении хаусдорфовой размерно-
сти подмножеств при отображениях, осуществляемых квазисимметрическими
функциями, Тукиа [5] использовал метод построения квазисимметрических го-
меоморфизмов прямой, модифицировав итерационную конструкцию, приводя-
щую к функциям Салема. В основе схемы Тукиа лежит специальный итера-
ционный самоподобный процесс построения сита, обеспечивающий выполнение
условия квазисимметричности. Заметив (пример 4.2), что схема Тукиа пред-
ставляет собой довольно частный случай граф-ориентированной итерирован-
ной функциональной системы (IFS), введенной в работе Молдина и Вильям-
са [6] и широко используемой в теории фракталов, мы рассматриваем общий
процесс построения сита с помощью граф-ориентированной IFS и указываем
легко проверяемое достаточное условие (условие стыковки), обеспечивающее
квазисимметричность сита, полученного таким способом (теорема 3.3). В каче-
стве следствия отмечено (теорема 4.1), что при выполнении условия стыковки
структурная параметризация граф-ориентированной IFS рассматриваемого ти-
па (в работе Тетенова [7] такие IFS названы жордановыми мультиципперами)
осуществляется набором квазисимметрических функций. Основной результат
статьи анонсирован в [8], но указанное там условие стыковки оказалось недо-
статочным и его пришлось несколько усилить.

2. Квазисимметрические сита. Терминология и основная конструкция
в этом пункте взяты из работы Тукиа [4] (где n = 2), но перенесены на более
общий случай n ≥ 2.

Пусть задано натуральное n ≥ 2, I = {1, 2, . . . , n}. Элементы прямого про-
изведения IN (где N ≥ 1) записываем в виде слов i = (i1j2 . . . iN ) длины N
в алфавите I и называем мультииндексами ранга N . На множестве IN вво-
дится лексикографическое упорядочение, в котором минимальным элементом
является мультииндекс (11 . . . 1), а максимальным — (nn . . . n). Элемент, непо-
средственно следующий за элементом i = (i1i2 . . . iN ) ∈ IN , записываем в виде
i + 1 = (i1i2 . . . iN ) + 1, а непосредственно предшествующий ему элемент — в
виде i−1 = (i1i2 . . . iN )−1. Операция конкатенации (соединения слов) задается
формулой

(i1i2 . . . iN )(s1s2 . . . sK) = (i1i2 . . . iNs1s2 . . . sK) ∈ IN+K .
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Множество всех мультииндексов конечного ранга обозначаем символом I∞0 , т. е.

I∞0 = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ IN ∪ · · · =
∞⋃
N=1

IN .

Монотонное (т. е. сохраняющее порядок) отображение IN 3 i 7→ bi ∈X = [0, 1],
при котором (11 . . . 1) 7→ 0 = b(11...1) и (nn . . . n) 7→ b(nn...n) < 1, задает разбиение
X на отрезки: X =

⋃
i∈IN

X i, где X i = [bi, bi+1], если i не является макси-

мальным мультииндексом в IN , и X (nn...n) = [b(nn...n), 1] для максимального
мультииндекса (nn . . . n) ∈ IN . Это отображение мы называем сетью N -го ран-
га на отрезке X , а отрезки X i, i ∈ IN , — ячейками этой сети. Отображение
Q : I∞0 3 i 7→ bi ∈ X называем ситом на X , если для каждого N его огра-
ничение на IN является сетью N -го ранга на X и для любого мультииндекса
i ∈ IN выполняется равенство

X
i =X i(1) ∪X i(2) ∪ · · · ∪X i(n) =

n⋃
k=1

X
i(k). (2.0.1)

Это условие равносильно тому, что для любого i ∈ IN и любого минимально-
го мультииндекса (11 . . . 1) ∈ IK выполняется равенство bi(11...1) = bi. Сито Q
можно рассматривать как последовательность уплотняющихся сетей наX . Ес-
ли для любой бесконечной последовательности i1i2 · · · ∈ I∞ последовательность
вложенных ячеек X (i1) ⊃ X (i1i2) ⊃ · · · ⊃ X (i1i2....iN ) ⊃ . . . имеет пересечени-
ем одноточечное множество, то сито Q называется точным. Это равносильно
соотношению

max
i∈IN

L(X i) → 0 при N →∞,

где L(X i) обозначает длину ячейки X i. Условие точности сита Q также экви-
валентно тому, что множествo

⋃{
bi : i ∈ I∞0

}
плотно на отрезке X .

Стандартное ситоP : I∞0 3 i 7→ ai ∈ I на отрезкеI = [0, 1] определяется
условием: L(I i) = 1/nN для любого i ∈ IN .

Любой гомеоморфизм h : I → X , h(0) = 0, h(1) = 1, порождает точное
сито: X i = h(I i), i ∈ IN , N = 1, 2, . . . . Верно и обратное: всякое точное сито
Q на отрезке X единственным образом определяет гомеоморфизм h : I →X ,
порождающий это сито (см. [4, § 4, c. 132, 133]), поскольку формулой h(ai) = bi,
h(1) = 1, отображение h задается на плотном подмножестве отрезка I , а точ-
ность сита Q позволяет продолжить его по непрерывности на весь отрезок I .
Таким образом, мы имеем взаимно однозначное соответствие между сохраня-
ющими ориентацию гомеоморфизмами отрезка I на отрезок X и точными
ситами на X .

Определение 2.1 (см. [4, с. 129]). Сито Q =
{
bi : i ∈ I∞0

}
на отрезке

X с ячейками X i называется q-квазисимметрическим (q ≥ 1), если для лю-
бого натурального N ≥ 2 и любого не максимального мультииндекса i ∈ IN

выполняется соотношение
1
q
≤ L(X i+1)

L(X i)
≤ q. (2.1.1)

В дальнейшем тексте для заданного сита Q на отрезке X длину L(X i)
ячейки X i будем обозначать символом λi.
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Утверждение 2.2. Пусть сито Q =
{
bi : i ∈ I∞0

}
с ячейками X i является

q-квазисимметрическим. Тогда
(1) для любых s, k ∈ I и любого мультииндекса i ∈ IN

1
q|s−k|

≤ λ(s)

λ(k) ≤ q|s−k|,
1

q|s−k|
≤ λi(s)

λi(k) ≤ q|s−k|; (2.2.1)

(2) для любого k ∈ I и любого i ∈ IN

1
qn−1n

≤ λ(k) ≤ ψ(q),
λi

qn−1n
≤ λi(k) ≤ λiψ(q), (2.2.2)

где ψ(q) = qn−1/(1 + q + · · ·+ qn−1) < 1;
(3) для любого N выполняется оценка[

1
qn−1n

]N
≤ min

i∈IN
λi ≤ max

i∈IN
λi ≤ [ψ(q)]N . (2.2.3)

В частности, из (2.2.3) следует, что сито Q является точным.
Доказательство. Формулу (2.2.1) получим, применив конечное число

раз соотношение (2.1.1). При фиксированном k ∈ I из (2.2.1) следует, что

1 + q + · · ·+ qn−1

qn−1 λi(k) =
[
1 +

1
q

+ · · ·+ 1
qn−1

]
λi(k) ≤

n∑
s=1

λi(k)

q|s−k|

≤
n∑
s=1

λi(s) ≤
n∑
s=1

qn−1λi(k) = nqn−1λi(k),

где мультииндекс i можно заменить пустым словом. Заметив, что
∑
s∈I

λ(s) = 1 и∑
s∈I

λi(s) = λi (см. (2.0.1)), получаем оценку (2.2.2), из которой непосредственно

следует, что

max
i∈IN

λi ≤ ψ(q) max
i∈IN−1

λi ≤ [ψ(q)]2 max
i∈IN−2

λi ≤ · · · ≤ [ψ(q)]N−1 max
i∈I

λ(i) ≤ [ψ(q)]N .

Аналогично получаем нижнюю оценку для min
i∈IN

λi. Утверждение доказано.

Утверждение 2.3. Для заданного сита Q и натурального N построим
кусочно линейные функции hN : I → X , определенные условием hN (ai) = bi

для всех i ∈ IN , hN (1) = 1, и линейные на каждой ячейке I i, i ∈ IN . Тогда
(1) |h1(x)− x| ≤ qn−1 − 1 для всех x ∈ I ;
(2) |hN (x)− hN+1(x)| ≤ λi(qn−1 − 1) для всех x ∈ I i;
(3) последовательность кусочно линейных функций {hN (x)} сходится рав-

номерно на I к функции h(x), при этом для всех x ∈ I i, где i ∈ IN , выполня-
ется оценка

|hN (x)− h(x)| ≤ qn−1 − 1
1− ψ(q)

λi. (2.3.1)

Доказательство. Пусть на отрезке I задана некоторая сеть 0 = c(1) <
c(2) < · · · < c(n) < 1 и построена кусочно линейная функция l : [0, 1] → [0, 1],
линейная на каждой ячейке I (i) (i ∈ I) и такая, что l(a(i)) = c(i), i ∈ I и
l(1) = 1. Пусть для любого i = 2, . . . , n− 1 выполняется оценка

1/q ≤ |c(i+1) − c(i)|/|c(i) − c(i−1)| ≤ q
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и 1/q ≤ |1− c(n)|/|c(n) − c(n−1)| ≤ q. Убедимся, что
max
x∈[0,1]

|l(x)− x| ≤ qn−1 − 1. (2.3.2)

Так как в силу (2.2.2) при любом i = 2, . . . , n верно неравенство
1/nqn−1 ≤ |c(i) − c(i−1)| ≤ φ(q) ≤ qn−1/n,

для k = 2, . . . , n имеем оценку

a(k)

qn−1 =
k − 1
nqn−1 ≤ c(k) =

k∑
i=2

|c(i) − c(i−1)| ≤ (k − 1)qn−1

n
= qn−1a(k),

из которой следует, что

−(qn−1 − 1) ≤ 1− qn−1

nqn−1 ≤ l(a(k))− a(k) ≤ a(k)(qn−1 − 1) ≤ qn−1 − 1,

т. е. |l(a(k)) − a(k)| ≤ qn−1 − 1 для всех k. Поскольку функция l линейна
на каждом из отрезков I (i), имеем |l(x) − x| ≤ qn−1 − 1 для всех x ∈ [0, 1].
Оценка (2.3.2) доказана. В частности, для l = h1 получаем требуемую оцен-
ку (1). Пусть заданы N > 1 и некоторый мультииндекс i ∈ IN . Построим
линейное отображение U : I i → I с коэффициентом растяжения nN , ли-
нейное отображение T : X i → X с коэффициентом растяжения 1/λi и по-
ложим l = T ◦ hN+1 ◦ U−1. Так как сеть c(k) = l(ak) удовлетворяет условию
q-квазисимметричности, в силу (2.3.2) для любого y ∈ I и x = U−1(y) выпол-
няется оценка |T ◦ hN+1(U−1(y))− y| ≤ qn−1 − 1, т. е. для любого x ∈ I i

|T ◦ hN+1(x)− U(x)| ≤ qn−1 − 1; |hN+1(x)− T−1(U(x))| ≤ λi(qn−1 − 1).
Остается заметить, что на отрезкеI i линейные функции T−1◦U и hN переводят
I i в X i и, следовательно, совпадают. Тем самым мы получили требуемую
оценку (2).

Пусть заданы N и i ∈ IN . Для каждой точки x ∈ I i имеется бесконечная
последовательность индексов (k1k2 . . . kM . . . ) такая, что множество {x} явля-
ется пересечением последовательности вложенных ячеек:

{x} = I i ∩I i(k1) ∩ . . .I i(k1k2...kM ) ∩ . . . .
Применение оценки (2) дает неравенство

|hN (x)− hN+M (x)| = |hN (x)− hN+1(x)|+ · · ·+ |hN+M−1(x)− hN+M (x)|

≤ (qn−1 − 1)[λi + λi(k1) + · · ·+ λi(k1...kM )] ≤ . . .

в силу оценки (2.2.2)

· · · ≤ (qn−1 − 1)λi[1 + ψ(q) + ψ(q)2 + · · ·+ ψ(q)M ] ≤ qn−1 − 1
1− ψ(q)

λi.

Таким образом, для любого N и любого i ∈ IN при всех x ∈ I i и при любом
натуральном M с учетом оценки (2.2.3) получаем

|hN (x)− hN+M (x)| ≤ λi q
n−1 − 1

1− ψ(q)
≤ [ψ(q)]N

qn−1 − 1
1− ψ(q)

. (2.3.3)

Следовательно, для всех x ∈ I выполняется неравенство
|hN (x)− hN+M (x)| ≤ [ψ(q)]N (qn−1 − 1)/(1− ψ(q)),

которое означает, что последовательность {hN (x)} сходится равномерно на I
к функции h(x). Перейдя в (2.3.3) к пределу при M →∞, получим требуемую
оценку (2.3.1). Утверждение доказано.

Следующая теорема для случая n = 2 имеется в [4, 4(ii), с. 134].
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Теорема 2.4. Любое q-квазисимметрическое сито Q =
{
bi : i ∈ I∞0

}
на X

порождает K-квазисимметрическую функцию h(x) : I →X с коэффициентом
квазисимметричности K ≤ q(1 + q + · · ·+ q2n).

Доказательство. Возьмем произвольную тройку точек x − t < x < x +
t на отрезке I . Найдем минимальное натуральное N такое, что каждый из
отрезков [x − t, x] и [x, x + t] содержит в себе некоторую ячейку N -го ранга
стандартной сети на I . Пусть x ∈ I i, где i ∈ IN . Если t > (2n)/nN , то
каждый из отрезков [x, x + t] и [x − t, x] содержит в себе объединение 2n − 1
последовательно расположенных ячеек N -го ранга, поэтому содержит какую-
нибудь ячейку (N − 1)-го ранга, что противоречит выбору N . Следовательно,
t ≤ (2n)/nN , а это означает, что

[h(x), h(x+ t)] ⊂X i ∪X i+1 ∪ · · · ∪X i+k, где k ≤ 2n,

[h(x− t), h(x)] ⊂X i ∪X i−1 ∪ · · · ∪X i−р, где p ≤ 2n.

Используя условие q-квазисимметричности сита Q, получаем оценку

max{h(x+ t)− h(x), h(x)− h(x− t)} ≤ λi[1 + q + · · ·+ q2n].

Так как каждый из отрезков [h(x), h(x+ t)] и [h(x− t), h(x)] содержит хотя бы
одну ячейку N -го ранга, q-квазисимметричность сита Q приводит к оценке

min{h(x+ t)− h(x), h(x)− h(x− t)} ≥ λi/q.

Из этих оценок следует соотношение

1
q(1 + q + · · ·+ q2n)

≤ h(x+ t)− h(x)
h(x)− h(x− t)

≤ q(1 + q + · · ·+ q2n).

В силу произвольности задания тройки точек x−t, x, x+t ∈ I полученное двой-
ное неравенство означает, что h(x) является K-квазисимметрической функцией
с K ≤ q(1 + q + · · ·+ q2n). Теорема доказана.

Учитывая, что любая q-квазисимметрическая функция h : I →X , h(0) =
0, h(1) = 1, порождает q-квазисимметрическое сито на отрезке X , получаем
следующий критерий квазисимметричности функции.

Следствие 2.5 (для n = 2 см. [5, (C), с. 153]). Пусть n ≥ 2. Монотонно
возрастающая функция h : [0, 1] → [0, 1], h(0) = 0, h(1) = 1, является квази-
симметрической тогда и только тогда, когда существует константа q ≥ 1 такая,
что

1
q
≤ h((j + 1)/nN )− h(j/nN )
h(j/nN )− h((j − 1))/nN

≤ q

при всех натуральных N и 0 < j < nN . При этом h является K-квазисиммет-
рической функцией с K ≤ q(1 + q + · · ·+ q2n).

Оценка коэффициента квазисимметричности отображения h, полученная в
теореме 2.4, не стремится к 1 при q → 1. Поэтому ситуация, когда q достаточно
близко к 1, требует более тщательного исследования.

Теорема 2.6. Пусть 0 < δ < 1. Если сито Q =
{
bi : i ∈ I∞0

}
на отрезке

X = [0, 1] является q-квазисимметрическим с q ≤ q0(δ), где q0(δ) > 1 — корень
уравнения

(q0 − 1)δqn−1
0

(
1 + q0 + · · ·+ qn−1

0
)(
qn−1
0 + 1

)
=
n− 1
2n

, (2.6.1)
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то порожденная ситом Q функция h : I → X является K(q)-квазисимметри-
ческой с коэффициентом квазисимметричности

K(q) ≤ q2n−2 1 + (q − 1)1−δ

1− (q − 1)1−δ
,

стремящимся к 1 при q → 1.
Доказательство. Пусть на отрезке I задана тройка точек x− t, x, x+ t,

где t > 0. Тогда имеется минимальный ранг A, при котором отрезок [x− t, x+ t]
покрывается объединением n последовательных ячеек ранга A. Пусть α ∈ IA

таково, что
[x− t, x+ t] ⊂ I α ∪I α+1 ∪ · · · ∪I α+n−1 def= �.

В силу выбора A длина отрезка [x − t, x + t] не может быть меньше, чем
(n− 1)/nA+1, т. е.

t ≥ n− 1
2nA+1 . (2.6.2)

Возьмем две произвольные точки x < y, лежащие в �, у которых |y − x| ≥
(n− 1)/(2nA+1). Пусть x ∈ I β и y ∈ I γ , где β, γ ∈ {α, α+ 1, . . . , α+ n− 1}. По
формуле (2.3.1)

|h(x)− hA(x)| ≤ qn−1 − 1
1− ψ(q)

λβ , |h(y)− hA(y)| ≤ qn−1 − 1
1− ψ(q)

λγ .

Следовательно,

||h(x)− h(y)| − |hA(x)− hA(y)|| ≤ qn−1 − 1
1− ψ(q)

(λβ + λγ). (2.6.3)

Случай 1. Пусть γ = β. Тогда x, y ∈ I β , отображение hA линейно на I β

с коэффициентом растяжения λβnA. Поэтому

|hA(x)− hA(y)| = λβnA|x− y| ≥ λβ
n− 1
2n

≥ n− 1
2nqn−1λ

β . (2.6.4)

Случай 2. Пусть γ = β + p, где p ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Тогда [x, aβ+1] ⊂ I β ,
[aβ+p, y] ⊂ I β+p. Отображение hA линейно на ячейках I β , I β+1, . . . , I β+p.
Поэтому

hA(y)− hA(x) = λβnA(aβ − x) + λβ+1 + · · ·+ λβ+pnA(y − aβ+p).

Используя (2.1.1) и нижнюю оценку для |x− y|, получаем неравенство

qn−1λβnA|y − x| ≥ |hA(x)− hA(y)| ≥ λβ

qp
nA|y − x| ≥ n− 1

2nqn−1λ
β . (2.6.5)

Случай 3. Пусть γ = β − p, где p ∈ {1, . . . , n − 1}. Тогда [aβ , x] ⊂ I β ,
[y, aβ−p+1] ⊂ I β−p, отображение hA линейно на ячейках I β , I β−1, . . . , I β−p,
поэтому

hA(x)− hA(y) = λβnA(x− aβ) + λβ−1 + · · ·+ λβ−p(aβ−p+1 − y).

Воспользовавшись (2.1.1) и нижней оценкой для |x − y|, приходим к тому же
неравенству (2.6.5). Теперь воспользуемся неравенством

(q − 1)δ(1 + q + · · ·+ qn−1)(1 + qn−1)qn−1 ≤ n− 1
2n

, (2.6.6)
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непосредственно вытекающим из условия q ≤ q0(δ) и формулы (2.6.1). Так как
1− ψ(q) = (1 + q + · · ·+ qn−2)/(1 + q + · · ·+ qn−1), то

qn−1 − 1
1− ψ(q)

(λβ + λγ) = (q − 1)(1 + q + · · ·+ qn−1)(λβ + λγ)

≤ λβ(q − 1)(1 + q + · · ·+ qn−1)(qn−1 + 1) ≤ (q − 1)1−δλβ
n− 1

2nqn−1 ≤ . . .

в силу (2.6.5)

· · · ≤ (q − 1)1−δ|hA(x)− hA(y)|.

Таким образом, из неравенства (2.6.3) вытекают соотношение

||h(x)− h(y)| − |hA(x)− hA(y)|| ≤ (q − 1)1−δ|hA(x)− hA(y)|

и оценки

[1− (q − 1)1−δ]|hA(x)− hA(y)| ≤ |h(x)− h(y)| ≤ [1 + (q − 1)1−δ]|hA(x)− hA(y)|.

Используя оценки (2.6.5), получаем

[1− (q − 1)1−δ]
λβnA

qn−1 ≤ |h(x)− h(y)|
|x− y|

≤ [1 + (q − 1)1−δ]λβnAqn−1. (2.6.7)

Применяя неравенства (2.6.7) к паре точек x, y = x+t и к паре точек x, y = x−t
(это можно сделать в силу (2.6.2)), приходим к оценке

1
q2n−2

1− (q − 1)1−δ

1 + (q − 1)1−δ
≤ |h(x+ t)− h(x)|
|h(x)− h(x− t)|

≤ q2n−2 1 + (q − 1)1−δ

1− (q − 1)1−δ
,

которая и означает K(q)-квазисимметричность функции h(x). Теорема доказа-
на.

С учетом теоремы 2.6 можно сделать в следствии 2.5 следующее уточнение.
Если в условиях следствия 2.5 константа q удовлетворяет неравенству q ≤

q0(δ) c некоторым δ ∈ (0, 1), где q0(δ) — корень уравнения (2.6.1), то функ-
ция h(x) является квазисимметрической с коэффициентом квазисимметрично-
сти K(q), стремящимся к 1 при q → 1.

Для случая n = 2 этот факт отмечен Тукиа (без доказательства) в [5, (C),
с. 153].

3. Граф-ориентированные системы. Пусть заданы натуральныеm ≥ 1
и n ≥ 2. Рассмотрим наборы множеств I1, I2, . . . , Im и X1, X2, . . . , Xm,
каждое из которых есть отрезок [0, 1] вещественной прямой. Пусть для каждого
j ∈ J = {1, . . . ,m} на отрезке Ij задано стандартное ситоPj =

{
aij : i ∈ I∞0

}
, a

на отрезке X задана сеть 1-го ранга 0 = b(1)j < · · · < b(n)
j < 1 с ячейками X (i)

j ,
i ∈ I = {1, . . . , n}, длины которых L

(
X

(i)
j

)
обозначены символами λ(i)

j .
Целочисленная функция p(j, i) : J × I → J называется структурной функ-

цией; сопоставляя каждой паре индексов (j, i) сохраняющие ориентацию линей-
ные гомеоморфизмы ϕ(i)

j : Ip(j,i) → I
(i)
j (с коэффициентом подобия 1/n) и

f (i)
j : Xp(j,i) → X

(i)
j (с коэффициентом подобия λ(i)

j ), получаем две функцио-

нальные системы � =
{
ϕ(i)
j

}i=1,...,n
j=1,...,m и F =

{
f (i)
j

}i=1,...,n
j=1,...,m.
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3.1. Замечание. Каждая из этих функциональных систем представля-
ет собой простейший случай граф-ориентированной геометрической конструк-
ции в терминологии [6] (см. также [9, 4.3]), а наборы компактных множеств
I1, . . . , Im и X1, . . . , Xm являются аттракторами (инвариантными вектор-
множествами (invariant lists)) для этих систем подобий. Из-за достаточной
простоты рассматриваемой конструкции нам нет необходимости использовать
графы Молдина — Вильямса (см. [9, 4.3, с. 115]) для описания самоподобной
структуры этих инвариантных наборов. Кроме того, отметим, что каждая из
рассматриваемых функциональных систем является простейшим самоподобным
жордановым мультициппером, общие свойства которых описаны в работе Те-
тенова [7, § 2].

Структурная функция p(j, i) естественно продолжается до функции P : J×
I∞0 → J∞0 следующим образом: для j ∈ J и мультииндекса i = (i1i2 . . . iN ) ∈ IN
строится мультииндекс P (j, i) = (j1j2 . . . jN ), где j1 = j, j2 = p(j1, i1), . . . ,
jN−1 = p(jN−2, iN−2), jN = p(jN−1, iN−1). После этого, положив p(j, i) def=
p(jN , iN ), получаем продолжение структурной функции p(j, i) до функции
p(j, i) : J × I∞0 → J .

Для каждого j ∈ J и мультииндекса i = (i1i2 . . . iN ) ∈ IN определены
композиции

ϕi
j = ϕ(i1...iN )

j
def= ϕ(i1)

j1
◦ ϕ(i2)

j2
◦ · · · ◦ ϕ(iN )

jN
: Ip(j,i) → Ij ,

f i
j = f (i1...iN )

j
def= f (i1)

j1
◦ f (i2)

j2
◦ · · · ◦ f iNjN :Xp(j,i) →Xj ,

где (j1j2 . . . jN ) = P (j, i). При этом ϕi
j(Ip(j,i)) = I i

j . Положив X i
j = f i

j(Xp(j,i))
и bij = f (i)

j

(
b(1)p(j,i) = 0 ∈Xp(j,i)

)
, получим сита Qj на отрезках Xj (j = 1, . . . ,m),

порожденные граф-ориентированной функциональной системой F . Для этого
нужно проверить выполнение равенств

f i
j(1 ∈Xp(j,i)) = f i+1

j (0 ∈Xp(j,i)) = bi+1
j

при i 6= (nn . . . n) ∈ IN и

f i
j(1 ∈Xp(j,i)) = 1 ∈Xj

при i = (nn . . . n) ∈ IN , что легко осуществляется индукцией по N . Длина
λi
j = L

(
X i
j

)
ячейки X i

j есть

λi
j = λ(i1)

j1
λ(i2)
j2

. . . λ(in)
jN

,

где (i1i2 . . . iN ) = i и (j1j2 . . . jN ) = P (j, i). Отсюда следует, что все сита Qj

точные, поэтому, как отмечено в п. 1, они порождены гомеоморфизмами hj :
Ij →Xj .

Система � порождает стандартное сито на каждом отрезке Ij .
Набор гомеоморфизмов {h1, . . . , hm} осуществляет структурную парамет-

ризацию жорданова мультициппера F в том смысле, что для любого натураль-
ного N и любого мультииндекса i ∈ IN при всех j = 1, . . . ,m выполняются
равенства

f i
j ◦ hp(j,i) ≡ hj ◦ ϕi

j .

Замечание 3.2. В общем случае для жорданова мультициппера существо-
вание и единственность его структурной параметризации можно доказать так
же, как это сделано в [10] для случая m = 1 (см. также [11, § 3.5]).
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Теорема 3.3. Пусть граф-ориентированная функциональная система F
такова, что для каждого N ≤ m(m + 1) при любых j = 1, . . . ,m и i = 2, . . . , n
выполняется условие стыковки:

λ(11...1)
p(j,i) = λ(nn...n)

p(j,i−1), (3.3.1)

где (11 . . . 1) ∈ IN и (nn . . . n) ∈ IN . Если для любых j = 1, . . . ,m и i = 2, . . . , n
выполняется оценка

1
q
≤

λ(i)
j

λ(i−1)
j

≤ q, (3.3.2)

то каждое сито Qj , порожденное этой системой, является q-квазисимметричес-
ким ситом.

Доказательство. Шаг 1. Покажем, что равенство (3.3.2) выполняет-
ся при всех натуральных N . Для заданных j ∈ {1, . . . ,m} и i ∈ {2, . . . , n}
построим два бесконечных слова (q1q2 . . . .qN . . . ) и (s1s2 . . . sN . . . ) в алфави-
те J = {1, . . . ,m}, положив q1 = p(j, i), s1 = p(j, i − 1), qN+1 = p(qN , (1)) =
p(p(j, i), (11 . . . 1)) с (11 . . . 1) ∈ IN и sN+1 = p(sN , (n)) = p(p(j, i − 1), (nn . . . n))
с (nn . . . n) ∈ IN . В слове (q1q2 . . . ) найдется минимальный номер V ′ > 1, для
которого qV ′ ∈ {q1, . . . , qV ′−1}. Так как в мультииндексе (q1 . . . qV ′−1) не долж-
но быть совпадающих элементов, то V ′ ≤ m + 1. Пусть qV ′ = qV , где V < V ′.
Положим L1 = V ′ − V , q′ = (qV qV+1 . . . qV+L−1) ∈ IL1 . Тогда слово (q1q2 . . . )
является периодическим и имеет вид (q1 . . . qV−1)q′q′ . . .q′ . . . . Аналогично сло-
во (s1s2 . . . ) является периодическим и имеет вид (s1 . . . sW−1)s′s′ . . . s′ . . . , где
W ≤ m и s′ ∈ IL2 с L2 ≤ m. Тогда, положив L = L1 · L2 и q0 = (q1 . . . qm),
q = (qm+1qm+2 . . . qm+L−1), мы можем записать слово (q1q2 . . . ) в виде пери-
одического слова q0q . . .q . . . . Аналогично, положив s0 = (s1s2 . . . sm) и s =
(sm+1sm+2 . . . sm+L−1), можно представить слово (s1s2 . . . ) в виде периодиче-
ского слова s0s . . . .s . . . . Следовательно, для любого натурального N > m + L
имеется индекс m < N ′ ≤ m + L такой, что qN = qN ′ и sN = sN ′ . Тогда
λ(1)
qN = λ(1)

qN′ и λ(n)
sN = λ(n)

sN′ . Однако λ(1)
qN′ = λ(1)

p(p(j,i),(11...1)) с (11 . . . 1) ∈ IN
′−1 и

поэтому
λ(1)
qN′

= λ(11...1)(1)
p(j,i)

/
λ(11...1)
p(j,i) . (3.3.3)

Аналогично λ(n)
sN′ = λp(p(j,i−1),(nn...n)) с (nn . . . n) ∈ IN ′−1 и

λ(n)
sN′

= λ(nn...n)(n)
p(j,i−1) /λ(nn...n)

p(j,i−1). (3.3.4)

Так как N ′ − 1 ≤ m+ L− 1 ≤ m(m+ 1)− 1, в силу условия стыковки (3.3.1)

λ(11...1)
p(j,i) = λ(nn...n)

p(j,i−1), λ(11...1)(1)
p(j,i) = λ(nn...n)(n)

p(j,i−1) ,

благодаря чему левые части в (3.3.3) и (3.3.4) совпадают, т. е. λ(1)
qN = λ(1)

qN′ =
λ(n)
sN′ = λ(n)

sN . Таким образом, для любого N верно равенство λ(1)
qN = λ(n)

sN . Сле-
довательно, для любого натурального N при (11 . . . 1) ∈ IN , (nn . . . n) ∈ IN

справедливо равенство (3.3.1)

λ(11...1)
p(i,j) =

N∏
k=1

λ(1)
qk =

N∏
k=1

λ(n)
sk = λ(nn...n)

p(j,i−1).
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Шаг 2. Покажем теперь, что из условия стыковки (3.3.1) (при всех N) сле-
дует, что при любом j = 1, . . . ,m для любого не минимального мультииндекса
i выполняется равенство

λ(11...1)
p(j,i) = λ(nn...n)

p(j,i−1) (3.3.5)

с мультииндексами (11 . . . 1) и (nn . . . n) одинакового ранга. Если i = (i), i =
2, . . . , n, то i−1 = (i−1), и требуемое равенство λ(11...1)

p(j,i) = λ(nn...n)
p(j,i−1) непосредствен-

но следует из условия (3.3.1). Пусть (3.3.5) доказано для всех мультииндексов
ранга N . Возьмем произвольный не минимальный мультииндекс i ранга N + 1.
Тогда i = k(s), где k ∈ IN и s ∈ I.

Случай 1. Пусть s > 1. Тогда i − 1 = k(s − 1). Положив j′ = p(j,k),
получаем равенства

λ(11...1)
p(j,i) = λ(11...1)

p(j′,s) , λ(nn...n)
p(j,i−1) = λ(nn...n)

p(j,k(s−1)) = λ(nn...n)
p(j′,s−1),

правые части которых равны в силу условия (3.3.1). Следовательно, в этом
случае получаем требуемое равенство (3.3.5) для мультииндекса i ∈ IN+1.

Случай 2. Пусть s = 1. Тогда мультииндекс k не является минимальным
и i− 1 = (k− 1)(n). Значит,

λ(11...1)
p(j,i) = λ(11...1)

p(j,k1) = λ(11...1)
p(p(j,k),1).

Умножив обе части этого равенства на λ(1)
p(j,k), получим равенство

λ(1)
p(j,k) · λ

(11...1)
p(j,i) = λ(11...1)(1)

p(j,k) . (3.3.6)

Аналогично, умножив обе части равенства

λ(nn...n)
p(j,i−1) = λ(nn...n)

p(j,(k−1))(n) = λ(nn...n)
p(p(j,k−1),n)

на λ(n)
p(j,k−1), приходим к равенству

λ(n)
p(j,k−1) · λ

(nn...n)
p(j,i−1) = λ(nn...n)(n)

p(j,k−1) . (3.3.7)

Правые части равенств (3.3.6) и (3.3.7) совпадают в силу предположения индук-
ции. Равенство λ(1)

p(j,k) = λ(n)
p(j,k−1) также следует из предположения индукции.

Тем самым и в этом случае (из (3.3.6) и (3.3.7)) получаем требуемое равенство
(3.3.5) для мультииндекса i ∈ IN+1.

Шаг 3. Доказательство q-квазисимметричности сетей N -го ранга в ситах
Qj также проведем индукцией по N . Для сетей 1-го ранга в ситах Qj свойство
q-квазисимметричности постулируется условием (3.3.2). Пусть для некоторого
N доказана q-квазисимметричность сети ранга N в каждом из сит Qj . Возьмем
произвольный индекс j ∈ {1, . . . ,m} и докажем q-квазисимметричность сети
ранга N+1 в сите Qj . Пусть мультииндекс i ∈ IN+1 не является минимальным.
Представим его в виде i = k(s), где k ∈ IN и s ∈ I. Рассмотрим два возможных
случая.

Случай 1. Пусть s 6= 1. Тогда i− 1 = k(s− 1). Следовательно,

λi
j = λk

j · λ
(s)
p(j,k), λi−1

j = λk
j · λ

(s−1)
p(j,k).

Положив j′ = p(j,k) и воспользовавшись условием (3.3.2), получаем требуемое
соотношение

λi
j

λi−1
j

=
λ(s)
j′

λ(s−1)
j′

∈ [1/q, q].
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Случай 2. Пусть s = 1. Тогда i− 1 = (k− 1)(n). В этом случае

λi
j = λk(1)

j = λk
j · λ

(1)
p(j,k), λi−1

j = λk−1
j · λ(n)

p(j,k−1).

Так как λ(1)
p(j,k) = λ(n)

p(j,k−1) в силу соотношения (3.3.5), воспользовавшись пред-
положением индукции, получаем требуемое:

λi
j

λi−1
j

=
λ(1)
p(j,k)

λ(n)
p(j,k−1)

·
λk
j

λk−1
j

=
λk
j

λk−1
j

∈ [1/q, q].

Таким образом, сеть ранга N + 1 в сите Qj также является q-квазисимметри-
ческой. Следовательно, все сети в любом из сит Qj являются q-квазисиммет-
рическими. Теорема доказана.

4. Основная теорема и схема Тукиа. Соединяя теоремы 2.4, 2.6 и 3.3,
сформулируем основной результат этой статьи.

Теорема 4.1. Пусть I = {1, . . . , n} (n > 1), J = {1, . . . ,m} (m ≥ 1) и за-
дана целочисленная функция p : J × I → J . Пусть отрезки Xj = [0, 1] разбиты
точками 0 = b(1)j < b(2)j < b(3)j < · · · < b(n)

j < 1 на ячейки X (i)
j =

[
b(i)j , b(i+1)

j

]
(i < n), X (n)

j = [b(n)
j , 1] с длинами λ(i)

j . Пусть граф-ориентированная итериро-
ванная функциональная система F порождена набором линейных сохраняющих
ориентацию гомеоморфизмов f (i)

j :Xp(j,i) →X
(i)
j , и пусть набор гомеоморфиз-

мов hj : [0, 1] → Xj (j ∈ J) является структурной параметризацией системы
F .

Пусть q ≥ 1 таково, что для всех j ∈ J и i = 2, . . . , n

1
q
≤

λ(i)
j

λ(i−1)
j

≤ q, (4.1.1)

и пусть при любых j ∈ J и i = 2, . . . , n равенство
λ(1)
jN

= λ(n)
kN
, (4.1.2)

где j1 = p(j, i), j2 = p(j1, 1), . . . , jN = p(jN−1, 1) и k1 = p(j, i− 1), k2 = p(k1, n),
. . . , kN = p(kN−1, n), выполняется для всех N ≤ m(m+ 1).

Тогда
(1) каждая из функций hj : [0, 1] →Xj является K-квазисимметрической с

коэффициентом квазисимметричности K ≤ q(1 + q + · · ·+ q2n);
(2) для любого заданного δ ∈ (0, 1) при условии, что q ≤ q0(δ), где q0(δ) > 1

есть корень уравнения

(q − 1)δqn−1(1 + q + · · ·+ qn−1)(1 + qn−1) =
n− 1
2n

,

каждая из функций hj : [0, 1] → Xj является K-квазисимметрической с коэф-
фициентом квазисимметричности

K ≤ q2n−2 1 + (q − 1)1−δ

1− (q − 1)1−δ
, (4.1.3)

стремящимся к 1 при q → 1.

Пример 4.2. Пусть m = 3, n = 2 и α ∈ (0, 1/2]. Положим X (1)
1 = [0, 1/2],

X
(2)
1 = [1/2, 1]; X (1)

2 = [0, α], X (2)
2 = [α, 1]; X (1)

3 = [0, 1 − α], X (2)
3 = [1 − α, 1].

Тогда λ(1)
1 = 1/2 = λ(2)

1 , λ(1)
2 = α = λ(2)

3 , λ(2)
2 = 1 − α = λ(1)

3 и условие (4.1.1)
выполняется с константой q = (1− α)/α. Структурную функцию p(j, i) задаем
следующим образом:

p(1, 1) = 2, p(1, 2) = 3, p(2, 1) = p(2, 2) = p(3, 1) = p(3, 2) = 1.
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Проверим выполнение условия стыковки (4.1.2).
Для j = 1, i = 2 имеем (j1j2j3 . . . ) = (3121212 . . . ), (k1k2k3 . . . ) = (213131 . . . ),

λ(1)
3 = λ(2)

2 , λ(1)
1 = λ(2)

1 , λ(1)
2 = λ(2)

3 .
Для j = 2, i = 2 имеем (j1j2 . . . ) = (121212 . . . ), (k1k2k3 . . . ) = (131313 . . . ),

λ(1)
1 = λ(2)

1 , λ(1)
2 = λ(2)

3 .
Для j = 3, i = 2 имеем (j1j2j3 . . . ) = (1212 . . . ), (k1k2k3 . . . ) = (131313 . . . ),

λ(1)
1 = λ(2)

1 , λ(1)
2 = λ2

(3).
Таким образом, для системы F выполнены условия теоремы 4.1, и, следо-

вательно, каждая из функций h1, h2, h3, осуществляющих структурную пара-
метризацию этой системы, является K-квазисимметрической с

K ≤ (1− α)
α

[
1 +

1− α

α
+

(
1− α

α

)2

+
(

1− α

α

)3

+
(

1− α

α

)4]
.

Функция h1 : [0, 1] → [0, 1] из этого примера была построена Тукиа в [5, (D),
p. 154] с использованием модифицированной схемы Салема, и там же доказана
ее квазисимметричность. Таким образом, представленная нами схема постро-
ения квазисимметрических функций является обобщением упомянутой схемы
Тукиа.
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