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ЭРГОДИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ СЖАТИЙ

В РЕШЕТКАХ ОРЛИЧА ––– КАНТОРОВИЧА
Б. С. Закиров, В. И. Чилин

Аннотация. Устанавливаются различные варианты эргодических теорем для по-
ложительных сжатий решеток Орлича — Канторовича LM (m), ассоциированных
с мерой m, принимающей значения в алгебре измеримых действительных функ-
ций. Доказательство проводится с помощью представления решеток LM (m) в виде
измеримых расслоений классических функциональных пространств Орлича.

Ключевые слова: решетка Орлича — Канторовича, измеримое банахово рассло-
ение, положительное сжатие, эргодическая теорема.

Известная доминантная эргодическая теорема для положительных сжатий
T в Lp, 1 < p <∞, утверждает, что средние Чезаро

Sn(|f |) = n−1
n−1∑
i=0

T i(|f |)

ограничены сверху в Lp для каждого f ∈ Lp [1]. В работе [2] этот результат
расширен на класс симметричных пространств, обладающих свойством Хар-
ди — Литтлвуда. В частности, дано условие на N -функцию M , обеспечива-
ющее справедливость доминантной эргодической теоремы в функциональных
пространствах Орлича LM .

Естественно ожидать, что аналогичные варианты эргодических теорем со-
хранятся для положительных сжатий Lp-пространств Lp(m) и пространств Ор-
лича LM (m), ассоциированных с мерой m, принимающей значения в алгебре
измеримых действительных функций. В случае, когда мера m модулярна [3,
6.1.9], пространства Lp(m) и LM (m) являются решетками Банаха — Канторови-
ча. Теория пространств Банаха — Канторовича в настоящее время достаточно
хорошо разработана (см., например, [3–5]). Важное место в построении этой
теории занимают методы булевозначного анализа, позволяющие в соответству-
ющей булевозначной модели теории множеств интерпретировать решетки Ба-
наха — Канторовича и их ограниченные гомоморфизмы как банаховы решетки
и ограниченные линейные отображения соответственно [5, XI]. Такой подход к
теории решеток Банаха — Канторовича дает возможность с помощью принципа
переноса [5, 4.4] получать различные свойства этих решеток, аналогичные со-
ответствующим свойствам классических банаховых решеток. Естественно, что
использование этого метода требует дополнительных исследований в установ-
лении «нужных» взаимосвязей между объектами 2-значной и булевозначной
моделей теории множеств.
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Другим важным подходом к изучению пространств Банаха — Канторовича
является теория непрерывных и измеримых банаховых расслоений [3, 6]. Пред-
ставление решетки Банаха — Канторовича в виде пространства измеримых се-
чений измеримых банаховых расслоений позволяет получить нужные свойства
этих решеток с помощью соответствующей послойной их проверки. Этим спосо-
бом получен вариант доминантной эргодической теоремы для положительных
сжатий пространств Банаха — Канторовича Lp(m) [7]. Именно такой подход
используется в настоящей работе. Вначале показывается, что решетку Бана-
ха — Канторовича LM (m) можно представить в виде измеримого расслоения
пространств Орлича, ассоциированных с числовыми мерами. Затем с помощью
этого представления и известных эргодических теорем для сжатий пространств
Орлича устанавливаются различные варианты эргодических теорем для сжатий
решеток Орлича — Канторовича.

Используются терминология и обозначения теории булевых алгебр, век-
торных решеток, векторного интегрирования, решеточно нормированных про-
странств из [3], а также терминология для измеримых расслоений булевых ал-
гебр и банаховых решеток из [8].

1. Предварительные сведения

Пусть (�,�, µ) — измеримое пространство с полной мерой, обладающей
свойством прямой суммы [3, 1.1.8]. Обозначим через M (�) (соответственно
L∞(�)) множество всех действительных (соответственно существенно ограни-
ченных действительных) измеримых функций, определенных п. в. на �. Введем
в M (�) отношение эквивалентности, полагая f ∼ g ⇔ f = g п. в. Множество
L0 = L0(�) всех классов эквивалентности f∼ = {g ∈ M (�) : f ∼ g} отно-
сительно естественных алгебраических операций является алгеброй с единицей
1(ω) ≡ 1 над полем действительных чисел R. Кроме того, относительно частич-
ного порядка f∼ ≤ g∼ ⇔ f ≤ g п. в. алгебра L0 есть условно полная векторная
решетка со слабой единицей 1, а множество B(�) := B(�,�, µ) всех идемпотен-
тов в L0 образует полную булеву алгебру. При этом L∞(�) = {f∼ : f ∈ L∞(�)}
является порядковым идеалом в L0(�), порожденным элементом 1.

В дальнейшем вместо записи f∼ ∈ L0(�) будет использоваться также за-
пись f ∈ L0(�), которая подразумевает, что рассматривается класс эквивалент-
ности с представителем f .

Для элемента f ∈ L0(�) через s(f) обозначается его носитель, т. е. s(f) =
sup
n≥1

{|f | > n−1}, где {|f | > λ} — идемпотент, являющийся классом эквивалент-

ности характеристической функции χAλ множества Aλ = {ω ∈ � : |f(ω)| > λ},
λ ∈ R.

Для любого f ∈ L0(�) определим элемент f−1
s , обратный к f на его носи-

теле, т. е.

f−1
s (ω) =

{
1

f(ω) , если f(ω) 6= 0,

0, если f(ω) = 0.

Очевидно, что f−1
s ∈ L0(�) и f−1

s f = s(f).
Отображение p : L∞(�) → L∞(�) называется лифтингом L∞(�), если для

всех α, β ∈ R, f, g ∈ L∞(�) выполнены следующие условия:
(a) p(f) ∈ f и dom p(f) = �, где dom g — область определения функции

g ∈ L∞(�);
(b) если f ≤ g, то p(f) ≤ p(g) всюду на �;
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(c) p(αf + βg) = αp(f) + βp(g), p(fg) = p(f)p(g), p(f ∨ g) = p(f) ∨ p(g);
(d) p(0) = 0 и p(1) = 1 всюду на �.
Лифтинг p переводит элементы из B(�) в характеристические функции

χA, A ∈ �. Поэтому можно определить отображение p̃ : B(�) → � по правилу
p(χ̃A) = χp̃(Ã) (здесь булева алгебра B(�) отождествляется с полной булевой
алгеброй классов равных почти всюду множеств из �). Отображение p̃ явля-
ется лифтингом булевой алгебры B(�), т. е. для всех A,B ∈ � имеют место
следующие соотношения:

(a) p̃(Ã) ∈ Ã;
(b) если A ⊂ B, то p̃(Ã) ⊂ p̃(B̃);
(c) p̃(Ã ∨ B̃) = p̃(Ã) ∪ p̃(B̃), p̃(�̃− Ã) = � \ p̃(Ã);
(d) p̃(∅̃) = ∅ и p̃(�̃) = �.
Пусть B — произвольная полная булева алгебра, содержащая B(�) как

правильную подалгебру, X(B) — стоуновский компакт, соответствующий B, и
L0(B) := C∞(X(B)) — алгебра всех непрерывных функций x : X(B) → R =
[−∞,+∞], принимающих значение ±∞ лишь на нигде не плотных множествах
из X(B), C(X(B)) — подалгебра всех непрерывных числовых функций на X(B).
Поскольку B(�) — правильная подалгебра в B, то L0(�) отождествляется с по-
далгеброй в L0(B), при этом L0(�) является правильной подрешеткой в L0(B),
т. е. точные верхние и нижние грани для подмножества из L0(�), взятые в
L0(�) и L0(B), совпадают.

Пусть m : B → L0(�) — строго положительная L0-значная мера на B,
обладающая свойством модульности, т. е. m(ge) = gm(e) для всех e ∈ B, g ∈
B(�) [3, п. 6.1.9]. Из свойства модульности и строгой положительности меры
m вытекает, что s(m(1)) = 1.

Обозначим через L1(B,m) пространство всех функций из L0(B), интегри-
руемых по L0-значной мере m. Для любого x ∈ L1(B,m) отображение ‖x‖1 =∫
|x| dm определяет L0-значную норму в L1(B,m), относительно которой

L1(B,m) является пространством Банаха — Канторовича (см. [3, п. 6.1.10]).
Непрерывная выпуклая четная функция M : R → [0,∞) называется N -

функцией, если lim
t→0

M(t)
t = 0 и lim

t→∞
M(t)
t = ∞. Всякая N -функция M имеет

вид M(t) =
|t|∫
0
p(s)ds, где p(t) — положительная при t > 0 непрерывная справа

при t ≥ 0 неубывающая функция, для которой p(0) = 0 и lim
t→∞

p(t) = ∞ [9].

Положим q(s) := sup{t : p(t) ≤ s}, s ≥ 0. Функция N(t) :=
|t|∫
0
q(s)ds является

N -функцией и называется дополнительной N -функцией к M [9].
Пусть M — произвольная N -функция, x ∈ L0(B). Множество G = {t ∈

X(B) : −∞ < x(t) < +∞} всюду плотно и открыто в X(B). Положим y(t) =
M(x(t)), t ∈ G. Так как y = y(t) — непрерывная функция на G, существует
единственное непрерывное продолжение функции y(t) на все X(B). Обозначим
это продолжение через M(x). Множество

L0
M := L0

M (B,m) := {x ∈ L0(B) : M(x) ∈ L1(B,m)}

называется L0-классом Орлича, а линейное пространство

LM := LM (B,m) :=
{
x ∈ L0(B) : xy ∈ L1(B,m) для всех y ∈ L0

N

}
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— L0-пространством Орлича, где N — дополнительная N -функция к M . Если
m является числовой мерой (т. е. L0(�) = R), то приведенные выше опреде-
ления совпадают с известными определениями класса и пространства Орлича
измеримых функций (см., например, [9]).

Имеют место следующие вложения:

C(X(B)) ⊂ L0
M (B,m) ⊂ LM (B,m) ⊂ L1(B,m).

На LM (B,m) определим L0-значную норму Орлича, полагая

‖x‖M := sup
{∣∣∣∣∫ xy dm

∣∣∣∣ : y ∈ A(N)
}
, x ∈ LM (B,m),

где A(N) =
{
y ∈ L0

N :
∫
N(y) dm ≤ 1

}
. Пара (LM (B,m), ‖ · ‖M ) является

решеткой Банаха — Канторовича, называемой решеткой Орлича — Канторо-
вича, ассоциированной с L0-значной мерой [10].

Как и в случае классических пространствах Орлича, наряду с нормой Ор-
лича ‖ · ‖M в LM (B,m) можно рассматривать L0-значную норму Люксембурга:
‖x‖(M) := inf

{
λ ∈ L0(�) :

∫
M(λ−1x) dm ≤ 1, λ — обратимый положительный

элемент
}
, при этом пара (LM (B,m), ‖·‖(M)) также является решеткой Банаха —

Канторовича [11].
Отметим следующее полезное свойство нормы Люксембурга [11]: для каж-

дого x ∈ LM (B,m) верно неравенство∫
M
(
(‖x‖(M))−1

s x
)
dm ≤ s(‖x‖(M)),

в частности, элемент (‖x‖(M))−1
s x принадлежит классу Орлича L0

M (B,m).
Пусть X — банахово расслоение над �, т. е. отображение ω 7→ X (ω) из

� в класс банаховых пространств. Через S∼(�,X ) обозначается множество
всех сечений расслоения X , определенных п. в. на �. Пусть C ⊂ S∼(�,X ) —
измеримая структура на X , т. е.

(a) α1c1 + α2c2 ∈ C для всех α1, α2 ∈ R и c1, c2 ∈ C ;
(b) поточечная норма |||c||| : � → R каждого элемента c ∈ C , определяемая

по правилу |||c|||(ω) = ‖c(ω)‖X (ω), измерима;
(c) множество C послойно плотно в X , т. е. множество {c(ω) : c ∈ C }

плотно в пространстве X (ω) для каждого ω ∈ �.
Пару (X ,C ) принято называть измеримым банаховым расслоением над �.

Обозначим через M (�,X ) множество всех C -измеримых сечений расслоения
X , а через L0(�,X ) — факторизацию M (�,X ) по отношению равенства по-
чти всюду. Известно, что относительно естественных алгебраических операций
L0(�,X ) с нормой ‖u‖ := |||u|||∼ ∈ L0(�) является пространством Банаха —
Канторовича над L0(�) [6].

Положим L∞(�,X ) = {u ∈ M (�,X ) : |||u||| ∈ L∞(�)} и L∞(�,X ) =
{ũ : u ∈ L∞(�,X )}. Отображение lX : L∞(�,X ) → L∞(�,X ) называет-
ся векторнозначным лифтингом пространства L∞(�,X ), ассоциированным
с лифтингом p : L∞(�) → L∞(�), если для всех u, v ∈ L∞(�,X ) и a ∈ L∞(�)
имеют место следующие соотношения:

(1) lX (u) ∈ u и dom(lX (u)) = �;
(2) |||lX (u)||| = p(‖u‖);
(3) lX (u+ v) = lX (u) + lX (v);
(4) lX (au) = p(a)lX (u);
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(5) множество {lX (u) : u ∈ L∞(�,X )} послойно плотно в X .
В [6] показано, что для любого пространства Банаха — Канторовича X над

L0(�) существует единственное с точностью до изометрии измеримое банахово
расслоение X над �, допускающее векторнозначный лифтинг, такое, что про-
странства Банаха — Канторовича X и L0(�,X ) изометрически изоморфны. В
частности, X является L0-модулем, и ‖λx‖ = |λ|‖x‖ для всех λ ∈ L0, x ∈ X.

Измеримое банахово расслоение (X ,C ) над � называется измеримым рас-
слоением банаховых решеток над �, если X (ω) — банахова решетка для каж-
дого ω ∈ �, и c1 ∨ c2 ∈ C для всех c1, c2 ∈ C . В этом случае пространство
L0(�,X ) относительно естественного частичного порядка ũ ≤ ṽ ⇔ u(ω) ≤ v(ω)
для п. в. ω ∈ � становится решеткой Банаха — Канторовича над L0(�) [8].

Согласно [8] для каждой решетки Банаха — Канторовича X существует
измеримое расслоение банаховых решеток X , допускающее векторнозначный
лифтинг lX , с дополнительным свойством lX (u∨ v) = lX (u)∨ lX (v) такое, что
X можно отождествить с L0(�,X ).

Пусть (X, ‖ · ‖X) — решетка Банаха — Канторовича над L0. Отображение
T : X → X называется L0-линейным, если T (λ1x1 + λ2x2) = λ1T (x1) + λ2T (x2)
для всех x1, x2 ∈ X и λ1, λ2 ∈ L0; положительным, если Tx ≥ 0 для всех x ≥ 0;
L0-ограниченным, если существует такой элемент 0 ≤ c ∈ L0, что ‖Tx‖X ≤
c‖x‖X для всех x ∈ X (в этом случае полагают ‖T‖ := ‖T‖X→X = sup{‖Tx‖X :
‖x‖X ≤ 1).

Предложение 1.1 [12]. Пусть X = L0(�,X ) — решетка Банаха — Кан-
торовича и T : L0(�,X ) → L0(�,X ) — L0-линейное L0-ограниченное положи-
тельное отображение, для которого ‖T‖ ≤ 1 (в этом случае T (L∞(�,X )) ⊂
L∞(�,X )). Тогда существует семейство линейных ограниченных положитель-
ных операторов {Tω :X (ω) →X (ω)} такое, что для всякого u ∈ L0(�,X ) спра-
ведливо равенство (Tu)(ω) = Tωu(ω) для п. в. ω ∈ �, при этом ‖Tω‖X (ω)→X (ω)
≤ 1 и lX (Tu)(ω) = Tω(lX (u)(ω)) для всех u ∈ L∞(�,X ), ω ∈ �.

Пусть B — произвольная полная булева алгебра, m — строго положи-
тельная L0(�)-значная мера на B, причем B(�) является правильной подал-
геброй в B и m обладает свойством модульности (считаем, что m(1) = 1;
в противном случае рассматриваем меру m1(e) = m(e)m(1)−1

s , для которой
m1(1) = s(m(1)) = 1).

Пусть p — лифтинг в L∞(�). Определим числовую квазимеру на B равен-
ством m0

ω(e) = p(m(e))(ω). Для каждого ω ∈ � рассмотрим идеал I0
ω =

{
e ∈ B :

m0
ω(e) = 0

}
в B. Обозначим через B0

ω фактор-булеву алгебру B/I0
ω. Ясно, что

B0
ω — булева алгебра со строго положительной квазимерой m0

ω([e]) = m0
ω(e), где

[e] — класс эквивалентности в B0
ω с представителем e ∈ B. Рассмотрим в B0

ω

метрику ρω([e], [g]) = m0
ω(e4g) и через Bω обозначим пополнение метрического

пространства
(
B0
ω, ρω

)
. Известно, что Bω — полная булева алгебра со строго

положительной числовой мерой mω, являющейся продолжением m0
ω (см. [13,

III, § 5]).
Пусть πω : B → B0

ω — фактор-гомоморфизм, iω : B0
ω → Bω — естественное

вложение, γω = iω ◦πω. Тогда γω — гомоморфизм из булевой алгебры B в булеву
алгебру Bω для всех ω ∈ �.

Рассмотрим расслоение B над �, для которого B(ω) = (Bω,mω) при всех
ω ∈ � и C = {e(ω) = γω(e) : e ∈ B}. Известно [8], что (B,C ) — измери-
мое расслоение булевых алгебр над � такое, что булевы алгебры B и L0(�,B)
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изометрически изоморфны, при этом p(m(e))(ω) = mω(γω(e)) для всех e ∈ B,
ω ∈ �.

2. Измеримые расслоения пространств Орлича

Пусть B,B(�),m те же, что и в п. 1, (B,C ) — измеримое расслоение буле-
вых алгебр, порожденное семейством (Bω,mω)ω∈�, для которого булевы алгеб-
ры B и L0(�,B) изометрически изоморфны.

Рассмотрим банахову решетку L1(Bω,mω) и решетку Банаха — Канторо-
вича L1(B,m). Пусть (Y ,E ) — измеримое банахово расслоение над �, для
которого Y (ω) = L1(Bω,mω) при всех ω ∈ � и

E =

{
n∑
i=1

αiei : αi ∈ R, ei ∈M (�,B), i = 1, n, n ∈ N

}
.

В [8] показано,что L1(B,m) изометрически изоморфно L0(�,Y ).
Положим

� =

{
n∑
i=1

αiei : αi ∈ R, ei ∈ B, i = 1, n, n ∈ N

}
,

l

(
n∑
i=1

αiei

)
(ω) =

n∑
i=1

αiγω(ei), ω ∈ �.

Известно [8], что l — линейное отображение из � в L∞(�,Y ), при этом для
любых u, v ∈ � , ω ∈ �, выполняются соотношения:

(1) l(u) ∈ u и dom(l(u)) = �;
(2) ‖l(u)(ω)‖L1(Bω,mω) = p(‖u‖L1(B,m))(ω);
(3) l(u)(ω) ≥ 0, если u ≥ 0;

(4) l(hu)(ω) = p(h)(ω)l(u)(ω) для любого h =
n∑
i=1

αiχAi ∈ L0(�), αi ∈ R,

Ai ∈ �, i = 1, n, n ∈ N;
(5) множество {l(u)(ω) : u ∈ �} плотно в L1(Bω,mω);
(6) l(u ∨ v)(ω) = l(u)(ω) ∨ l(v)(ω).
Рассмотрим решетку Орлича — Канторовича LM (B,m) и классические

пространства Орлича LM (Bω,mω), построенные по числовой мере mω на Bω.
Через ‖ · ‖M и ‖ · ‖ωM обозначим нормы Орлича соответственно в LM (B,m) и
LM (Bω,mω).

Для каждого ω ∈ � положим

� (ω) = {l(u)(ω) : u ∈ �}, �ω =

{
n∑
i=1

αigi : αi ∈ R, gi ∈ Bω, i = 1, n, n ∈ N

}
,

(�A)(ω) = {l(u)(ω) : u ∈ �A},

где �A =
{
u ∈ � :

∫
N(u) dm ≤ 1

}
.

Нам понадобится следующая лемма для вычисления нормы Орлича ‖ · ‖ωM
в LM (Bω,mω).
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Лемма 2.1. Для любого элемента a ∈ LM (Bω,mω) верно равенство

‖a‖ωM = sup
{∫

|a||y| dmω : y ∈ (�A)(ω)
}
.

Доказательство. Пусть

u =
n∑
i=1

αiei, αi ∈ R, ei ∈ B, ei ∧ ej = 0, i 6= j, i, j = 1, n,
∫

N(u) dm ≤ 1.

Ясно, что ∫
N(u) dm =

n∑
i=1

N(αi)m(ei) = ‖N(u)‖L1(B,m).

Из свойств отображений p и l имеем

1 = p(1)(ω) ≥ p

(∫
N(u) dm

)
(ω) = p(‖N(u)‖L1(B,m))(ω)

= ‖l(N(u))(ω)‖L1(Bω,mω) =
∫

N(l(u)(ω)) dmω,

т. е.
∫
N(l(u)(ω)) dmω ≤ 1 для всех ω ∈ �. Следовательно,

‖a‖ωM ≥ sup
{∫

|a||y| dmω : y ∈ (�A)(ω)
}
.

Зафиксируем ω ∈ �, ε > 0. Поскольку

‖a‖ωM = sup
{∫

|a|b dmω : 0 ≤ b ∈ L0
N (Bω,mω),

∫
N(b) dmω ≤ 1

}
,

найдется такое 0 ≤ b ∈ L0
N (Bω,mω), что

∫
N(b) dmω ≤ 1 и

∫
|a|b dmω > ‖a‖ωM −ε.

Выберем последовательность 0 ≤ yn ∈ �ω, для которой yn ↑ b. Тогда

0 ≤
∫

N(yn) dmω ≤ 1,
∫
|a|yn dmω ↑

∫
|a|b dmω.

Поэтому в силу непрерывности N -функции N найдется такое 0 ≤ y =
k∑
i=1

αigi ∈

�ω, что ∫
N(y) dmω < 1 и

∫
|a|y dmω > ‖a‖ωM − ε.

Так как {γω(e) : e ∈ B} плотно в Bω в топологии сходимости по мере,
существуют такие последовательности

{
e(i)n
}∞
n=1 ⊂ B, i = 1, . . . , k, что

γω
(
e(i)n
) mω−→ gi

при n→∞ для каждого i = 1, . . . , k. Положим un =
k∑
i=1

αie
(i)
n . Тогда un ∈ � и

l(un)(ω) =
k∑
i=1

αiγω
(
e(i)n
) mω−→

k∑
i=1

αigi = y
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при n→∞. Поскольку

|l(un)(ω)| ≤ max
1≤i≤k

|αi| = α <∞, N(l(un)(ω)) ≤ N(α),

имеем ∫
N(l(un)(ω)) dmω →

∫
N(y) dmω < 1.

Аналогично ∫
|a|l(un)(ω) dmω →

∫
|a|y dmω > ‖a‖ωM − ε.

Следовательно, можно выбрать такое u = un0 , что∫
N(l(u)(ω)) dmω < 1 и

∫
|a|l(u)(ω) dmω > ‖a‖ωM − ε.

Положим

r =
{∫

N(u) dm ≥ 1
}
∈ B(�) и A = p̃(r) ∈ �.

Для всех t ∈ � имеем

χA(t) = p(r)(t) ≤ p(r)(t)p
(∫

N(u) dm
)

(t) = χA(t)
∫

N(l(u)(t)) dmt.

Следовательно, 1 ≤
∫
N(l(u)(t)) dmt для любого t ∈ A, откуда ω /∈ A. Используя

непрерывность N и равенство N(0) = 0, выберем δ > 0 так, чтобы
k∑
i=1

N(δαi) <

1. Положим v = rδu+ (1− r)u. Ясно, что 0 ≤ v ∈ � , при этом

l(v)(ω) = p(r)(ω)l(δu)(ω) + p(1− r)(ω)l(u)(ω)
= χA(ω)l(δu)(ω) + χ�\A(ω)l(u)(ω) = l(u)(ω),

в частности, ∫
|a|l(v)(ω) dmω > ‖a‖ωM − ε.

Кроме того, из неравенства m(e) ≤ m(1) = 1, e ∈ B, имеем

∫
N(v) dm =

∫
rN(δu) dm+

∫
(1− r)N(u) dm ≤ (1− r) + r

k∑
i=1

N(δαi) ≤ 1.

Следовательно, v ∈ �A, поэтому

‖a‖ωM ≥ sup
{∫

|a||y| dmω : y ∈ (�A)(ω)
}
≥ ‖a‖ωM − ε.

В силу произвольности ε > 0 получаем утверждение леммы 2.1. �

Нам понадобятся также следующие свойства нормы Орлича ‖ · ‖M .
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Предложение 2.2. (i) Для каждого x ∈ LM (B,m) верно равенство

‖x‖M = sup
{∫

|x||y| dm : y ∈ �A

}
.

(ii) Если 0 ≤ xn ∈ LM (B,m), xn ↑ x ∈ LM (B,m), то ‖xn‖M ↑ ‖x‖M .
Доказательство. (i) Ясно, что

‖x‖M ≥ sup
{∫

|x||y| dm : y ∈ �A

}
:= λ.

Если ‖x‖M 6= λ, то найдутся такие ε > 0, 0 6= e ∈ B(�), что

(λ+ 3ε1)e ≤ e‖x‖M = sup
{
e

∫
|x||y| dm : y ∈ A(N)

}
.

Выберем y ∈ A(N) и 0 6= g ∈ B(�) так, что g ≤ e и (λ+ 2ε1)g ≤ g
∫
|x||y| dm.

Пусть 0 ≤ yn ∈ � и yn ↑ |y|. Так же, как и при доказательстве леммы 2.1,
получаем, что yn ∈ �A и g

∫
|x|yn dm ↑ g

∫
|x||y| dm. Поэтому существуют такие

yn0 и 0 6= q ≤ g, q ∈ B(�), что

λq ≥ q

∫
|x|yn0 dm ≥ (λ+ ε1)q.

Из полученного противоречия вытекает равенство ‖x‖M = λ.
П. (ii) следует из определения нормы ‖ · ‖M . �

Как уже отмечалось, LM (B,m) ⊂ L1(B,m) = L0(�,Y ). Поэтому каждый
элемент x ∈ LM (B,m) имеет «послойное» разложение x = {x(ω)}ω∈�, где

x(ω) ∈ L1(Bω,mω) для п. в. ω ∈ �, при этом если x =
n∑
i=1

αiei ∈ � , то

x(ω) = l(x)(ω) =
n∑
i=1

λiγω(ei).

Предложение 2.3. Если x ∈ L1(B,m), то x ∈ LM (B,m) в том и только
в том случае, когда x(ω) ∈ LM (Bω,mω) для п. в. ω ∈ �, при этом ‖x‖M (ω) =
‖x(ω)‖ωM п. в. на �.

Доказательство. Пусть x ∈ LM (B,m), y = (‖x‖(M))−1
s |x|. Тогда

0 ≤ y ∈ L0
M (B,m),

∫
M(y) dm ≤ s(‖x‖(M)) ≤ 1.

Выберем последовательность 0 ≤ yn ∈ � , для которой yn ↑ y. Ясно, что M(yn) ∈
� и M(yn) ↑M(y) ∈ L1(B,m), при этом M(yn)(ω) = M(yn(ω)), ω ∈ �. Согласно
теореме 4.1 из [8] yn(ω) ↑ y(ω) и M(yn)(ω) ↑M(y)(ω) для п. в. ω ∈ �. Поэтому

M(y)(ω) = lim
n
M(yn(ω)) = M(y(ω)) для п. в. ω ∈ �.

Так как M(y) ∈ L1(B,m), то M(y(ω)) = M(y)(ω) ∈ L1(Bω,mω) для п. в. ω ∈ �.
Следовательно, y(ω) ∈ L0

M (Bω,mω), тем самым

|x(ω)| = ‖x‖(M)(ω)y(ω) ∈ LM (Bω,mω) для п. в. ω ∈ �.

Предположим теперь, что {x(ω)}ω∈� = x ∈ L1(B,m) и x(ω) ∈ LM (Bω,mω)
для п. в. ω ∈ �. Покажем, что x ∈ LM (B,m). Возьмем произвольное {y(ω)}ω∈�
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= y ∈ L0
N (B,m) и через A обозначим множество всех тех ω ∈ �, для которых

x(ω) ∈ LM (Bω,mω) и y(ω) ∈ L0
N (Bω,mω). Ясно, что µ(� \ A) = 0. Невозрас-

тающая перестановка (x(ω))∗(t) для x(ω), ω ∈ A, t ∈ [0,mω(1ω)], принадлежит
функциональному пространству Орлича LM ([0,mω(1ω)], ν), где ν — линейная
мера Лебега на отрезке [0,mω(1)]. Кроме того, в силу равенства

(N(y(ω)))∗(t) = N((y(ω))∗(t)), t ≥ 0

(см., например, [14]), имеем

mω(1ω)∫
0

N((y(ω))∗(t)) dt =

mω(1ω)∫
0

(N(y(ω)))∗(t) dt =
∫

N(y(ω)) dmω <∞,

т. е. (y(ω))∗ ∈ L0
N ([0,mω(1ω)], ν) для всех ω ∈ A. Поэтому из [15, II, § 2, п. 2]

следует, что

∫
x(ω)y(ω) dmω ≤

mω(1ω)∫
0

(x(ω))∗(t)(y(ω))∗(t) dt <∞.

Следовательно, x(ω)y(ω) ∈ L1(Bω,mω) для п. в. ω ∈ �. Поскольку (xy)(ω) =
x(ω)y(ω) для п. в. ω ∈ � [8, теорема 3.2], имеем xy ∈ L1(B,m) [8, теорема 3.3],
т. е. x ∈ LM (B,m).

Покажем теперь, что ‖x‖M (ω) = ‖x(ω)‖ωM п. в. на �. Так как мера µ
обладает свойством прямой суммы, последнее равенство достаточно проверить
для тех множеств из �, которые имеют конечную меру. Пусть A ∈ �, µ(A) <∞,
e = χ∼A, L0(A) = {λe : λ ∈ L0(�)}. Поскольку L0(A) имеет счетный тип (т. е.
любое семейство ненулевых попарно дизъюнктных идемпотентов из L0(A) не
более чем счетно), в силу предложения 2.2(i) найдется такая последовательность
0 ≤ yn ∈ �A, для которой e‖x‖M = sup

n≥1
{
∫
e|x|yn dm}. Отсюда, из [8, теорема 4.1]

и леммы 2.1 получим, что

χA(ω)‖x‖M (ω) = sup
n≥1

[(∫
e|x|yn dm

)
(ω)
]

= sup
n≥1

(∫
χA(ω)|x(ω)|yn(ω) dmω

)
≤ ‖χA(ω)x(ω)‖ωM

для п. в. ω ∈ �, т. е. ‖x‖M (ω) ≤ ‖x(ω)‖ωM для п. в. ω ∈ A.
Предположим теперь, что x ∈ � . Тогда |x| ≤ α1 для некоторого положи-

тельного числа α, тем самым

‖x‖M (ω) ≤ α‖1‖M (ω) ≤ α‖1(ω)‖ωM для п. в. ω ∈ �.

Так как mω(1(ω)) = 1 для п. в. ω ∈ �, то (см. [9, II, § 5])

‖1(ω)‖ωM = mω(1ω)(N)−1(1/mω(1ω)) = (N)−1(1).

Поэтому ‖x‖M (ω) ≤ α(N)−1(1) для п. в. ω ∈ �, т. е. ‖x‖M ∈ L∞(�). Из свойств
лифтинга p и предложения 2.2(i) вытекает, что

p(‖x‖M )(ω) ≥ p

(∫
|x||y| dm

)
(ω) = p(‖xy‖L1(B,m))(ω) =

∫
|x(ω)||y(ω)| dmω
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для всех y ∈ �A. Отсюда в силу леммы 2.1 получим, что p(‖x‖M )(ω) ≥ ‖x(ω)‖ωM .
Следовательно, ‖x‖M (ω) ≥ ‖x(ω)‖ωM для п. в. ω ∈ �, т. е. ‖x‖M (ω) = ‖x(ω)‖ωM
для п. в. ω ∈ A.

Пусть теперь x ∈ LM (B,m) и xn — последовательность из � такая, что
0 ≤ xn ↑ |x|. Поскольку ‖x‖M = ‖|x|‖M = sup

n≥1
‖xn‖M (предложение 2.2(ii)),

xn(ω) ↑ |x(ω)| для п. в. ω ∈ � [8, теорема 4.1] и ‖xn‖M (ω) = ‖xn(ω)‖ωM ↑
‖|x(ω)|‖ωM = ‖x(ω)‖ωM для п. в. ω ∈ A, то ‖x‖M (ω) = ‖x(ω)‖ωM п. в. на A. �

В случае, когда N -функция M удовлетворяет �2-условию, т. е. M(2t) ≤
kM(t) для всех t ≥ t0 ≥ 0 при некоторых k > 0 и t0 ≥ 0, предложение 2.3
допускает следующее уточнение.

Теорема 2.4. Если N -функция M удовлетворяет �2-условию, то решет-
ка Орлича — Канторовича LM (B,m) изометрически и порядково изоморфна
L0(�,X ), где (X ,E ) — измеримое банахово расслоение над �, для которого
X (ω) = LM (Bω,mω) и

E =

{
n∑
i=1

αiei : αi ∈ R, ei ∈M (�,B), i = 1, n, n ∈ N

}
.

Доказательство. Ясно, что α1c1+α2c2, c1∨c2 ∈ E для любых α1, α2 ∈ R,
c1, c2 ∈ E , при этом ‖c1(ω)‖ωM — измеримая функция на � (предложение 2.3).
Так как M удовлетворяет �2-условию, норма ‖ · ‖ωM порядково непрерывна,
поэтому �ω плотно в LM (Bω,mω). С другой стороны, � (ω) плотно в �ω (см.
доказательство леммы 2.1). Следовательно, E послойно плотно в X . Таким
образом, E — измеримая структура на X , тем самым определена решетка Ба-
наха — Канторовича L0(�,X ).

Рассмотрим в L0(�,X ) L0-подмодуль Ẽ = {ũ : u ∈ E } и зададим отобра-
жение �0 : Ẽ 7→ LM (B,m), полагая

�0(ũ) = υ =
n∑
i=1

αiei, где u(ω) =
n∑
i=1

αiei(ω).

Тогда (см. предложение 2.3)

‖�0(u)‖M = [‖υ(ω)‖ωM ]∼ = ‖ũ‖L0(�,X ).

При этом �0 линейно и �0(eũ) = e�0(ũ) для всех e ∈ B(�), u ∈ E . Кроме того,
�0(ũ) ≥ 0 тогда и только тогда, когда ũ ≥ 0.

Так как M удовлетворяет �2-условию, � (bo)-плотно в LM (B,m) [11]. От-
сюда и из (bo)-плотности Ẽ в L0(�,X ) получим, что �0 продолжается до поряд-
кового изометрического изоморфизма решетки Банаха — Канторовича L0(�,X )
на LM (B,m). �

3. Эргодические теоремы
в решетках Орлича — Канторовича

Положительное L0-ограниченное L0-линейное отображение T : L1(B,m) →
L1(B,m) назовем L1-L∞-сжатием, если T1 ≤ 1 и ‖T‖L1(B,m)→L1(B,m) ≤ 1.
Множество всех L1-L∞-сжатий обозначим через PC(B,m).

Приведем примеры L1-L∞-сжатий. Пусть (�,A , µ) — измеримое простран-
ство с полной числовой мерой µ, обладающей свойством прямой суммы, � —
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σ-подалгебра в A такая, что сужение µ0 меры µ на � также обладает свойством
прямой суммы. Обозначим через E(·|�) условное математическое ожидание из
L1(�,A , µ) на L1(�,�, µ0). Ясно, что m(e) = E(e|�) является строго положи-
тельной L0(�,�, µ0)-значной мерой на B(�,A , µ), обладающей свойством мо-
дульности.

Пусть �1 — другая σ-подалгебра в A , �1 ⊃ �. Согласно [4, п. 4.2.9] суще-
ствует оператор условного математического ожидания

T : L1(B(�,A , µ),m) → L1(B(�,�1, µ),m).

Этот оператор T положителен, при этом ‖Tx‖L1 ≤ ‖x‖L1 для любого x ∈
L1(B(�,A , µ),m) и T1 = 1, в частности, T ∈ PC(B(�,A , µ),m).

Следующее предложение описывает действие T ∈ PC(B,m) как послойное
L1-L∞-сжатие.

Предложение 3.1. Пусть T ∈ PC(B,m). Тогда
(i) для каждого ω ∈ � существует такое Tω ∈ PC(Bω,mω), что Tω(x(ω)) =

(Tx)(ω) для любого x ∈ L1(B,m) и для п. в. ω ∈ �;
(ii) T (LM (B,m)) ⊂ LM (B,m).
Доказательство. (i) Вытекает непосредственно из предложения 1.1.
(ii) Если {x(ω)}ω∈� = x ∈ LM (B,m), то x(ω) ∈ LM (Bω,mω) для п. в.

ω ∈ � (предложение 2.3). Так как Tω ∈ PC(Bω,mω) и пространство Орли-
ча LM (Bω,mω) интерполяционно с интерполяционной константой единица (см.
[15, II, § 4, п. 6]), то Tω(LM (Bω,mω)) ⊂ LM (Bω,mω), в частности, (Tx)(ω) =
Tω(x(ω)) ∈ LM (Bω,mω) для п. в. ω ∈ �. Отсюда в силу предложения 2.3
следует, что Tx ∈ LM (B,m). �

Для каждого T ∈ PC(B,m) положим Sn(T ) = n−1
n−1∑
i=0

T i.

Теорема 3.2. Пусть T ∈ PC(B,m). Тогда
(i) для каждого x ∈ L1(B,m) последовательность Sn(T )(x) (bo)-сходится в

L1(B,m) и (o)-сходится в L0(B);
(ii) если N -функция M удовлетворяет �2-условию, то последовательность

Sn(T )(x) (bo)-сходится в LM (B,m) для каждого x ∈ LM (B,m).
Доказательство. (i) Из предложения 3.1(i) следует, что

(Tx)(ω) = Tω(x(ω)) для п. в. ω ∈ �, где Tω ∈ PC(Bω,mω).

Согласно известной статистической теореме для L1(Bω,mω) (см., например, [16,
VIII, п. 5])

Sn(Tω)(x(ω)) = n−1
n−1∑
i=0

T iωx(ω)

сходится по норме ‖ · ‖L1(Bω,mω). Поскольку ‖x‖L1(B,m)(ω) = ‖x(ω)‖L1(Bω,mω)
для п. в. ω ∈ � (см. [8, теорема 3.3]), то Sn(T )(x) (bo)-сходится в (L1(B,m),
‖ · ‖L1(B,m)) для каждого x ∈ L1(B,m).

В силу индивидуальной эргодической теоремы для Tω ∈ PC(Bω,mω) сред-
ние Чезаро

Sn(Tω)(x(ω)) = n−1
n−1∑
i=0

T iωx(ω)
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сходятся mω-п. в. для любого x(ω) ∈ L1(Bω,mω) (см., например, [1, § 3.3]).
Поскольку сходимость mω-п. в. для последовательностей из L0(Bω) совпадает
с (o)-сходимостью в L0(Bω), последовательность Sn(Tω)(x(ω)) (o)-сходится в
L0(Bω). Отсюда в силу теоремы 4.1 из [8] вытекает, что Sn(T )(x) (o)-сходится
в L0(B).

(ii) Так как N -функция M удовлетворяет �2-условию, норма пространства
Орлича LM (Bω,mω) порядково непрерывна. Поэтому в LM (Bω,mω) справедли-
ва статистическая эргодическая теорема для Tω [17], т. е. Sn(Tω)(x(ω)) сходится
по норме Орлича ‖ · ‖ωM . Отсюда в силу равенства ‖x‖M (ω) = ‖x(ω)‖ωM для п. в.
ω ∈ � получим, что последовательность Sn(T )(x) (bo)-сходится в LM (B,m) для
каждого x ∈ LM (B,m). �

Следующая теорема является «L0-вариантом» доминантной эргодической
теоремы для L1-L∞-сжатий в пространствах Орлича из [2].

Теорема 3.3. Пусть LM (B,m) — решетка Орлича — Канторовича, ассо-
циированная с N -функцией M , обладающей свойством

sup
s≥1

s∫
1
M(t−1s)dt

M(s)
<∞.

Тогда последовательность Sn(T )(|x|) ограничена сверху в LM (B,m) для любых
T ∈ PC(B,m), x ∈ LM (B,m) и Sn(T )(x) (o)-сходится в LM (B,m).

Доказательство. Пусть x ∈ LM (B,m), T ∈ PC(B,m), Tω ∈ PC(Bω,mω),
ω ∈ �, Tω(x(ω)) = (Tx)(ω) п. в. По доминантной эргодической теореме для про-

странства Орлича LM (Bω,mω) [2] в LM (Bω,mω) существует sup
n≥1

1
n

n−1∑
i=0

T iω(|x(ω)|).

Поэтому из [8, теорема 4.1] и предложения 2.3 вытекает, что в LM (B,m) суще-

ствует sup
n≥1

n−1
n−1∑
i=0

T i(|x|).

Осталось использовать теорему 3.2(i), в силу которой последовательность
Sn(T )(x) (o)-сходится в LM (B,m). �

Авторы выражают глубокую признательность рецензенту за полезные за-
мечания.
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