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0–ДИАЛГЕБРЫ С БАР–ЕДИНИЦЕЙ

И НЕАССОЦИАТИВНЫЕ

АЛГЕБРЫ РОТА ––– БАКСТЕРА
А. П. Пожидаев

Аннотация. Описываются однородные структуры алгебр Рота — Бакстера, возни-
кающие на 0-диалгебре с ассоциативной бар-единицей. В качестве следствия нахо-
дится структура алгебры Рота — Бакстера на произвольной ассоциативной диалгеб-
ре с бар-единицей и унитальной конформной ассоциативной алгебре. Доказывается,
что произвольная альтернативная диалгебра вложима в альтернативную диалгебру
с ассоциативной бар-единицей. Вводится понятие многообразия диалгебр в смысле
Эйленберга, эквивалентное понятию, введенному ранее П. С. Колесниковым.
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Введение

В последнее время отмечается значительный интерес к диалгебрам (и близ-
ким к ним структурам) и алгебрам Рота — Бакстера. Класс ассоциативных
диалгебр является довольно интересным, несмотря на отсутствие простых объ-
ектов (в классическом понимании), отличных от ассоциативных алгебр. Как
известно, для алгебр Ли существует понятие универсальной обертывающей ас-
социативной алгебры. По теореме Пуанкаре — Биркгофа — Витта для любой
алгебры Ли L существует ассоциативная алгебра A такая, что L изоморфна
некоторой подалгебре алгебры Ли A(−). Лодэй нашел универсальную оберты-
вающую для алгебры Лейбница (см. [1]). Роль таких обертывающих играют
ассоциативные диалгебры — алгебраические системы с двумя ассоциативными
операциями, согласованными между собой. П. С. Колесниковым недавно пока-
зано, что любая диалгебра, в свою очередь, может быть получена из некоторой
ассоциативной конформной алгебры [2].

Пусть � — ассоциативное коммутативное кольцо с единицей, A — алгебра
над �, R — некоторое линейное отображение, определенное на A. Алгебра A
называется алгеброй Рота — Бакстера, если для любых x, y ∈ A выполнено

R(x)R(y) = R(R(x)y + xR(y) + λxy), (1)

где λ — некоторый фиксированный элемент из �. Уравнение (1) введено Бак-
стером в 1960 г. [3], а затем популяризовано в работах Рота и его школы [4, 5].
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Линейные операторы, удовлетворяющие (1), в контексте алгебр Ли введены
независимо А. А. Белавиным и В. Г. Дринфельдом в 1982 г. и М. А. Семеновым-
Тян-Шанским в 1983 г. и связаны с решениями, так называемымиR-матрицами,
классического уравнения Янга — Бакстера. Недавно приложения алгебр Рота —
Бакстера найдены в таких областях, как квантовая теория поля, уравнения Ян-
га — Бакстера, смешанные произведения, операды, алгебры Хопфа, комбина-
торика и теория чисел (ссылки могут быть найдены, например, в [6]).

Агуиар [7] в 2000 г. впервые установил связь между алгебрами Рота — Бак-
стера и дендриформными алгебрами и показал, что алгебра Рота — Бакстера
веса λ = 0 имеет структуру дендриформной алгебры. Далее связь с денд-
риформными триалгебрами была установлена в работе [8]. Функторы между
категориями алгебр Рота — Бакстера и категориями дендриформных диалгебр
и триалгебр исследованы в [6].

В данной статье, в некотором роде продолжающей работу автора [9], ис-
следуется естественный вопрос о связи алгебр Рота — Бакстера и диалгебр с
ассоциативной бар-единицей. Более того, такую связь удается установить для
более широкого класса так называемых 0-диалгебр, введенного П. С. Колесни-
ковым в [2]. Эти результаты излагаются в § 1. В § 2 в связи с результатами
§ 1 исследуется вопрос о том, всегда ли произвольную ассоциативную диалгеб-
ру можно вложить в ассоциативную диалгебру с бар-единицей. До недавнего
времени это был открытый вопрос. Мы даем положительный ответ на данный
вопрос. Отдельно рассматривается случай свободных ассоциативных диалгебр
и близких к ним диалгебр, при этом доказательство (конструкция присоедине-
ния) несколько отличается от общего случая. В § 3 мы рассматриваем понятие
многообразия диалгебр в смысле П. С. Колесникова [2] и определяем эквива-
лентное понятие многообразия диалгебр в смысле Эйленберга. Понятие много-
образия диалгебр в смысле Эйленберга позволяет определять не только классы
диалгебр, заданные тождествами. Например, можно определить класс струк-
туризуемых диалгебр: структуризуемые диалгебры наделены дополнительной
унарной операцией — инволюцией, и тождества в них задаются на кососиммет-
рических и симметрических элементах.

§ 1. 0-Диалгебры и алгебры Рота — Бакстера

Алгеброй Лейбница (правой) называется алгебра с тождеством (xy)z =
(xz)y + x(yz). Как известно, любая алгебра Лейбница может быть получена
исходя из некоторой диалгебры [1]. Напомним данную конструкцию.

0-Диалгеброй над полем F называется векторное пространство над F с дву-
мя бинарными операциями a и ` такими, что

(x a y) ` z = (x ` y) ` z, (2)

z a (x ` y) = z a (x a y). (3)

0-Диалгебра с двумя ассоциативными бинарными операциями a и `, свя-
занными также аксиомой

(x, y, z)× := (x ` y) a z − x ` (y a z) = 0, (4)

называется ассоциативной диалгеброй (далее просто диалгеброй). Положим

(x, y, z)` := (x ` y) ` z − x ` (y ` z), (x, y, z)a := (x a y) a z − x a (y a z).
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Таким образом, в ассоциативной диалгебре помимо аксиом 0-диалгебры также
выполнено

(x, y, z)× = 0, (x, y, z)` = 0, (x, y, z)a = 0.
Простейшими примерами диалгебр являются ассоциативные алгебры (a a

b = ab = a ` b) и дифференциальные ассоциативные алгебры (A, d), d2 = 0,
a a b = a(db), a ` b = (da)b.

Если M — ассоциативный A-бимодуль и f : M 7→ A — бимодульный гомо-
морфизм, то M можно наделить структурой диалгебры, полагая m1 a m2 =
m1f(m2) и m1 ` m2 = f(m1)m2.

Из [1] следует, что любое слово x−m . . . xn в диалгебре может быть записано
в виде x−m ` . . . ` x0 a . . . a xn, при этом расстановка скобок значения не имеет.
Буква x0 называется средней, и для ее нахождения в слове u a v (или v ` u)
достаточно перейти к подслову u и продолжить процесс нахождения уже с этим
подсловом. Мы будем обозначать такое слово через x−m . . . ẋ0 . . . xn.

Если D — некоторая диалгебра, то, определяя на D новую операцию [ , ]
правилом [x, y] = ẋy − yẋ, мы получаем алгебру Лейбница (D, [ , ]). При этом
любая алгебра Лейбница может быть получена как подалгебра в соответствую-
щей (D, [ , ]).

Бар-единицей (ассоциативной бар-единицей, ēдиницей) 0-диалгебры D на-
зовем элемент e ∈ D такой, что для любого x ∈ D выполнено ẋe = x = eẋ, при
этом e лежит в ассоциативном центре ZAss(D) диалгебры D, т. е.

(x, e, y)× = 0, (e, x, y)a = 0, (x, y, e)` = 0

для любых x, y ∈ D. Ēдиница диалгебры не обязательно единственна. Уни-
тальная диалгебра — это диалгебра с выделенной ēдиницей. Заметим, что если
диалгебра имеет единицу, т. е. элемент ε ∈ D, который удовлетворяет ε̇x = x
для любого x ∈ D, то операции в диалгебре совпадают, что следует из первой
аксиомы диалгебры.

Наличие ēдиницы в диалгебре играет существенную роль. Так, например,
если D — диалгебра с ēдиницей, то в гомологиях диалгебры HYn(D) = 0 для
любого n ≥ 0 [10].

Тензорный квадрат ассоциативной алгебры A наделяется структурой ди-
алгебры:

(a⊗ b) a (a′ ⊗ b′) = a⊗ ba′b′, (a⊗ b) ` (a′ ⊗ b′) = aba′ ⊗ b′.

Легко заметить, что для любого обратимого x ∈ A элемент x ⊗ x−1 является
ēдиницей.

Если V — векторное пространство над полем F , а φ — линейный функци-
онал из V ∗, то V наделяется структурой диалгебры (см. [11]) посредством

x a y = φ(y)x, x ` y = φ(x)y.

Как легко видеть, любой элемент y /∈ Kerφ определяет ēдиницу: e = φ(y)−1y.
Если D — 0-диалгебра с ēдиницей e, то мы можем ввести на D новые опе-

рации:
x ? y = µ1ẋy + µ2xẏ + µ3ẏx+ µ4yẋ, (5)

R(x) = λ1x+ λ2xė+ λ3ėx. (6)
Обозначим полученную алгебру через (D, ?,R). Нас интересуют необходимые
и достаточные условия, при которых данная операции задает на D структуру
алгебры Рота — Бакстера.
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Заметим, что простейшим примером алгебры Рота — Бакстера может слу-
жить произвольная алгебра, в этом случае достаточно положить R(x) = −λx.
Обобщением этого примера являются алгебры Рота — Бакстера (неассоциатив-
ных) алгебр с левой (правой) единицей. А именно, пусть A — алгебра над
� с левой (правой) единицей e ∈ A, лежащей в ассоциативном центре алгеб-
ры A. Зафиксируем произвольные α, β ∈ � и введем на A новую операцию:
x ? y = αxy + βyx. Рассмотрим два способа определения оператора R:

1) R(x) = −λxe (для правой единицы: R(x) = −λex);
2) R(x) = λ(xe− x) (для правой единицы: R(x) = λ(ex− x)).
Легко проверить, что во всех указанных случаях алгебра (A, ?,R) явля-

ется алгеброй Рота — Бакстера, которую назовем алгеброй Рота — Бакстера
алгебры A с левой (правой) единицей первого (соответственно второго) типа.

Замечания. 1. Во втором случае имеем R(x)R(y) = 0, а также Rn(x) =
(−1)n+1λn(xe− x).

2. Если A ассоциативна, то получаем примеры ассоциативных, йордановых
и лиевых алгебр Рота — Бакстера.

3. Аналогично можно определить и тернарные алгебры Рота — Бакстера:

[R(x), R(y), R(z)] = R([R(x), R(y), z]+[R(x), y, R(z)]+[x,R(y), R(z)]−2λ2[x, y, z]),

также примером тернарной алгебры Рота — Бакстера может служить произ-
вольная тернарная алгебра: R(x) = λx.

Далее символом =̇ будем обозначать равенство с точностью до некоторого
ненулевого множителя из основного поля, а через χ(F ) — характеристику поля
F .

Возвращаясь к связи 0-диалгебр и алгебр Рота — Бакстера, получаем сле-
дующую теорему.

Теорема 1. Операции (5), (6) задают нетривиальную структуру алгебры
Рота — Бакстера веса λ 6= 0 на произвольной 0-диалгебре D с ēдиницей e тогда и
только тогда, когда (D, ?,R) является алгеброй Рота — Бакстера алгебры (D,a)
((D,`)) с левой или правой единицей или операции заданы одним из следующих
способов:

x ? y = α(ẋy − xẏ) + β(ẏx− yẋ), R(x)=̇xė− ėx; (7)

x ? y = α(ẋy − xẏ) + β(ẏx− yẋ), R(x)=̇− λx+ γ(xė− ėx) (8)

для некоторых α, β, γ ∈ F . Алгебра D относительно операций (5), (6) является
алгеброй Рота — Бакстера веса λ = 0 тогда и только тогда, когда (5) произволь-
на, а R(x)=̇xė− ėx.

Доказательство. Обозначим λ̄ = λ1 + λ2 + λ3, µij = µi + µj . Используя
правило умножения в диалгебре и тот факт, что e является ēдиницей, слагаемые
из (1) можно записать следующим образом (скобки убираются формальным
приписыванием к каждому слагаемому):

R(x) ? R(y) =µ1λ̄(λ1ẋ+ λ2xė+ λ3ėx)y + µ2λ̄x(λ1ẏ + λ2yė+ λ3ėy)

+µ3λ̄(λ1ẏ + λ2yė+ λ3ėy)x+ µ4λ̄y(λ1ẋ+ λ2xė+ λ3ėx);

R(R(x) ? y) =λ1µ1(λ1ẋ+ λ2xė+ λ3ėx)y + λ1µ2λ̄xẏ + λ1µ3λ̄ẏx

+λ1µ4y(λ1ẋ+ λ2xė+ λ3ėx) + λ̄(λ2µ1 + λ2µ2)(xy)ė
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+λ̄(λ2µ3 + λ2µ4)(yx)ė+ λ̄(λ3µ1 + λ3µ2)ė(xy) + λ̄(λ3µ3 + λ3µ4)ė(yx);

R(x ? R(y)) =λ1µ1λ̄ẋy + λ1µ2x(λ1ẏ + λ2yė+ λ3ėy)

+λ1µ3(λ1ẏ + λ2yė+ λ3ėy)x+ λ1µ4λ̄yẋ+ λ̄(λ2µ1 + λ2µ2)(xy)ė

+λ̄(λ2µ3 + λ2µ4)(yx)ė+ λ̄(λ3µ1 + λ3µ2)ė(xy) + λ̄(λ3µ3 + λ3µ4)ė(yx);
λR(xy) =λλ1(µ1ẋy + µ2xẏ + µ3ẏx+ µ4yẋ) + λλ2(µ12xy + µ34yx)ė

+λλ3ė(µ12xy + µ34yx).

Рассматривая в качестве диалгебры тензорный квадрат свободной ассоциатив-
ной алгебры с единицей, замечаем, что в общем случае элементы ẋy, xẏ, ẏx,
yẋ, xėy, yėx, ėxy, xyė, ėyx, yxė линейно независимы. Отсюда, рассматривая
коэффициенты при ẋy, xẏ, ẏx, yẋ, имеем

λ1µ1(λ+ λ1) = λ1µ2(λ+ λ1) = λ1µ3(λ+ λ1) = λ1µ4(λ+ λ1), (9)

а также, анализируя коэффициенты при xėy и т. д., получаем

xėy : λ̄(µ1λ2 + µ2λ3) = λ1(µ1λ2 + µ2λ3), (10)

yėx : λ̄(µ3λ2 + µ4λ3) = λ1(µ3λ2 + µ4λ3), (11)

ėxy : 0 = λ3(µ1λ1 + 2µ2λ̄+ µ1λ̄+ λµ12), (12)

xyė : 0 = λ2(µ2λ1 + 2µ1λ̄+ µ2λ̄+ λµ12), (13)

ėyx : 0 = λ3(µ3λ1 + 2µ4λ̄+ µ3λ̄+ λµ34), (14)

yxė : 0 = λ2(µ4λ1 + 2µ3λ̄+ µ4λ̄+ λµ34). (15)

Если λ + λ1 6= 0, то из (9) следует, что λ1 = 0 (так как операции ненулевые).
Тогда λ 6= 0. Если λ̄ = 0, то из (12)–(15) вытекает, что µ12 = µ34 = 0, и мы
приходим к (7).

Если λ̄ 6= 0, то µ1λ2 + µ2λ3 = µ3λ2 + µ4λ3 = 0 (из (10) и (11)). Далее, из
(12) и (13) следует, что λ3((µ12 + µ2)λ̄ + λµ12) = 0, λ2((µ12 + µ1)λ̄ + λµ12) = 0.
Складывая, получаем λ̄λ3µ2 + λ3µ12(λ + λ̄) + λ2µ1λ̄ + λ2µ12(λ + λ̄) = µ12(λ +
λ̄)λ̄ = 0. Аналогично из (14) и (15) имеем µ34(λ + λ̄)λ̄ = 0. Если λ 6= −λ̄, то
µ12 = µ34 = 0, и далее из (12) и (13) выводим λ3µ2 = λ2µ1 = 0, т. е. µ1 = µ2 = 0,
а из (14) и (15) следует, что µ3 = µ4 = 0. Таким образом, приходим к λ = −λ̄,
а также λ3µ2 = λ2µ1 = λ3µ4 = λ2µ3 = 0. Итак, если λ2 6= 0, то λ3 = 0 и
µ1 = µ3 = 0, λ2 = −λ, а если λ3 6= 0, то λ2 = 0 и µ2 = µ4 = 0, λ3 = −λ. В
итоге приходим к алгебре Рота — Бакстера алгебры с левой (правой) единицей
первого типа.

Осталось рассмотреть случай λ + λ1 = 0. Если λ = λ1 = 0 и λ̄ = 0,
то приходим к случаю алгебры Рота — Бакстера веса нуль из формулировки
теоремы. Если λ = λ1 = 0 и λ̄ 6= 0, то из (10) и (11) получаем µ1λ2 +µ2λ3 = 0 =
µ3λ2 + µ4λ3 и далее из (12)–(15) выводим тривиальность одной из операций.

Итак, далее считаем λ + λ1 = 0, λ, λ1 6= 0. Если λ̄ = 0, то µ1λ2 + µ2λ3 = 0,
µ4λ3 + µ3λ2 = 0, λ3(µ1λ1 + µ12λ) = λ3λµ2 = 0; λ2(µ2λ1 + µ12λ) = λ2λµ1 = 0;
λ3(µ3λ1 + µ34λ) = λ3λµ4 = 0; λ2(µ4λ1 + µ34λ) = λ2λµ3 = 0.

Если λ2 6= 0, то λ3 = 0, µ1 = 0, µ3 = 0; если λ3 6= 0, то λ2 = 0, µ2 = 0, µ4 = 0.
В итоге мы приходим к алгебре Рота — Бакстера алгебры с левой (правой)
единицей второго типа.
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Осталось рассмотреть случай λ + λ1 = 0, λ, λ1, λ̄ 6= 0. В этом случае урав-
нения (12)–(15) могут быть переписаны в виде

λ3(µ1λ̄+ µ2(2λ̄+ λ)) = 0, λ2(µ2λ̄+ µ1(2λ̄+ λ)) = 0,

λ3(µ3λ̄+ µ4(2λ̄+ λ)) = 0, λ2(µ4λ̄+ µ3(2λ̄+ λ)) = 0.
(16)

Так как (λ2, λ3) 6= 0, возможны следующие случаи.
I. λ2 = 0, λ3 6= 0. Из (10) следует λ̄µ2 = λ1µ2. Тогда µ1λ̄ + µ2λ̄ = 0

и µ1 = −µ2; λ̄µ4 = λ1µ4 и µ3 = −µ4. Более того, λ̄ = λ1, т. е. λ3 = 0;
противоречие.

II. λ2 6= 0, λ3 = 0. Из (10) и (11) следует, что λ̄µ1 = λ1µ1, λ̄µ3 = λ1µ3.
Поэтому λ̄ = λ1 и λ2 = 0; противоречие.

III. λ2 6= 0, λ3 6= 0. Из (16) получаем, что либо 3λ̄ = −λ, либо λ̄ = −λ. Если
3λ̄ = −λ, то χ(F ) 6= 3, и из (16) выводим µ1 = µ2, µ3 = µ4, а из (10), (11) теперь
следует λ̄ = λ1 = −λ, откуда 2λ̄ = 0 и χ(F ) = 2. Если λ̄ = −λ, то λ2 + λ3 = 0,
µ1 = −µ2, µ3 = −µ4, и мы приходим к операциям (8). �

Замечания. 1. Если в качестве D взять ассоциативную диалгебру, то по-
лучаем алгебры Рота — Бакстера ассоциативных алгебр с односторонней еди-
ницей.

2. Полагая в (7) и (8) α = β или α = −β, получаем примеры (анти)коммута-
тивных алгебр Рота — Бакстера. Заметим также, что если задать на 0-диалгебре
операцию

xy = ẋy + yẋ+ a(xẏ + ẏx),

то в полученной алгебре выполняется тождество

a((xy)z − (yx)z) = (1− a)(z(xy)− z(yx)).

Благодаря результатам работы [2] мы можем построить алгебру Рота —
Бакстера на произвольной унитальной конформной ассоциативной алгебре.

Конформной алгеброй называется векторное пространство C над полем ха-
рактеристики 0 с линейным отображением D : C 7→ C и семейством линейных
бинарных операций (n-произведений) (·(n)·) : C ⊗ C 7→ C (n ∈ Z+) таких, что

(C1) для любых a, b ∈ C существует только конечное число элементов n ∈
Z+ таких, что a(n)b 6= 0;

(C2) (Da(n)b) = −n(a(n−1)b);
(C3) (a(n)Db) = D(a(n)b) + n(a(n−1)b).
Конформная алгебра называется ассоциативной, если

(a(n)b)(m)c =
∑
s≥0

(−1)s
(
n
s

)
a(n−s)(b(m+s)c).

Как замечено в [2], если C — ассоциативная конформная алгебра, то про-
странство C можно наделить структурой диалгебры, полагая

a ` b = a(0)b, a a b =
∑
s≥0

(−1)s
Ds

s!
(a(s)b).

Теперь мы можем использовать теорему 1 для введения на унитальной кон-
формной алгебре структуры алгебры Рота — Бакстера.
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§ 2. Присоединение бар-единицы

В связи с теоремой 1 представляет большой интерес вопрос о том, всегда ли
произвольную ассоциативную диалгебру можно вложить в ассоциативную ди-
алгебру с ēдиницей. До недавнего времени это был открытый вопрос. Следую-
щая теорема дает положительный ответ на данный вопрос в случае свободных
ассоциативных диалгебр. Заметим, что доказательство теоремы может быть
дано очень кратко (не принимая во внимание проверку аксиом диалгебры), од-
нако данное изложение дает подход к присоединению ēдиницы в общем случае.
Теорема 3 далее дает положительный ответ в общем случае. Отметим, что
теорема 2 и предложение 1 дают другие способы присоединения ēдиницы, чем
теорема 3. Теорема 2 излагает внутренний подход к присоединению единицы,
что может быть полезно и для других алгебраических структур типа Лодея.

ПустьD — диалгебра, определим бар-аннулятор: ĀnnD = ĀnnaD∩Ānn`D,
где

ĀnnaD := {x ∈ D : D a x = 0}, Ānn`D := {x ∈ D : x ` D = 0}.

Теорема 2. Пусть FD — свободная диалгебра. Тогда существует диалгеб-
ра D с ēдиницей, содержащая FD в качестве поддиалгебры.

Доказательство. Пусть FD — свободная диалгебра от множества по-
рождающих X , D — искомая диалгебра и e — ēдиница в D. Из аксиом диал-
гебры следует, что y − (y ` e), y − (e a y) ∈ ĀnnD для любого y ∈ D. Пусть
y ` e = y+ay, e a y = y+ay, где ay, ay ∈ ĀnnD. Из аксиом диалгебры получаем
y ` a, a a y ∈ ĀnnD для любых a ∈ ĀnnD, y ∈ D, а также e a ay = 0, ay ` e = 0.
Таким образом, ĀnnD — это идеал в D. Из ассоциативности операций следует

ay a z = ayaz, x ` ay = ax`y, (17)

а из дистрибутивности получаем ax+y = ax+ay, ax+y = ax+ay. Из (4) вытекает

(x a z) + (ax a z) = (x ` z) + (x ` az) (18)

для любых x, z ∈ FD. Обозначим через eFD следующее пространство: FD ⊕
〈e〉 ⊕ 〈ax, ax : x ∈ FD〉. Таким образом, достаточно задать только левые умно-
жения ax a z на элементы ax из eFD и z ∈ FD. Из (2) и ассоциативности
операции ` выводим

a a b = a a (b ` e) = 0, a ` b = (a ` e) ` b = 0

для любых a, b ∈ ĀnnD, т. е. умножение в ĀnnD нулевое.
Далее, из соотношений e a (x a y − x ` y) = 0 = (x a y − x ` y) ` e следует

(x a y)−(x ` y)+(axay)−(ax`y = 0), (x a y)−(x ` y)+(axay)−(ax`y = 0) (19)

для любых x, y ∈ FD. Таким образом, необходимо только определить умноже-
ние на слова aẋ1...xn , где xi ∈ X . Из (2) и (4) вытекает

ax a (y a z − y ` z) = 0, (y a z − y ` z) ` ax = 0, (20)

т. е. достаточно определить только умножения ax a ẋ1 . . . xn. Из (19) следуют
равенства

ax1...ẋi...xn = aẋ1...xn + ẋ1 . . . xn − x1 . . . ẋi . . . xn,

ax1...ẋi...xn = aẋ1...xn + ẋ1 . . . xn − x1 . . . ẋi . . . xn.
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Из (20) получаем

ax a y1 . . . ẏj . . . yk = ax a ẏ1 . . . yk, x1 . . . ẋi . . . xn ` ay = ẋ1 . . . xn ` ay.

Если определим

ẋ1 . . . xn ` aẏ1...yk = aẋ1...xn a ẏ1 . . . yk − x1 . . . xnẏ1 . . . yk + ẋ1 . . . xny1 . . . yk,

то формула (18) справедлива для любых x, z ∈ FD.
Если положим aẋ1...xn все нулевыми, то получим, что алфавит достаточно

расширить буквами {e, aẋ1...xn}. Итак, добавляя данный алфавит и определяя
умножение, как выше, получаем алгебраическую систему, на которой выполня-
ются все аксиомы диалгебры.

Введем следующее обозначение: если x = x1 . . . ẋi . . . xn ∈ FD, то через ẋ
будем обозначать элемент ẋ1 . . . xi . . . xn ∈ FD. В итоге в качестве D можем
взять пространство FD ⊕ 〈e〉 ⊕ 〈aẋ : x ∈ FD〉, положить, что ax принадлежит
ĀnnD и e действует как ēдиница, и определить (ненулевые) операции следую-
щим образом:

e a x = ẋ, x ` e = ẋ+ aẋ, ax a y = xẏ − ẋy, y ` ax = aẏx + ẏx− yẋ.

Заметим, что мы всегда можем считать x = ẋ, y = ẏ. Легко проверить, что от-
носительно данных операций D становится диалгеброй с ēдиницей, содержащей
FD в качестве поддиалгебры. �

Теорему о присоединении ēдиницы к свободной диалгебре можно обобщить
следующим образом.

Предложение 1. Пусть A — диалгебра, φ : FD(X) 7→ A — гомоморфизм
свободной диалгебры на A и θ : FD(X) 7→ F{X} — стандартный гомоморфизм
в свободную ассоциативную алгебру (θ(x) = ẋ). Если θ(kerφ) ⊆ kerφ, то к A
можно присоединить ēдиницу.

Доказательство. Добавим к A следующие независимые базисные эле-
менты: {e, a(ẋ) : x ∈ FD(X)}, где (ẋ) обозначает смежный класс ẋ + kerφ, а
ẋ = θ(x). Положим A e = A ⊕ 〈e, a(ẋ) : x ∈ FD(X)〉F и определим на A e опера-
ции a и ` так, чтобы A являлась поддиалгеброй в A e, a(ẋ) ∈ ĀnnA e, e была
ēдиницей и, кроме того,

e a φ(x) = φ(ẋ), φ(x) ` e = φ(ẋ) + a(ẋ),

ay a φ(x) = φ(yẋ− ẏx), φ(x) ` a(ẋ) = aẋy + φ(ẋy − xẏ).

Из условия следует, что x − y ∈ kerφ ⇔ ẋ − ẏ ∈ kerφ, откуда вытекает кор-
ректность определения операций. Аксиомы диалгебры достаточно проверить
только для случаев, когда один из элементов равен e. Поскольку операции за-
даны аналогично тому, как это было в теореме 2, доказательство может быть
основано на доказательстве теоремы 2. �

Теорема 3. Пусть A — диалгебра. Тогда существует диалгебра A с
ēдиницей, содержащая A в качестве поддиалгебры.

Доказательство. Пусть S — подпространство в A такое, что A = S ⊕
ĀnnA . Пусть {ei : i ∈ I} — некоторая база S . Введем множество символов
{ax : x = ei, i ∈ I}. Для любого x ∈ S положим ax =

∑
αiaei , если x =

∑
αiei.

Для произвольного x ∈ A определим ax = ax1 − x0, если x = x1 + x0, x1 ∈ S ,
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x0 ∈ ĀnnA . Добавим к алгебре A как новые базисные элементы символы
{aei : i ∈ I} и символ e. Полученное векторное пространство обозначим через
A . Определим на A операции a и ` так, чтобы A являлась поддиалгеброй в
A , для e выполнялись аксиомы ēдиницы, aei ∈ ĀnnA и, кроме того, положим

x ` aei = ax`ei , aei a x = aeiax, e a x = x ` e = ax + x, (21)

что далее продолжим по дистрибутивности (все неуказанные произведения счи-
таются нулевыми). Из определения ax следует, что aαx+βy = αax + βay, откуда
получаем справедливость (21) для произвольных элементов ay:

x ` ay = ax`y, ay a x = ayax. (22)

Проверим, что относительно данных операций A становится диалгеброй. За-
метим, что если x ∈ ĀnnA , то x ∈ ĀnnA , поэтому ax ∈ ĀnnA для любого
x ∈ A . Следовательно, если символ ax появляется в аксиоме диалгебры вместе
с ay, то аксиомы верны. Более того, из (22) следует, что достаточно проверить
аксиомы диалгебры только в том случае, когда в них входит e. Имеем

(e a y) a z = (y + ay) a z = y a z + ayaz = e a (y a z),

(x a e) a z = x a z = x a (e a z), (x a y) a e = x a y = x a (y a e),

(e a e) a z = e a z = e a (e a z), (e a y) a e = e a y = e a (y a e),

(x a e) a e = x a e = x a (e a e).

Проверим, к примеру, еще аксиому (x a y) a z = x a (y ` z):

(e a y) a z = y a z + ayaz = e a (y ` z) = ay`z + y ` z,

что верно, поскольку ayaz−y`z = −(y a z − y ` z) и y a z − y ` z ∈ ĀnnA .
Далее,

(x a e) a z = x a z = x a (e ` z), (x a y) a e = x a y = x a (y ` e) = x a (y + ay),

(e a y) a e = e a y = e a (y ` e) = e a (y + ay).

Остальные аксиомы проверяются аналогично. Таким образом, A — диалгебра
с ēдиницей, содержащая A в качестве поддиалгебры. �

Отметим некоторые частные случаи. Рассмотрим случай, когда диалгебра
представима в виде A = A0 ⊕ ĀnnA, где A0 — поддиалгебра. В этом случае
на A0 операции совпадают и A0 является ассоциативной алгеброй. Поэтому
к A0 можно присоединить единицу e. Продолжим действие e на A правилом:
e a a = a0 = a ` e, если a = a0 + ā, где a0 ∈ A0, ā ∈ ĀnnA. Легко видеть, что
Ae = A⊕ Fe является ассоциативной диалгеброй с ēдиницей e.

Отметим, что в общем случае такая подалгебра A0 не выделяется в A. В
качестве примера можно рассмотреть тензорный квадрат алгебры усеченных
многочленов: A = F3[x]⊗ F3[x]. Ясно, что

ĀnnA = 〈1⊗ x− x⊗ 1, 1⊗ x2 − x2 ⊗ 1, 1⊗ x2 − x⊗ x, x⊗ x2, x2 ⊗ x, x2 ⊗ x2〉.

Базис e1, e2, e3 в A0 можно выбрать так, что для некоторых ai ∈ ĀnnA

e1 = 1⊗ 1 + a1, e2 = 1⊗ x+ a2, e3 = 1⊗ x2 + a3.
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Тогда

e2 ` e1 = x⊗ 1 + ((1⊗ x) ` a1), e1 a e2 = 1⊗ x+ (a1 a (1⊗ x)),

что невозможно при любом выборе a1 ∈ ĀnnA.
Рассмотрим еще случай, когда A = ĀnnA. В этом случае операции на A

нулевые, т. е. A является ассоциативной алгеброй и к ней можно присоединить
единицу.

Таким образом, в некоторых вырожденных случаях к диалгебре можно
присоединить ēдиницу, добавив, как и в случае ассоциативных алгебр, лишь
одномерное подпространство. Однако в общем случае мы должны добавить
вырожденную часть, равномощную исходной диалгебре.

Отметим еще, что в свободной диалгебре ĀnnFD = 〈ẋy − xẏ〉. Однако в
общем случае это не так. В качестве примера достаточно рассмотреть прямую
сумму свободной диалгебры FD и диалгебры с нулевым умножением.

§ 3. Многообразия диалгебр в смысле Эйленберга

В этом параграфе рассмотрим понятие многообразия диалгебр [2] и опреде-
лим эквивалентное понятие многообразия диалгебр в смысле Эйленберга. Пусть
Var — однородное многообразие, определенное семейством � := {t(x1, . . . , xn)}
полилинейных тождеств от переменных X = {x1, x2, . . . }. П. С. Колесников [2],
используя язык операд, определил понятие Var-диалгебры. В той же статье он
показал, что на языке тождеств определение Var-диалгебры может быть дано
следующим образом.

Определим линейное отображение �i
n из множества полилинейных тож-

деств алгебры в множество тождеств диалгебры (дитождеств) следующим об-
разом: если v = (xi1 . . . xi . . . xin) — моном с некоторой расстановкой скобок, то
�i
n(v) = (xi1 ` . . . xi . . . a xin) — димоном с той же расстановкой скобок.

Теорема [2]. Диалгебра A принадлежит многообразию Var тогда и только
тогда, когда она является 0-диалгеброй и удовлетворяет дитождествам �i

n(t),
t ∈ �, n = deg t, i = 1, . . . , n.

Рассмотрим некоторые примеры Var-диалгебр [2].
Ассоциативные диалгебры: � = {(x1, x2, x3)}. Тогда

�1
3 (x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)a, �2

3 (x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)×,

�3
3 (x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)`,

где (x, y, z) = (xy)z − x(yz) и (x1, x2, x3)× = (x1 ` x2) a x3 − x1 ` (x2 a x3).
Коммутативные диалгебры: � = {x1x2 − x2x1}. В диалгебрах получаем

x1 ` x2 − x2 a x1.

Следовательно, коммутативная диалгебра A может быть рассмотрена как обыч-
ная алгебра относительно операции ab = a ` b, a, b ∈ A. В этом случае мы
получаем алгебру с тождеством

[x1, x2]x3 = 0.

Альтернативные диалгебры:

� = {(x1, x2, x3) + (x2, x1, x3), (x1, x2, x3) + (x1, x3, x2)}.
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Определяющие тождества приводят к следующим дитождествам:

(x1, x2, x3)a + (x2, x1, x3)×, (x1, x2, x3)` + (x2, x1, x3)`,

(x1, x2, x3)a + (x1, x3, x2)a, (x1, x2, x3)× + (x1, x3, x2)`,
которые эквивалентны дитождествам из [12].

Диалгебры Ли: � = {(x1, x2, x3)− x2(x1x3), x1x2 + x2x1}.
Соответствующие дитождества диалгебры включают x1 a x2 + x2 ` x1.

Диалгебра Ли, рассмотренная как обычная алгебра относительно [a, b] = a a b,
является в точности правой алгеброй Лейбница.

Йордановы диалгебры: �={xy−yx, x1(x2(x3x4))+(x2(x1x3))x4+x3(x2(x1x4))
= (x1x2)(x3x4) + (x1x3)(x2x4) + (x3x2)(x1x4)}.

Получаем, что йорданова диалгебра удовлетворяет соотношению x1 a x2 =
x2 ` x1 и четырем дитождествам. Если мы перепишем эти дитождества, ис-
пользуя операцию xy = x a y, то получим тождества (оставим нахождение их
явного вида в качестве упражнения), которые определяют многообразие алгебр,
связанное с многообразием йордановых алгебр точно так же, как и алгебры
Лейбница с алгебрами Ли. Отметим, что можно доказать эквивалентность (см.
[13]) полученной системы тождеств следующим тождествам:

a(bc) = a(cb), (ba)a2 = (ba2)a, (a, b2, c) = 2(a, b, c)b,

определяющим квазийордановы алгебры [11].
Напомним определение бимодуля в смысле Эйленберга. Пусть Var — неко-

торое многообразие (супер)алгебр, A ∈ Var. Var-бимодулем в смысле Эйлен-
берга называется векторное пространство M , на котором определены действия
am,ma ∈ M элементов из A таким образом, что расщепляемое нулевое рас-
ширение E = A ⊕M является Var-(супер)алгеброй относительно стандартного
произведения

(a,m)(b, n) = (ab, an+mb).

Пусть D — 0-диалгебра, D̃ — изоморфная копия D как векторного про-
странства, I = id〈x a y − x ` y : x, y ∈ D〉. Тогда правило

d̄1 · d̃2 = d̃1 ` d2, d̃2 · d̄1 = d̃2 a d1, d1, d2 ∈ D, (23)

корректно определяет бимодульное действие D на D̃. Действительно, для всех
a, b,m ∈ D имеем

(a a b− a ` b) ` m = 0, m a (a a b− a ` b) = 0. (24)

Обратно, предполагая действие (23) корректно заданным, приходим к ак-
сиомам 0-диалгебры.

Определение. 0-Диалгебра D называется Var-диалгеброй в смысле Эй-
ленберга, если D := D/I ∈ Var и D̃ относительно операций (23) является D-
бимодулем многообразия Var в смысле Эйленберга.

Теорема 4. 0-Диалгебра D является Var-диалгеброй в смысле Колеснико-
ва тогда и только тогда, когда D является Var-диалгеброй в смысле Эйленберга.

Доказательство. Покажем, что I ⊆ ĀnnD. Используя равенства

(a a b− a ` b) a m =(a a b) a m− (a a b) ` m+ (a a b) ` m− (a ` b) a m

=(a a b) a m− (a a b) ` m+ (a ` b) ` m− (a ` b) a m,

m ` (a a b− a ` b) =m ` (a a b)−m a (a a b) +m a (a ` b)−m ` (a ` b)
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и (24), получаем, что I является линейной оболочкой элементов вида x a y−x `
y, x, y ∈ D, и I ⊆ ĀnnD.

Если Var задано полилинейными тождествами �, то для любого тождества
t(x1, . . . , xn) ∈ � и для любых a1, . . . , an ∈ D рассмотрим b = �i

n(t)(a1, . . . , an) ∈
D и q = t(ā1, . . . , ãi, . . . , ān) ∈ D̃. Согласно определению оператора �i

n и бимо-
дульного действия (24) имеем равенство b̃ = q. Заметим также, что t(b1, . . . , bn)
= 0 для bi ∈ D⊕D̃ при условии, что более одного аргумента лежат в D̃. Отсюда
вытекает искомая эквивалентность. �

Замечания. 1. Если I = 0, то x a y = y ` x для любых x, y ∈ D и D ∈ Var.
2. Если I = D, то ĀnnD = D и x a y = y ` x = 0 для любых x, y ∈ D.
3. Если некоторая Var-диалгебра обладает единицей, то операции в ней

совпадают и она является Var-алгеброй.
Отметим, что понятие многообразия диалгебр в смысле Эйленберга позво-

ляет определять не только классы диалгебр, заданные тождествами. Напри-
мер, можно определить класс структуризуемых диалгебр (отличие от обычных
— наличие инволюции, а также тождествa заданы на (косо)симметрических
элементах).

Структуризуемые диалгебры. Напомним определения структуризуемой
алгебры и структуризуемого бимодуля в смысле Эйленберга.

Пусть A — алгебра с инволюцией ¯ над полем F характеристики 6= 2, 3.
Тогда A = H ⊕ S, где H = {a ∈ A : ā = a} и S = {s ∈ A : s̄ = −s}.

Алгебра (A, )̄ называется структуризуемой, если для любых s ∈ S, x, y ∈
A и a, b, c, d ∈ H выполняется

(s, x, y) = −(x, s, y), (a, b, c)− (c, a, b) = (b, a, c)− (c, b, a), �a,b,cf(a, b, c, d) = 0,

где f(a, b, c, d) = 2
3 [d, [ab, c]] + (d, ab, c) + (d, a, bc) и оператор �a,b,c действует

подстановками (учитывая знаки) из S3 на a, b, c.
Пусть M — векторное пространство с унарной операцией ¯ (инволюцией)

такой, что ¯̄m = m для любого m ∈M . Пространство M называется бимодулем
над структуризуемой алгеброй (A,¯) в смысле Эйленберга, если задано двусто-
роннее линейное действие A на M , т. е. линейные отображения A⊗M 7→ M и
M ⊗ A 7→ M , такое, что ma = ām, am = mā и алгебра (E, )̄ = (A, )̄ ⊕ (M, )̄
является структуризуемой относительно операций:

(a,m)(b, n) = (ab, an+mb), (a,m) = (ā,m).

Пусть D — диалгебра с инволюцией, т. е., в частности, ¯̄a = a для любого
a ∈ D и D = H ⊕ S, где H = {a ∈ D : ā = a}, S = {s ∈ D : s̄ = −s}. Будем
говорить, что инволюция является инволюцией первого рода, если a a b = b̄ a ā,
a ` b = b̄ ` ā для любых a, b ∈ D, и второго рода, если a a b = b̄ ` ā, a ` b = b̄ a ā
для любых a, b ∈ D.

Если D — это 0-диалгебра с инволюцией, то идеал I из теоремы 4 инва-
риантен относительно инволюции и потому фактор-диалгебра D = D/I также
имеет индуцированную инволюцию. Более того, D̃ с индуцированной инволю-
цией является структуризуемым D-бимодулем тогда и только тогда, когда для
любых s ∈ S и a, b, c, d ∈ H выполнены дитождества

(s, x, y)a = −(x, s, y)×, (s, x, y)× = −(x, s, y)a, (s, x, y)` = −(x, s, y)`,

(a, b, c)a − (c, a, b)× = (b, a, c)× − (c, b, a)`,
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(a, b, c)× − (c, a, b)` = (b, a, c)a − (c, b, a)×,

�i
4�a,b,cf(a, b, c, d) = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Выпишем явно, к примеру, �1
4�a,b,cf(a, b, c, d):

�b,c

(
2
3
[[ȧb, c]a, d]a−(d, ȧb, c)×−(d, a, ḃc)×+

2
3
[[bċ, a]`, d]a−(d, bċ, a)`−(d, b, cȧ)`

+
2
3
[[cȧ, b]a, d]a − (d, cȧ, b)× − (d, c, ȧb)`

)
,

где оператор �b,c действует подстановками (учитывая знаки) из S2 на b, c, [x, y]`
= x ` y − y a x, [x, y]a = x a y − y ` x.

Аналогично мы можем ввести понятие супердиалгебры многообразия.
Пусть D — Z2-градуированное пространство с операциями a и ` (супердиал-
гебра). Предположим, что I и D̃ определены, как и раньше, и Var — некоторое
однородное многообразие супералгебр. Тогда будем говорить, что D является
Var-супердиалгеброй тогда и только тогда, когда D = D/I ∈ Var и D̃ является
D-бимодулем многообразия Var в смысле Эйленберга, где

d̄1 · d̃2 = d̃1 ` d2, d̃2 · d̄1 = d̃2 a d1.

Пусть � — алгебра Грассмана, D — произвольная Var-супердиалгебра и
� (D) = (D0̄ ⊗ � 0̄)⊕ (D1̄ ⊗ � 1̄) — грассманова оболочка D, т. е.

(d1 ⊗ ξ1) ? (d2 ⊗ ξ2) = (−1)p(d1)p(d2)(d1 ? d2)⊗ (ξ1ξ2),

где di ∈ D, ξi ∈ � , p(di) — четность di (p(di) = j, если di ∈ Dj̄), ? ∈ {`,a}. Тогда
непосредственно из определений вытекает следующее

Предложение 2. D является Var-супердиалгеброй тогда и только тогда,
когда � (D) является Var-диалгеброй.

Аналогично присоединению ēдиницы к ассоциативной диалгебре мы можем
поступить с альтернативными диалгебрами D. Заметим, что по определению
e ∈ ZAss(D). В этом случае доказательство полностью повторяет доказатель-
ство в ассоциативном случае.

Как и в случае обычных алгебр, будем говорить, что многообразие диалгебр
Var является унитальным, если любая диалгебра из Var является поддиалгеб-
рой некоторой диалгебры из Var с ēдиницей. Тогда окончательно полученные
результаты о присоединении ēдиницы можно сформулировать в виде следую-
щей теоремы.

Теорема 5. Многообразие альтернативных диалгебр является униталь-
ным.

В заключение я хочу поблагодарить П. С. Колесникова за полезное обсуж-
дение полученных результатов, рецензента — за множество ценных замечаний,
а Л. А. Бокутя, В. Н. Желябина и И. П. Шестакова — за внимание к данной
работе.
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