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ИНДЕКС БАНАХА ––– САКСА НЕКОТОРЫХ

СЕКВЕНЦИАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВ

А. И. Новикова

Аннотация. Построен пример подпространства Радемахера, не обладающего свой-
ством Банаха — Сакса, и исследована связь между индексами Банаха — Сакса
пространства с симметричным базисом и сопряженного к нему пространства.
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хера, индекс Банаха — Сакса.

§ 1. Введение

Перестановкой измеримой на [0, 1] функции x(t) [1, 2.2] называется убыва-
ющая непрерывная слева функция x∗(t), определяемая формулой

x∗(t) = inf{τ : n|x|(τ) < t},

где nx(τ) = mes{t : x(t) > τ}— функция распределения. Банахово пространство
E = E[0, 1] с мерой Лебега называется симметричным или перестановочно-
инвариантным, если из того, что y ∈ E и x∗(t) ≤ y∗(t) для всех t ∈ [0, 1],
следует, что x ∈ E и ‖x‖E ≤ ‖y‖E [1, 2.4; 2, 2.a]. Примерами симметричных
пространств служат пространства Lp[0, 1], 1 ≤ p ≤ ∞, пространства Орлича
LM с нормой

‖x‖LM = inf

λ : λ > 0,
1∫

0

M

(
|x(t)|
λ

)
dt ≤ 1

 ,

где M — функция Орлича, т. е. непрерывная неубывающая выпуклая на [0,∞)
функция, M(0) = 0. Аналогично вводится пространство последовательностей
Орлича lM с нормой

‖x‖lM = inf

{
λ : λ > 0,

∞∑
n=1

M

(
|xn|
λ

)
≤ 1

}
.

Говорят, что банахово пространство E обладает свойством Банаха — Сак-
са, если любая слабо сходящаяся к 0 последовательность {xn} ⊂ E содержит
подпоследовательность {xnk} такую, что

lim
m→∞

1
m

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

xnk

∥∥∥∥∥
E

= 0.
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Данное свойство получило свое название после того, как Банах и Сакс доказали,
что этим свойством обладают пространства Lp, 1 ≤ p <∞ [3, 12.3]. О свойстве
Банаха — Сакса симметричных пространств см. [4].

Индексом Банаха — Сакса γ(E) банахова пространства E [5] называется
точная верхняя граница множества чисел p, обладающих тем свойством, что
любая слабо сходящаяся к 0 последовательность {xn} ⊂ E содержит подпосле-
довательность {xnk} такую, что

sup
m

m− 1
p

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

xnk

∥∥∥∥∥
E

<∞.

Пусть E — симметричное пространство на [0, 1]. Обозначим через R(E)
подпространство E, порожденное системой Радемахера rk(t) = sign sin(2nπt),

t ∈ [0, 1]. Последовательность x = (x1, x2, . . . ) принадлежит R(E), если
∞∑
k=1

xkrk

принадлежит E и

‖x‖R(E) =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

xkrk

∥∥∥∥∥
E

.

Так как
∥∥∥∥ n∑
k=1

xkrk

∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥ n∑
k=1

εkxkrπ(k)

∥∥∥∥
E

для любых n ∈ N, xk ∈ R1, εk = ±1 и

перестановки π чисел 1, 2, . . . , n [2, 2.b], то естественный базис в R(E) является
симметричным. В силу неравенства Хинчина R(Lp) (1 ≤ p <∞) совпадает с l2
с точностью до эквивалентных норм, R(L∞) = l1 [6].

Пусть X0, X1 — банаховы пространства, непрерывно вложенные в отдели-
мое топологическое пространство. Сумму X0 +X1 и пересечение X0∩X1 будем
рассматривать с обычными нормами [2, 2.g]:

‖x‖X0+X1 = inf{‖x0‖X0 + ‖x1‖X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1},

‖x‖X0∩X1 = max{‖x‖X0 , ‖x‖X1}.
Через I (X0, X1) будем обозначать множество всех интерполяционных относи-
тельно (X0, X1) пространств. Банахово пространство X называется интерпо-
ляционным относительно пары (X0, X1), если имеет место непрерывное вло-
жение X0 ∩ X1 ⊂ X ⊂ X0 + X1 и любое линейное ограниченное отображение
T : X0 + X1 → X0 + X1, сужения которого на X0 и X1 представляют собой
ограниченные линейные отображения T : X0 → X0, T : X1 → X1, также огра-
ниченно действует из X в X [7, 2.4].

Нам понадобится следующее утверждение, доказанное в [8].

Лемма. Для того чтобы банахово пространство последовательностeй X
совпадало с пространством R(E) для некоторого симметричного пространства
E, необходимо и достаточно, чтобы X ∈ I (l1, l2).

§ 2. Пример пространства
без свойства Банаха — Сакса

В статье [9] построен пример рефлексивного банахова пространства c без-
условным, но не симметричным базисом, не обладающего свойством Банаха —
Сакса. С помощью этого результата мы построим подпространство Радемахера
некоторого симметричного пространства, не обладающее свойством Банаха —
Сакса.
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В [10, c. 125–127] приведена конструкция, позволяющая по банаховым про-
странствам X, E, F и последовательности {mn} строить новые банаховы про-
странства с интересными свойствами. Пусть E и F — банаховы пространства
последовательностей такие, что единичные векторы {ek}∞k=1 образуют симмет-
ричный базис с константой симметричности, равной 1 как в E, так и в F . Пред-
положим, что

1) для каждой последовательности α = (a1, a2, . . . ) ∈ F выполнено ‖α‖E ≤
‖α‖F ;

2) lim
n→∞

ϕE(n)/ϕF (n) = 0, где ϕE и ϕF — фундаментальные функции про-
странств E и F соответственно, т. е. ϕE(n) = ‖(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . . )‖E .

Для каждого m ≥ 1 определим новую норму на E, положив

‖α‖m = inf
{(
‖β‖2E + ‖γ‖2F

)1/2; α =
1
m
β +mγ, β ∈ E, γ ∈ F

}
.

Пусть α = 1
mβ +mγ, как описано выше, тогда

‖α‖E =
∥∥∥∥ βm +mγ

∥∥∥∥ ≤ (m−2 +m2)1/2
(
‖β‖2E + ‖γ‖2F

)1/2 ≤ 2m
(
‖β‖2E + ‖γ‖2F

)1/2
,

откуда следует, что ‖α‖E ≤ 2m‖α‖m для любого α ∈ E. С другой стороны,
очевидно ‖α‖m ≤ m‖α‖E , α ∈ E. Более точную оценку можно получить для
α ∈ F , а именно для α = mγ, γ ∈ F , ‖α‖m ≤ ‖γ‖F =

∥∥ 1
mα
∥∥
F

= 1
m‖α‖F .

Таким образом, отсюда следует, что пространство Em = (E, ‖ · ‖m) изо-
морфно E и тождественное отображение из F в Em имеет норму, меньшую
m−1.

Пусть теперь X — банахово пространство с нормированным безусловным
базисом {xn}∞n=1, константа безусловности которой равна 1. Для любой возрас-

тающей последовательности чисел {1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · } такой, что
∞∑
n=1

1
mn

<∞,

определим Y = Y
(
E,F,X, {mn}∞n=1

)
— пространство всех последовательностей

α ∈ E, для которых

‖α‖Y =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖α‖mnxn

∥∥∥∥∥
X

<∞.

Условие, наложенное на последовательность {mn}∞n=1, позволяет нам быть уве-
ренными, что тождественное отображение из F в Y является ограниченным
оператором. Действительно, для любого γ ∈ F имеем

‖γ‖Y =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖γ‖mnxn

∥∥∥∥∥
X

≤ ‖γ‖F
∞∑
n=1

m−1
n .

Кроме того, для любого α ∈ Y выполнено

‖α‖Y =
∥∥∥∑

n

‖α‖mnxn

∥∥∥
X
≥ ‖α‖E

2

∥∥∥∥∑
n

1
mn

xn

∥∥∥∥
X

.

В частности, отсюда следует, что F ⊂ Y ⊂ E и единичные векторы при-
надлежат Y и образуют симметричный базис. Действительно, пространство Y
является идеалом, поскольку все Emn и X — идеальные структуры [10, 1.c.7], а
в силу симметричности базиса пространства Em для любого m ≥ 1 имеем

‖α∗‖Y =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖α∗‖mnxn

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖α‖mnxn

∥∥∥∥∥
X

= ‖α‖Y

для любой α ∈ Y .
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Теорема 1 [10, 3.b.4]. Для любых E,F и X с указанными выше свойствами

существует возрастающая последовательность чисел {mn}∞n=1 c
∞∑
n=1

m−1
n < ∞

такая, что Y = Y
(
E,F,X, {mn}∞n=1

)
содержит дополняемое подпространство,

изоморфное X. Более того, любое бесконечномерное подпространство Y содер-
жит бесконечномерное подпространство, которое изоморфно подпространству
E или подпространству X.

Теорема 2. Существует симметричное пространство G = G[0, 1] такое, что
пространство последовательностей Y = R(G) не обладает свойством Банаха —
Сакса.

Доказательство. Возьмем в качестве пространства X рефлексивное про-
странство с безусловным базисом, не обладающее свойством Банаха — Сакса,
построенное в [9], и E = lq, F = lp, где 1 < p < q < 2. Используя теоре-
му 1, построим пространство последовательностей с симметричным базисом
Y = Y

(
E,F,X, {mn}∞n=1

)
, содержащее дополняемое подпространство, изоморф-

ное X и, следовательно, не обладающее свойством Банаха — Сакса. Докажем,
что Y рефлексивное. Действительно, как показано в [10, 3.b.4], Y не содержит
подпространства, изоморфного l1 или c0. Следовательно, Y также рефлексивно
по теореме [10, 1.c.12(a)].

В силу леммы остается доказать, что данное пространство Y является ин-
терполяционным относительно пары (l1, l2). Пусть оператор T : (E,F ) → (E,F )
действует ограниченно. Тогда

‖Tα‖mn = inf
{(
‖Tβ‖2E +‖Tγ‖2F

)1/2; Tα = (1/mn)Tβ+mnTγ, Tβ ∈ E, Tγ ∈ F
}

≤ max(‖T‖L (E), ‖T‖L (F )) inf
{(
‖β‖2E + ‖γ‖2F

)1/2;
α = (1/mn)β +mnγ, β ∈ E, γ ∈ F

}
= max(‖T‖L (E), ‖T‖L (F ))‖α‖mn .

Отсюда в силу безусловности базиса {xn} ⊂ X следует, что

‖Tα‖Y =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

‖Tα‖mnxn

∥∥∥∥∥
X

≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

max(‖T‖L (E), ‖T‖L (F ))‖α‖mnxn

∥∥∥∥∥
X

= max(‖T‖L (E), ‖T‖L (F ))‖α‖Y .

Таким образом, пространство Y принадлежит I (lp, lq), следовательно [7,
3.5.3], Y является интерполяционным относительно пары (l1, l2). �

§ 3. Индекс Банаха — Сакса
сопряженного пространства

Рассмотрим вопрос о том, как связаны между собой индексы Банаха —
Сакса симметричного пространства E и сопряженного к нему пространства E∗.
Прежде всего заметим, что γ(c0) = γ(l1) = ∞ и, следовательно, 1

γ(E) + 1
γ(E∗) = 0

для E = c0. Ниже будет показано, что этот случай является исключительным.

Теорема 3. Пусть E 6= c0 — пространство последовательностей с симмет-
ричным базисом, E∗ — сопряженное к нему пространство. Тогда

1 ≤ 1
γ(E)

+
1

γ(E∗)
≤ 2.
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Доказательство. Правое неравенство очевидно, поскольку для любого
пространства с симметричным базисом E верно γ(E) ≥ 1. Пусть γ(E) = r.
Будем считать E∗ также сепарабельным. Если E∗ несепарабельно, то γ(E∗) = 1
[5] и левое неравенство выполнено. Пусть {e∗n} — биортогональный базис в E∗.
Он слабо сходится к нулю, так как E∗ 6= l1. Следовательно,

m =
m∑
k=1

(e∗k, ek) ≤

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

e∗k

∥∥∥∥∥
E∗

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

ek

∥∥∥∥∥
E

≤ Cm1/r

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

e∗k

∥∥∥∥∥
E∗

.

Таким образом,
∥∥∥∥ m∑
k=1

e∗k

∥∥∥∥
E∗

≥ 1/C ·m r−1
r , стало быть, γ(E∗) ≤ r

r−1 .

Имеем
1

γ(E)
+

1
γ(E∗)

≥ 1
r

+
r − 1
r

= 1. �

Константу правого неравенства нельзя улучшить, поскольку для любого
0 < ε < 1 существуют 1 < p < q < ∞ такие, что 1

p + 1
q′ = 2 − ε

( 1
p + 1

p′ =
1, 1

q + 1
q′ = 1

)
и γ(lp,q) = min(p, q) = p, γ(l∗p,q) = γ(lp′,q′) = min(p′, q′) = q′ [11].

Здесь lp,q — пространства последовательностей Лоренца с нормой

‖x‖p,q =

( ∞∑
k=1

(x∗k)
qkq/p−1

)1/q

.

Левое неравенство теоремы 3, очевидно, превращается в равенство для про-
странств lp, 1 ≤ p < ∞. Кроме того, для пространств l0p,∞, 1 < p < ∞, имеем
γ
(
l0p,∞

)
= p [12] и γ(lp′,1) = γ

((
l0p,∞

)∗) = p′ [13], т. е. 1
γ(l0p,∞) + 1

γ((l0p,∞)∗) = 1.
Следующая теорема показывает, что эти пространства не единственные.

Теорема 4. Пусть 1 < p < ∞, 1
p + 1

p′ = 1. Существует пространство E
с симметричным базисом, не содержащее подпространства, изоморфного lp, и
такое, что его индекс Банаха — Сакса удовлетворяет условию γ(E) = p, γ(E∗) =
p′, где E∗ — сопряженное к E пространство.

Доказательство. В [10, 4.c.6] построен пример пространства последова-
тельностей Орлича lM , не содержащего дополняемого подпространства, изо-
морфного lp и такого, что αM = βM = p, 1 < p <∞, где

αM = sup
{
q : sup

λ,t∈(0,1]

M(λt)
M(λ)tq

<∞
}
, βM = inf

{
q : inf

λ,t∈(0,1]

M(λt)
M(λ)tq

> 0
}
.

Приведем конструкцию этого пространства. Пусть 0 < τ < 1 и 1 < p1 < p2
такие, что p = p1 + 2(p2 − p1)/3. Пусть F и G — две строго возрастающие
непрерывные выпуклые на [τ, 1] функции такие, что

(i) F (1) = G(1) = 1, 0 < F (τ) < 1, 0 < G(τ) < 1;
(ii) F ′(1) = G′(1), F ′(1) ≤ tF ′(t)/F (t), G′(1) ≤ tG′(t)/G(t), t ∈ [τ, 1];
(iii) F (τ) = τp1 , G(τ) = τp2 .
Построим одновременно две последовательности нулей и единиц η = {η(i)}∞i=1

и ρ = {ρ(i)}∞i=1 следующим образом. Положим η(1) = 0, ρ(1) = 1 и для
n = 0, 1, 2, . . .

η(23n + i) = ρ(i) и ρ(23n + i) = ρ(i), 1 ≤ i ≤ 23n,

η(23n+1 + i) = η(i) и ρ(23n+1 + i) = ρ(i), 1 ≤ i ≤ 23n+1,
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η(23n+2 + i) = η(i) и ρ(23n+2 + i) = η(i), 1 ≤ i ≤ 23n+2.

Начало этих последовательностей выглядит таким образом:

η = (0,
︷︸︸︷
1 ,

︷︸︸︷
0, 1 ,

︷ ︸︸ ︷
0, 1, 0, 1,

︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ),

ρ = (1,
︷︸︸︷
1 ,

︷︸︸︷
1, 1 ,

︷ ︸︸ ︷
0, 1, 0, 1,

︷ ︸︸ ︷
1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ).

Для такой последовательности η построим функцию M = Mη на [0, 1] сле-
дующим образом. Положим Mη(1) = 1, Mη(0) = 0 и для τn ≤ t < τn−1, n =
1, 2, . . . ,

Mη(t) =
{
Mη(τn−1)F (t/τn−1), η(n) = 0,
Mη(τn−1)G(t/τn−1), η(n) = 1.

Несложно проверить [10, 4.b.11], что Mη действительно является функцией Ор-
лича, удовлетворяющей �2-условию в нуле. Для данного пространства αM =
βM = p и оно не содержит дополняемого подпространства, изоморфного lp.

Так как 0 < αM = βM <∞, пространство lM рефлексивно [10,4.b.2′] и, сле-
довательно [10, 4.b.3iii], αM∗ = βM∗ = p′, где M∗ — сопряженная к M функция.

В силу теоремы [13, теорема 5] получаем γ(lM ) = αM = p и γ(lM∗) = αM∗ =
p′. �

Выражаю благодарность Е. М. Семенову за постановку задачи и внимание
к работе.
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