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О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ПРЯМО

И ОБРАТНО ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
С. А. Терсенов

Аннотация. Для уравнений с меняющимся направлением времени ставятся и ис-
следуются задачи типа задачи Коши.
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Введение

Пусть в области D ⊂ Rm заданы функции bk(t) ∈ C1(D), k = 1, . . . ,m, и
существуют положительные постоянные γ1, γ2 такие, что

γ1 < bk(t) < γ2, t ∈ D, k = 1, . . . ,m.

В области D рассмотрим уравнение

∂tw ≡
m∑
k=1

bk(t)
∂w

∂tk
= 1. (1)

Обозначим через � гладкую нехарактеристическую поверхность уравнения (1)
с параметрическим представлением

t(z) = (t1(z), . . . , tm(z)), z = (z1, . . . , zm−1) ∈ P, t(z) ∈ C1(P ),

где P — область в Rm−1. Рассмотрим в области D все характеристические
линии уравнения (1), проходящие через �, которые образуют область D0 ⊂ D.

Пусть �(t) — решение уравнения (1) в D0, удовлетворяющее условию

�|� = 0.

Функция �(t) ∈ C1(D0) строго монотонна вдоль характеристик.
Обозначим через GT ту часть D0, где 0 < �(t) < T , T > 0 — постоянная.

Пусть �s — множество точек GT , где �(t) = s. Поверхность �s нехарактери-
стическая и имеет ту же гладкость, что и �.

В области GT рассмотрим характеристическую систему уравнений
dτ

ds
= b(τ), b = (b1, . . . , bm), τ = (τ1, . . . , τm). (2)

Пусть τ(s, t) = τ(s;�(t), t) — решение системы (2) в GT , удовлетворяющее усло-
вию

τ(s, t)|s=�(t) = t ∈ GT . (3)
Вектор-функция τ(s, t) при любом s ∈ (0, T ) удовлетворяет относительно t урав-
нению

∂tτ ≡
m∑
k=1

bk(t)
∂τ(s, t)
∂tk

= 0 (∂tτi(s, t) = 0). (4)
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Лемма. Для любой точки t ∈ GT и для любых s, s1 ∈ (0, T ) имеют место
равенства

�(τ(s, t)) = s, τ(s, τ(s1, t)) = τ(s, t). (5)

Доказательство. При фиксированном s ∈ (0, T ) рассмотрим функцию
w(t) = �(τ(s, t)). В силу (4)

∂tw =
m∑
k=1

bk(t)
∂w

∂tk
= 0.

Пусть t ∈ �s. Поскольку �(t) = s, то τ(s, t) = τ(�(t);�(t), t) = t. Таким обра-
зом, если t ∈ �s, то τ(s, t) ∈ �s и w(t) = �(τ(s, t)) = s. В силу единственности
решения задачи Коши заключаем, что w(t) = s в GT , т. е. �(τ(s, t)) = s. Второе
утверждение следует из того, что τ(s; τ(s1, t)) = τ(s, t) при s = s1.

Заметим, что если функция f(t) дифференцируема, то

∂tf(τ(s, t)) ≡
m∑
k=1

bk(t)
∂f

∂tk
= 0.

Этим свойством мы часто будем пользоваться.
Рассмотрим постоянные 0 = a0 < a1 < · · · < a2p = T, удовлетворяющие

условию
βs = a2s+2 − a2s+1 = a2s+1 − a2s, s = 0, . . . , p− 1. (6)

Введем обозначения:

Gk = {t ∈ GT , где ak < �(t) < ak+1}, Ek = Rn ×Gk, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn,

Qk = Ek × (|x| <∞), Q+
k = Ek × (x > 0),

Q−k = Ek × (x < 0), �k = {t ∈ GT , где �(t) = ak}.

Из леммы вытекает, что �(τ(ak, t)) = ak для любых t ∈ GT . Следовательно,
dk(t) = τ(ak, t) ∈ �k для любых t ∈ GT , и

∂tdk(t) = 0, k = 0, . . . , 2p− 1. (7)

Краевым задачам для таких уравнений посвящено довольно много работ.
Достаточно назвать работы [1–9] и цитированную в них литературу.

В предлагаемой работе рассматривается следующая задача, которую ни-

же мы будем называть задачей 1: в области QT =
2p−1∑
k=0

Qk рассматривается
уравнение

(−1)k∂tu = xuxx + αux + sgnx�u, α ≥ 1,

с начальными условиями, заданными либо на половине нижнего основания, где
x > 0, или же на половине верхнего основания, где x < 0. Аналогичная задача,
которую будем называть задачей 2, исследуется для уравнения

n∏
s=1

[
(−1)k

∂

∂t
+ αs(−1)m

∂2m

∂x2m

]
u = 0.

Точную постановку задач см. ниже в тексте статьи.
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§ 1. Задача 1

1. Постановка задачи. В области QT =
2p−1∑
k=0

Qk ищется непрерывная в

QT функция, которая в каждой из областей Qk является решением уравнения

(−1)k∂tu = xuxx + αux + sgnx�u, α ≥ 1, (1.1)

и удовлетворяет одному из начальных условий:

u(x, y, t) = φ0(x, y, d0(t)), x > 0, y ∈ Rn, d0(t) ∈ �, (1.2)

или
u(x, y, t) = ψ0(x, y, dT (t)), x < 0, y ∈ Rn, dT (t) ∈ �T . (1.3)

2. Интегральное представление решения (см. [7, с. 114]). Обозначим
через V (y, �(t); f, x, d0(t)) = V (y, �(t); f, x) решение задачи

∂tu = �u в Rn ×GT , V (y, 0; f, x) = f(x, y; d0(t)),

d0(t) ∈ �, x — параметр. Решение дается формулой Пуассона

V (y, �(t); f, x) =
∫

Rn

� (y − η, �(t))f(x, η; d0(t)) dη,

где � (y− η, �) — фундаментальное решение уравнения ut = �u. Предположим,
что решение существует. Найдем его интегральное представление в Qk. Обо-
значим: uk = u в Q+

k , vk = u в Q−k . Любое ограниченное решение уравнения
(1.1) в Qk (x 6= 0), k = 0, . . . , 2p− 1, однозначно определяется (см. [7, с. 114]):

1) в Q+
2s начальными данными u2s = φ2s(x, y, d2s(t)),

2) в Q−2s начальными данными v2s = ψ2s+1(x, y, d2s+1(t)),
и представляется соответственно формулами

u2s =
∞∫
0

�α(x, ξ, �− a2s)V (y, �− a2s;φ2s, ξ) dξ,

v2s =
∞∫
0

�α(−x, ξ, a2s+1 − �)V (y, a2s+1 − �;ψ2s+1,−ξ) dξ,

(1.4)

а условие непрерывности при x = 0 имеет вид

(�(t)− a2s)−α
∞∫
0

e−
ξ

�−a2s ξα−1V (y, �− a2s;φ2s, ξ) dξ

= (a2s+1 − �(t))−α
∞∫
0

e
− ξ
a2s+1−� ξα−1V (y, a2s+1 − �;ψ2s+1,−ξ) dξ; (1.5)

3) в Q+
2s+1 начальными данными u2s+1 = φ2s+2(x, y, d2s+2(t)),

4) в Q−2s+1 начальными данными v2s+1 = ψ2s+1(x, y, d2s+1(t)),
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и представляется соответственно формулами

u2s+1 =
∞∫
0

�α(x, ξ, a2s+2 − �)V (y, a2s+2 − �;φ2s+2, ξ) dξ,

v2s+1 =
∞∫
0

�α(−x, ξ, �− a2s+1)V (y, �− a2s+1;ψ2s+1,−ξ) dξ,

(1.6)

а условие непрерывности при x = 0 имеет вид

(a2s+2 − �(t))−α
∞∫
0

e
− ξ
a2s+2−� ξα−1V (y, a2s+2 − �;φ2s+2, ξ) dξ

= (�(t)−a2s+1)−α
∞∫
0

e
− ξ
�−a2s+1 ξα−1V (y, �−a2s+1;ψ2s+1,−ξ) dξ, s = 0, . . . , p−1,

(1.7)

где

�α(x, ξ, τ) = τ−1(xξ)
1−α

2 Iα−1

(
2
√
xξ

τ

)
e−

x+ξ
τ ξα−1.

3. В области Rn × (ξ > 0)× (0 < z < βs) рассмотрим уравнение

z−α
∞∫
0

e−
ξ
z ξα−1V (y, z;µ1, ξ) dξ = (βs−z)−α

∞∫
0

e−
ξ

βs−z ξα−1V (y, z;µ2,−ξ) dξ, (1.8)

где µ1 определена для ξ > 0, а µ2 — для ξ < 0. В ряде случаев уравнение (1.8)
можно разрешить относительно µ1 или µ2 (см. [7]). Хорошо известно (см. [7,
с. 115]), что

∞∫
0

e−
βs−z
βsz ξ

α−1
2

1 Jα−1

(
2
√
ξξ1
βs

)
dξ1 = βsz

α(βs − z)−αe−
zξ

βs(βs−z) ξ
α−1

2 .

Определив отсюда выражение (βs−z)αξα−1e−
ξ

βs−z и подставив в (1.8), получим

z−α
∞∫
0

e−
ξ
z ξα−1[V (y, z;µ1, ξ)− β−1

s ξ
1−α

2 e
βs−z
βsz A(ξ, βs)V (y, βs − z;µ2,−ξ)

]
dξ = 0,

(1.9)
где

A(ξ, βs) =
∞∫
0

e−
βs−z
βsz ξ

α−1
2

1 Jα−1

(
2
√
ξξ1
βs

)
dξ1.

Из (1.9) имеем (см. [7, с. 115])

V (y, z;µ1, ξ) = β−1
s ξ

1−α
2 e

βs−z
βsz A(ξ, βs)V (y, βs − z;µ2,−ξ). (1.10)

Используя (1.10), докажем, что
1) u2s|�=a2s+1 = u2s+1|�=a2s+1 ,
2) v2s+1|�=a2s+2 = v2s+2|�=a2s+2 , s = 0, . . . , p− 1.
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Тем самым мы покажем непрерывность решения в QT , если оно существует.
Ограничимся доказательством равенства 1, равенство 2 доказывается анало-
гично. Надо показать, что

∞∫
0

�α(x, ξ, a2s+1 − a2s)V (y, a2s+1 − a2s;φ2s, ξ) dξ

=
∞∫
0

�α(x, ξ, a2s+2 − a2s+1)V (y, a2s+2 − a2s+1;φ2s+2, ξ) dξ. (1.11)

В (1.10) возьмем z = a2s+2 − a2s+1 = a2s+1 − a2s. Имеем

V (y, a2s+1 − a2s;φ2s, ξ) = β−1
s ξ

1−α
2 A(ξ, βs)V (y, 0;ψ2s+1,−ξ)

= V (y, a2s+2 − a2s+1;ψ2s+1,−ξ), (1.12)

откуда и следует (1.11).

4. Вернемся к задаче 1.
Единственность. Пусть φ0 = 0, тогда u0 = 0 и в силу (1.12) v0 = 0.

Продолжая этот процесс, получим, что u = 0 в QT .
Существование. Обозначим через ∂tC2

x,y(Rn+1 × GT ) множество функ-
ций, имеющих непрерывные производные по t первого порядка и непрерыв-
ные вторые производные по x, y1, . . . , yn. Пусть φ0 ∈ ∂tC2

x,y(Rn+1 × �), тогда
u0 ∈ ∂tC2

x,y(Q
+
0 ). В силу зависимости функций u0 и v0 при x = 0 можно пока-

зать, что v0 ∈ ∂tC2
x,y(Q

−
0 ). Продолжая этот процесс, найдем решение, где

uk ∈ ∂tC2
x,y(Q

+
k ), vk ∈ ∂tC2

x,y(Q
−
k ), k = 0, . . . , 2p− 1.

§ 2. Задача 2

1. Постановка задачи. В области Q = R × (0 < t < ∞) рассмотрим
полосы Qk = R× (ak < t < ak+1), k = 0, . . . , 2p− 1, 0 = a0 < a1 < · · · < a2p = T .
Рассмотрим уравнение

n∏
s=1

(
(−1)k

∂

∂t
+ αs(−1)m

∂2m

∂x2m

)
u = 0 в QT =

2p−1∑
k=0

Qk, (2.1)

где 0 < α1 < α2 < · · · < αn и αk 6= αs при k 6= s.
Обозначим через uk значение искомой функции u в Qk. Требуется найти

функцию u в QT , которая удовлетворяет:
1) в области Qk уравнению (2.1),
2) одному из начальных условий

∂su0

∂ts

∣∣∣∣
t=0

= φs(x), s = 0, . . . , n− 1,

∂su2p−1

∂ts

∣∣∣∣
t=a2p

= ψs(x), s = 0, . . . , n− 1,
(2.2)

3) условиям склеивания

∂iu2k

∂ti

∣∣∣∣
t=a2k+1

= (−1)i
∂iu2k+1

∂ti

∣∣∣∣
t=a2k+1

, i = 0, . . . , n− 1, k = 0, . . . , p− 1. (2.3)
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2. Единственность. Пусть φs = 0, s = 0, . . . , n − 1. Рассмотрим в Q0
функцию

v1 =
n∏

s=2

(
∂

∂t
+ αs(−1)m

∂2m

∂x2m

)
u0.

Функция v1 является решением следующей задачи:

∂v1
∂t

+ α1(−1)m
∂2mv1
∂x2m = 0 в Q0, v1(x, 0) = 0,

т. е. v1 = 0 в Q0. Рассмотрим в Q0 функцию

v2 =
n∏

s=3

(
∂

∂t
+ αs(−1)m

∂2m

∂x2m

)
u0.

Так как v1 = 0, то v2 в Q0 будет решением задачи

∂v2
∂t

+ α2(−1)m
∂2mv2
∂x2m = 0 в Q0, v2(x, 0) = 0,

т. е. v2 = 0 в Q0. Продолжая эту процедуру, получим, что u0 = 0 в Q0.
Рассмотрим теперь в Q1 функцию

w1 =
n∏

s=2

(
∂

∂t
− αs(−1)m

∂2m

∂x2m

)
u1,

которая в Q1 в силу условий склеивания является решением следующей обрат-
ной задачи:

∂w1

∂t
− α1(−1)m

∂2mw1

∂x2m = 0 в Q1, w1(x, a1) = 0.

Ввиду единственности решения обратной задачи получаем w1 = 0 в Q1. Как и
выше, продолжая эту процедуру, получим u1 = 0 в Q1. В итоге u = 0 в QT .

3. Существование. Предположим, что φq ∈ H2(n−q)m+α(R), 0 < α < 1.
Если

a2s+2 − a2s+1 = a2s+1 − a2s, (2.4)
то решение задачи 2 существует и

uk ∈ H2nm+α(Qk).

Действительно, рассмотрим определитель

A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
γ1 γ2 . . . γn
. . . . . . . . . . . .
γn−1
1 γn−1

2 . . . γn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

где γs = (−1)m+1αs. Пусть Als — алгебраическое дополнение γsl , деленное на
A, т. е.

n∑
l=1

Alsγ
i
l = δis, i, s = 0, . . . , n− 1. (2.5)

В дальнейшем, не оговаривая особо, будем пользоваться следующим фактом:
функция

u =
∫
R

� (x− ξ, αlt)φ(ξ) dξ
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в области QT = (0 < t < T )× R является решением задачи

∂u

∂t
+ αl(−1)m

∂2mu

∂x2m в QT , u(x, 0) = φ(x), (2.6)

и если φ ∈ H2m+α(R), то u ∈ H2m+α(QT ). Здесь функция

� (x− ξ, αlt) =
∫
R

e−z
2mαlt cos(x− ξ)z dz

удовлетворяет уравнению (2.6). Уравнение (2.1) в Q2k имеет вид

n∏
s=1

(
∂

∂t
+ αs(−1)m

∂2m

∂x2m

)
u = 0, (2.7)

а в Q2k+1 —
n∏

s=1

(
∂

∂t
− αs(−1)m

∂2m

∂x2m

)
u = 0. (2.8)

В области Q2k (k = 0, . . . , p− 1) решение u = u2k возьмем в виде

u = u2k =
n−1∑
q=0

vqk(x, t),

где

vqk =
1
q!

n∑
l=1

Alqγ
q
l

∂

∂t

t∫
a2k

(t− τ)q
(∫

R

� (x− ξ, αl(τ − a2k))φq(ξ) dξ
)
dτ.

Если i ≤ q − 1, то

∂ivqk
∂ti

=
1

� (q − i)

n∑
l=1

Alqγ
q
l

t∫
a2k

(t− τ)q−i−1
(∫

R

� (x− ξ, αl(τ − a2k))φq(ξ) dξ
)
dτ.

Если i ≥ q, то, учитывая, что � удовлетворяет уравнению (2.6), и интегрируя
по частям, получаем

∂ivqk
∂ti

=
n∑
l=1

Alqγ
i
l

∫
R

� (x− ξ, αl(t− a2k))φ(2m(i−q))
q (ξ) dξ.

Из этих соотношений в силу (2.5) вытекает, что

∂ivqk
∂ti

∣∣∣∣
t=a2k

= φq(x)δiq. (2.9)

Кроме того, функции vqk являются решениями уравнения (2.7) в Q2k. В области
Q2k+1 (k = 0, . . . , p− 1) решение u = u2k+1 возьмем в виде

u = u2k+1 =
n−1∑
q=0

wqk(x, t),
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wqk = − 1
q!

n∑
l=1

Alqγ
q
l

∂

∂t

a2k+2∫
t

(τ − t)q
(∫

R

� (x− ξ, αl(a2k+2 − t))φq(ξ) dξ
)
dτ.

Как и выше, если i ≤ q − 1, то

∂iwqk

∂ti
=

(−1)i

� (q − i)

n∑
l=1

Alqγ
q
l

a2k+2∫
t

(τ−t)q−i−1
(∫

R

� (x−ξ, αl(a2k+2−τ))φq(ξ) dξ
)
dτ.

Если же i ≥ q, то

∂iwqk

∂ti
= (−1)i

n∑
l=1

Alqγ
i
l

∫
R

� (x− ξ, αl(a2k+2 − t))φ(2m(i−q))
q (ξ) dξ.

Из этих равенств заключаем, что

(−1)i
∂iwqk

∂ti

∣∣∣∣
t=a2k+2

= φq(x)δiq. (2.10)

Кроме того, функции wqk являются решениями уравнения (2.8). Нетрудно ви-
деть, что в силу (2.4) условия склеивания (2.3) выполнены.
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