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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

СЕТЕЙ ЛОТЦА ––– РАБИГЕРА

И МАРТИНГАЛЬНЫХ СЕТЕЙ
Э. Ю. Емельянов

Аннотация. С помощью теоремы 1 о сходимости из [1] доказаны результаты, от-
носящиеся к LR- и M -сетям. Предложен единый подход к LR- и M -сетям, являю-
щимся двумя крайними видами асимптотических абелевых сетей.
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1. Введение

Начнем с небольшого общего обсуждения. В основной части работу мы
будем иметь дело с LR- и M -сетями, сначала обратимся к некоторому важному
обобщению этих сетей. Это сделает более прозрачным и естественным рассмот-
рение LR- и M -сетей.

1.1. Сети непрерывных функций. Пусть � = (�,�) — частично упо-
рядоченное направленное множество. Пусть X = (X, τ) — топологическое про-
странство. Обозначим через C(X,X) множество непрерывных функций, отоб-
ражающих X в X, и через N C (X) = N C �(X) — множество всех сетей в
C(X,X), индексированных множеством �. Множество N C (X) снабжено сле-
дующей естественной операцией:

F • G := (fλ ◦ gλ)λ∈� (F = (fλ)λ∈�, G = (gλ)λ∈� ∈ N C (X)),

о которой будем говорить как о поточечной композиции сетей F и G .
Функцию f ∈ C(X,X) будем отождествлять с сетью f := (fλ)λ∈� такой, что

fλ = f для всех λ ∈ �, если это не приведет к недоразумениям. Вложение f 7→ f
сохраняет операцию композиции в том смысле, что если h = f ◦ g в C(X,X), то
h = f • g в N C (X).

Очевидно, N C (X) — полугруппа относительно операции •. Сеть id, где
id(x) = x для всех x ∈ X, является единицей этой полугруппы. После отож-
дествления функций с сетями C(X,X) становится подполугруппой в N C (X).

Пусть x ∈ X. Тогда для сети F = (fλ)λ∈� ∈ N C (X) сеть (fλ(x))λ∈�
элементов из X называют орбитой F с началом в x.

1.2. Асимптотическая эквивалентность сетей. Для сети (xλ)λ∈� в X
и элемента x ∈ X будем писать τ - lim

λ→∞
xλ = y или xλ

τ→ y, если сеть (xλ)λ∈�
сходится к x топологически, т. е. для любой окрестности U точки x существует
λU ∈ � такое, что xλ ∈ U для всех λ � λU .
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Как можно асимптотически описать и изучить N C (X)? Для этих це-
лей необходимо понятие асимптотической эквивалентности между элемента-
ми N C (X). Есть по крайней мере два подхода к этому понятию, основан-
ные на различных возможностях сравнения орбит сетей из N C (X). Пусть
F = (fλ)λ∈� и G = (gλ)λ∈� — такие сети.

Первая возможность сравнения орбит F и G появляется, если разность
любых двух элементов a, b ∈ X существует как элемент из X. Это тот слу-
чай, когда (X, τ) — топологическая группа. Обозначим групповую операцию
на X через + и единичный элемент в X — через 0. Будем говорить, что F
асимптотически эквивалентна G , если

τ - lim
λ→∞

(fλ(x)−gλ(x)) = 0 (∀x ∈ X). (1)

Вторая возможность основана на том, что мы можем сравнивать близость
между двумя точками из X равномерно, например, если τ — равномеризуемая
топология на X (т. е. топология равномерного пространства (X,U )). Тогда
говорят, что сеть F асимптотически эквивалентна G , если для любых x ∈ X,
V ∈ U найдется λV ∈ � такое, что

(fλ(x), gλ(x)) ∈ V (∀λ � λV ). (2)

В обоих случаях будем писать F
a
≈ G , если F асимптотически эквивалент-

но G . Легко видеть, что
a
≈ — отношение эквивалентности на N C (X). Говорят,

что сеть F = (fλ)λ∈� асимптотически эквивалентна функции f ∈ C(X,X), и
пишут F

a
≈ f , если F

a
≈ f . Запись F

a
≈ f в точности означает, что сеть (fλ)λ∈�

сходится к функции f поточечно.

1.3. Асимптотически абелевы сети. Будем говорить, что сетьF асимп-
тотически коммутирует с сетью G , если

F • G
a
≈ G •F ,

и что сеть H ∈ N C (X) асимптотически коммутирует с функцией f ∈
C(X,X), если H • f

a
≈ f •H . Сеть F = (fλ)λ∈� назовем асимптотически

абелевой, если
F • fµ

a
≈ fµ •F

для каждого µ ∈ �. Разумеется, любое множество, состоящее из попарно комму-
тирующих функций, асимптотически абелево. Однако сеть может быть асимп-
тотически абелева независимо от попарной коммутативности ее элементов. На-
пример, возьмем две некоммутативные линейные изометрии S и T евклидова
пространства R3 и рассмотрим сеть N2

+, снабженную покоординатным поряд-
ком. Тогда сеть H = (H(n,m))(n,m)∈N2

+
, где H(n,m) = 2

nmS
n−1 ◦ Tm−1, неком-

мутативна, так как она содержит S = H(2,1) и T = H(1,2). Однако сеть H
асимптотически абелева, поскольку H •H(n0,m0)

a
≈ 0

a
≈ H(n0,m0) •H для всех

(n0,m0) ∈ N2
+.

1.4. Два крайних случая асимптотически абелевых сетей. В дан-
ной работе мы изучаем асимптотически абелевы сети, скажем, F = (fλ)λ∈�,
удовлетворяющие одному из следующих двух крайних условий:

fµ •F
a
≈ fµ

a
≈ F • fµ (∀µ ∈ �), (3)
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fµ •F
a
≈ F

a
≈ F • fµ (∀µ ∈ �). (4)

Грубо говоря, идея (3) в том, что сеть F асимптотически поглощается каж-
дым своим элементом, а идея условия (4) в том, что сеть F асимптотически
поглощает каждый свой элемент.

Отметим, что если сеть F удовлетворяет условию (3), то

h •F
a
≈ h

a
≈ F • h

для любой функции h из полугруппы SG(F ), порожденной элементами сети F
в C(X,X). Если F удовлетворяет (4), то

h •F
a
≈ F

a
≈ F • h

для любого h ∈ SG(F ).

1.5. Сети непрерывных функций на компактном метрическом про-
странстве. Проиллюстрируем полезность условий (3) и (4), доказав следующее
изящное элементарное утверждение.

Предложение 1. Пусть X = (X, ρ) — компактное метрическое простран-
ство и F = (fλ)λ∈� — эквинепрерывная сеть в N C (X), удовлетворяющая од-
ному из условий (3), (4). Тогда F равномерно сходится к некоторой функции
f ∈ C(X,X) такой, что f ◦ f = f .

Доказательство. Допустим, что F не сходится равномерно. Тогда по
теореме Арцела — Асколи существуют две подсети F1 = (fλα)α и F2 = (fλβ )β
в F , равномерно сходящиеся при α → ∞ и β → ∞ к функциям φ ∈ C(X,X) и
ψ ∈ C(X,X) соответственно, и φ 6= ψ.

Если сеть F удовлетворяет условию (3), то для любых µ ∈ �, x ∈ X

ρ(fµ ◦ fλα(x), fµ(x)) → 0 и ρ(fλα ◦ fµ(x), fµ(x)) → 0

при α→∞. Переход к пределу дает равенство

fµ ◦ φ = φ ◦ fµ = fµ (∀µ ∈ �). (3a)

Переходя к пределу в (3a) при µ = λβ →∞, получим

ψ ◦ φ = φ ◦ ψ = ψ. (3b)

Поменяв местами подсети F1 и F2 и их пределы φ и ψ в (3a) и (3b), приходим
к тому, что

φ ◦ ψ = ψ ◦ φ = φ,

что противоречит (3b), ибо ψ 6= φ. Стало быть, F сходится равномерно к
функции φ. Переходя к пределу в (3a) при µ = λα → ∞, имеем φ ◦ φ = φ, и
доказательство завершено в случае, если F удовлетворяет (3).

Если сеть F удовлетворяет условию (4), то для любых µ ∈ �, x ∈ X

ρ(fµ ◦ fλα(x), fλα(x)) → 0 и ρ(fλα ◦ fµ(x), fλα(x)) → 0

при α→∞ по �. Переходя к пределу при α→∞, получаем

fµ ◦ φ = φ ◦ fµ = φ (∀µ ∈ �). (4a)

Переход к пределу в (4a) при µ = λβ →∞ дает

ψ ◦ φ = φ ◦ ψ = φ. (4b)
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Поменяв местами подсети F1 и F2 и их пределы φ и ψ в (4b), приходим к тому,
что

φ ◦ ψ = ψ ◦ φ = ψ.

Это противоречит (4b), ибо ψ 6= φ. Тем самым F сходится равномерно к функ-
ции φ. Переходя к пределу в (4a) при µ = λα → ∞, получаем φ ◦ φ = φ, и
утверждение доказано, если F удовлетворяет (4).

Итак, F сходится равномерно к идемпотентной функции в обоих случаях.
В настоящей работе проиллюстрировано, каким образом вышеупомянутые

асимптотические понятия работают в случае линейных операторов на банахо-
вом пространстве. Этот весьма частный случай содержит обилие интересных
структур из теории операторов и снабжает нас многими хорошо изученными
примерами сетей, относящихся к данной работе.

2. Операторные сети на банаховом пространстве

2.1. Определения и обозначения. Пусть X — банахово пространство,
являющееся топологической группой относительно топологии, определяемой
нормой τ := τ‖·‖. Два данных в (1) и (2) определения подходят для сетей в
N C (X). Обозначим через L(X) алгебру всех ограниченных операторов на X.
Далее мы будем, естественно, рассматривать сети (с множеством индексов �),
состоящие из операторов алгебры L(X), представляющих собой непрерывные
функции из X в X. Множество всех таких сетей обозначим через N L (X) и
элементы множества N L (X) будем называть операторными сетями. Будем
использовать терминологию и обозначения из введения, заменяя C(X,X) на
L(X) и N C (X) на N L (X). Отметим, что N L (X) является алгеброй отно-
сительно операции поточечного сложения

(Tλ)λ∈� + (Sλ)λ∈� = (Tλ + Sλ)λ∈�

и операции •, определенной во введении. Банахова алгебра L(X) становит-
ся подалгеброй N L (X), если отождествить операторы с сетями следующим
образом: T = T = (T )λ∈�. Семейство {U ∈ N L (X) : U

sa
≈ 0} всех оператор-

ных сетей, сильно сходящихся к нулю, является векторным подпространством
в N L (X), но в общем случае это не алгебраический идеал.

Определение 1. Пусть U = (Uλ)λ∈� и V = (Vλ)λ∈� — операторные сети
на X.

(i) Будем говорить, что U сильно асимптотически эквивалентна V , и
писать U

sa
≈ V , если

lim
λ→∞

‖Uλx− Vλx‖ = 0 (∀x ∈ X). (5)

(ii) Будем говорить, что U равномерно асимптотически эквивалентна V ,
и писать U

ua
≈ V , если

lim
λ→∞

‖Uλ − Vλ‖ = 0. (6)

Определение 1 согласуется с определением асимптотической эквивалентно-
сти, данным во введении. Действительно, в случае сильной асимптотической эк-
вивалентности они даже совпадают. Для равномерной эквивалентности можно
заметить, что сети U и V суть сети на нормированном пространстве (L(X), ‖·‖)
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за счет отождествления оператора T ∈ L(X) с оператором T̃ ∈ L(L(X)), дей-
ствующим на L(X) как левое умножение:

T̃ (S) = T ◦ S (S ∈ L(X)).

Легко увидеть, что (Uλ)λ∈�
ua
≈ (Vλ)λ∈� тогда и только тогда, когда (Ũλ)λ∈�

a
≈

(Ṽλ)λ∈� .

2.2. Сети Лотца — Рабигера и мартингальные сети. Условия (3) и (4)
применительно к операторным сетям (мы дополнительно требуем равномерную
ограниченность) приводят к следующему определению.

Определение 2. Равномерно ограниченная операторная сетьT = (Tλ)λ∈�
⊆ L(X) называется

(a) мартингальной сетью (для краткости M -сетью), если

Tµ •T
sa
≈ Tµ

sa
≈ T •Tµ (∀µ ∈ �); (7)

(b) сетью Лотца — Рабигера (для краткости LR-сетью), если

Tµ •T
sa
≈ T

sa
≈ T •Tµ (∀µ ∈ �). (8)

Это определение восходит к Лотцу, исследовавшему мартингальные сети
в [2] для специального случая � = N и назвавшему ихM -последовательностями,
и к Рабигеру, назвавшему LR-сети M -сетями в работе [3]. В данной статье бу-
дем использовать термин M -сеть в качестве обобщения M -последовательностей
в первоначальном смысле Лотца. Очевидный пример сети Лотца — Рабигера
дается любой операторной сетью T

sa
≈ 0. Другие примеры LR-сетей будут

предложены ниже. Следующее утверждение очевидно.

Предложение 2. Операторная сеть (Tλ)λ∈� ⊆ L(X) является LR-сетью
тогда и только тогда, когда сеть (I − Tλ)λ∈� представляет собой M -сеть.

Имея в виду предложение 2, можно выбирать, какое из этих двух понятий
исследовать. В настоящей работе мы предпочтем иметь дело с LR-сетями.

Для LR-сети T = (Tλ)λ∈� обозначим через �̂ множество �∪{λ0} при λ0 6∈ �
и распространим частичный порядок из � на �̂, полагая λ0 ≺ λ для любого
λ ∈ �. Пусть Tλ0 := I. Семейство T̂ = (Tλ)λ∈�̂ является LR-сетью, содержащей
тождественный оператор. Поскольку для LR-сетей мы будем интересоваться
исключительно свойствами асимптотического характера (т. е. при λ → ∞),
можно считать, что любая LR-сеть включает в себя тождественный оператор.

В общем случае LR-сети далеки от операторных полугрупп, хотя некоторые
операторные полугруппы являются LR-сетями и некоторые LR-сети представ-
ляют собой операторные полугруппы.

Следующее полезное утверждение вытекает непосредственно из определе-
ния LR-сети.

Предложение 3. Пусть T = (Tλ)λ∈� — LR-сеть на X и co(semigroup(T ))
— сильное замыкание выпуклой оболочки мультипликативной полугруппы, по-
рожденной T в L(X). Тогда

(C ◦ Tλ ◦D)λ∈�
sa
≈ (Tλ)λ∈� (∀C,D ∈ co(semigroup(T ))).

В частности,(
Tλ ◦ T kµ

)
λ∈�

sa
≈ (Tλ)λ∈�

sa
≈

(
T kµ ◦ Tλ

)
λ∈� (∀k ∈ N, µ ∈ �).
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В общем случае операторная сеть � , сильно асимптотически эквивалентная
LR-сети T , не обязательно является LR-сетью, хотя � может разделять с T
ряд асимптотических свойств. Это замечание приводит к следующему понятию.

Определение 3. Операторная сеть � ⊆ L(X) называется асимптотиче-
ской LR-сетью (для краткости ALR-сетью), если найдется LR-сеть T такая,
что �

sa
≈ T .

2.3. Примеры LR- и M-сетей. В следующем разделе мы изучим неко-
торые вопросы, касающиеся сходимости LR-сетей. Но прежде дадим несколько
примеров мартингальных сетей и сетей Лотца — Рабигера, подчеркивающих
важность этих понятий.

Пример 1. Весьма простые примеры может дать рассмотрение произволь-
ной непрерывной полугруппы (Tt)t∈(0,∞) ⊆ L(X), ограниченной на непустом
интервале (0, a) значений t. В качестве направленного множества � возьмем
интервал (0, a), снабженный порядком≤∗, т. е. обратным к обычному на R, и по-
ложим T := (Tt)t∈(0,a)≤∗ . Тогда сильная непрерывность полугруппы (Tt)t∈(0,∞)
приводит в точности к условию (7) определения 2 для операторной сети T .
Стало быть, T — M -сеть.

Пример 2 [2, 3]. Пусть T ∈ L(X) — сжимающее отображение (т. е. ‖T‖ ≤ 1).

Тогда последовательность
(
AT
n

)∞
n=1 чезаровских средних AT

n := 1
n

n−1∑
k=0

T k явля-

ется LR-сетью.
В качестве обобщения можно взять систему (Aλ)λ∈� почти инвариантных

интегралов в смысле Эберлейна [4] для операторной полугруппы S (S -эргоди-
ческую сеть в современной терминологии [5, с. 75]). Тогда (Aλ)λ∈� — LR-сеть.

Пример 3. Пусть (Ht)t≥0 — C0-полугруппа ядерных операторов, действу-
ющих на пространстве L1(R) следующим образом:

(Htf)[x] = (4πt)−1/2

∞∫
−∞

exp
[
−(x− y)2

4t

]
f(y) dy (∀x ∈ X, t ∈ R+).

Эти операторы дают решение u(t, x) = (Htf)[x] уравнения теплопроводности на
числовой прямой:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2 с начальным условием u(0, x) = f(x).

Тогда (Ht)t≥0 — LR-сеть.
В более общем случае любая однопараметрическая полугруппа вполне пе-

ремешивающих марковских операторов на L1-пространстве (см. [5, с. 254]) яв-
ляется LR-сетью.

Пример 4 [2]. Пусть (�,�, µ) — вероятностное пространство и 1 ≤ p ≤ ∞,
и пусть X = Lp(�,�, µ). Пусть (�n)∞n=1 — возрастающая последовательность
σ-подалгебр �. Для каждого f ∈ X пусть Cnf ∈ X — условное математиче-
ское ожидание f относительно �n. Тогда последовательность (Cn)∞n=1 ⊆ L(A)
является коммутативной M -сетью.

Пример 5 [6]. Обозначим через � = Pfin(N) направленное частично упо-
рядоченное множество всех непустых конечных подмножеств N. Пусть дано
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π ∈ �. Определим локальный оператор усреднения Aπ : `∞ → `∞, полагая

(Aπx)k = (Aπx)(k) :=

{
xk, k 6∈ π,
card(π)−1 ·

∑
i∈π

xi, k ∈ π.

Тогда операторная сеть (Aπ)π∈� на `∞ является LR-сетью.
Пример 6. Пусть A = (A, ∗, ‖·‖) — банахова алгебра. Изометрично вложим

A в L(A) следующим образом:

π(a)(x) := a ∗ x (∀x ∈ A).

Тогда для любой аппроксимативной единицы (eλ)λ∈� в (A, ∗, ‖ · ‖), т. е. равно-
мерно ограниченной сети такой, что lim

λ→∞
eλ ∗a = lim

λ→∞
a ∗ eλ = a для всех a ∈ A,

операторная сеть (π(eλ))λ∈� ⊆ L(X) является M -сетью.
Другие примеры LR-сетей и мартингальных сетей можно найти в [2, 3].

3. Теорема сходимости для сетей Лотца — Рабигера

3.1. Теорема сходимости. Следующая теорема сходимости восходит
к Лотцу [2], доказавшему ее для мартингальных последовательностей, а также
к Рабигеру [3, предложение 2.3], анонсировавшему его внутри доказательства
эквивалентности условий (i)–(iii) в теореме 1 для произвольных LR-сетей. Пол-
ное доказательство этой теоремы опубликовано в [1, предложение 1.2, теоре-
ма 2.1, 3.1] автором совместно с Эркурсун.

Теорема 1. Пусть T = (Tλ)λ∈� — LR-сеть на банаховом пространстве X.
Тогда следующие утверждения равносильны:

(i) T сходится сильно; в таком случае сильный предел сети T является
проекцией на фиксированное пространство Fix(T ) в T ;

(ii) для любого x ∈ X сеть (Tλx)λ∈� имеет слабую точку сгущения;
(iii) имеет место равенство

X = Fix(T )⊕
⋃
λ∈�

(I − Tλ)X; (9)

(iv) Fix(T ) разделяет фиксированное пространство Fix(T ∗) сопряженной
сети T ∗ := (T ∗λ )λ∈� .

Формула, несколько более слабая, чем (9), доказана в [1, предложение 1.2],
а именно

X = Fix(�)⊕ span
⋃
λ∈�

(I − Tλ)X. (10)

Однако (10) влечет (9) непосредственно. В самом деле, пусть x = (I − Tλ1)u и
y = (I − Tλ2)w из

⋃
λ∈�

(I − Tλ)X. Так как (Tλ ◦ (I − Tµ))λ∈�
sa
≈ 0 для каждого

µ ∈ �, согласно (8) получаем

lim
λ→∞

‖x− (I − Tλ)x‖ = lim
λ→∞

‖Tλx‖ = 0, lim
λ→∞

‖y − (I − Tλ)y‖ = lim
λ→∞

‖Tλy‖ = 0.

Поэтому

x+ y = lim
λ→∞

(I − Tλ)(x+ y) ∈
⋃
λ∈�

(I − Tλ)X.
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С помощью аппроксимации находим, что последняя формула справедлива для
произвольных x, y ∈ span

⋃
λ∈�

(I − Tλ)X. Отсюда

span
⋃
λ∈�

(I − Tλ)X =
⋃
λ∈�

(I − Tλ)X.

Отметим, что эквивалентность утверждений (i)–(iii) для S -эргодических
сетей доказана Эберлейном [4]. Эквивалентность утверждения (iv) другим
утверждениям, по существу, установлена в [7], где она найдена для последо-
вательности чезаровских средних оператора.

Следующее утверждение для ALR-сетей очевидно.

Следствие 1. Пусть (Uλ)λ∈� — ALR-сеть на банаховом пространстве X.
Тогда следующие утверждения равносильны:

(i) (Uλ)λ∈� сильно сходится к проекции;
(ii) для каждого x ∈ X сеть (Uλx)λ∈� имеет слабую точку сгущения.
3.2. Наследование сильной сходимости при мажорировании. В ка-

честве первого применения теоремы сходимости рассмотрим наследование силь-
ной сходимости LR-сетей при мажорировании. Допустим, что конус положи-
тельных элементов в упорядоченном банаховом пространстве X порождающий,
т. е. X = X+ −X+.

Определение 4 [8, определение 10]. Упорядоченное банахово простран-
ство X называют идеально упорядоченным, если любой порядковый интервал
[x, y] ⊆ X слабо компактен и для любой сети (xλ)λ∈� ⊆ X+ такой, что
lim
λ→∞

‖xλ − y‖ = 0, справедливо

lim
λ→∞

dist([0, xλ], [0, y]) = 0. (11)

Многие известные банаховы пространства такие, как банаховы решетки с по-
рядково непрерывной нормой, и предсопряженные к алгебрам фон Неймана,
идеально упорядоченны (см. [9, разд. 2.1, 3.1]).

Теорема 2. Пусть X — идеально упорядоченное банахово пространство и
T = (Tλ)λ∈�, S = (Sλ)λ∈� — операторные сети такие, что

0 ≤ Sλx ≤ Tλx (∀x ∈ X+).

Если S — LR-сеть и T сильно сходится, то S сильно сходится.

Доказательство. Пусть z ∈ X+ и Tλz
‖·‖→ y. Тогда согласно (11)

lim
λ→∞

dist([0, Tλz], [0, y]) = 0,

откуда lim
λ→∞

dist(Sλz, [0, y]) = 0. Сеть (Sλz)λ∈� имеет слабую точку сгуще-

ния, ибо порядковый интервал [0, y] слабо компактен. Стало быть, для любо-
го элемента x ∈ X, всегда являющегося разностью двух положительных, сеть
(Tλx)λ∈� имеет слабую точку сгущения. По теореме 1 отсюда вытекает сильная
сходимость S .

Теорема 2 доказана в [10, теорема 1.1] для LR-сети чезаровских средних
на банаховой решетке с порядково непрерывной нормой. Затем в [3, предложе-
ние 2.4] этот результат был распространен на произвольные LR-сети на банахо-
вых решетках с порядково непрерывной нормой. Впоследствии в [8, теорема 13]
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условие порядковой непрерывности нормы было ослаблено до предположения
идеальной упорядоченности. Отметим, что теорема 2 остается верной, если
потребовать, чтобы S было лишь ALR-сетью. Более того, она допускает непо-
средственное распространение на случай, когда сеть T = (Tλ)λ∈� асимптотиче-
ски мажорирует (в смысле [11, с. 636]) положительную ALR-сеть S = (Sλ)λ∈�,
т. е.

lim sup
λ→∞

dist(Tλx− Sλx,X+) = 0 (∀x ∈ X+).

3.3. Констрикторы операторных сетей. Для дальнейших приложений
теоремы сходимости нам понадобится следующее

Определение 5. Пусть T = (Tλ)λ∈� — операторная сеть на банаховом
пространстве X. Подмножество A ⊆ X называют констриктором T , если

lim
λ→∞

dist(Tλx,A) = 0 (∀x ∈ BX), (12)

где BX — единичный шар в X. Обозначим семейство всех констрикторов T
через Con(T ).

Это понятие впервые появилось в [12] применительно к однопараметриче-
ской дискретной марковской полугруппе. В последние два десятилетия понятие
констриктора абелевой полугруппы линейных операторов на банаховом про-
странстве изучалось многими авторами (соответствующие результаты и даль-
нейшие ссылки см. в [9, 13]). Заметим, что понятие констриктора асимптоти-
ческое в том смысле, что Con(U ) = Con(T ) при U

sa
≈ T .

Теорема 3. Всякая LR-сеть, содержащая слабо компактный оператор,
сильно сходится.

Доказательство. Пусть T = (Tλ)λ∈� — LR-сеть на банаховом простран-
стве X и Tλ0 слабо компактен. Положим M := supλ∈� ‖Tλ‖. Пусть x ∈ BX .
Тогда

lim
λ→∞

dist(Tλx, Tλ0(M ·BX)) = 0,

так как ‖Tλx − Tλ0 ◦ Tλx‖ → 0 при λ → ∞ и Tλx ∈ M · BX для любого λ.
Поэтому сильное замыкание Tλ0(M ·BX) множества Tλ0(M ·BX) является слабо
компактным констриктором T . Значит, для каждого x ∈ X сеть (Tλx)λ∈�
имеет слабую точку сгущения. Сильная сходимость T следует из теоремы 1.

3.4. Теорема расщепления для ALR-сетей с компактным констрик-
тором. Следующий результат надлежит рассматривать как вариант теоремы
Ласота — Ли — Йорке — Фона — Сайна (см. [9, теорема 1.3.3]) для ALR-сетей.

Теорема 4. Пусть T = (Tλ)λ∈� ⊆ L(X) — ALR-сеть на банаховом про-
странстве X с компактным констриктором. Тогда T сильно сходится к проек-
тору конечного ранга.

Доказательство. Пусть A — компактный констриктор T и T ′ — LR-
сеть такая, что T ′ sa≈ T . Тогда множество A также является констриктором
T ′. Согласно определению констриктора ввиду компактности A каждая орбита
T ′ и, стало быть, каждая орбита T имеют сильную (а значит, и слабую) точку
сгущения. В силу следствия 1 обе сети T и T ′ сильно сходятся (к проектору
на фиксированное пространство Fix(T ′) ⊆ X в T ′). Так как A компактен и
BFix(T ′) = BX ∩ Fix(T ′) ⊆ A, замкнутый единичный шар Fix(T ′) компактен.
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Стало быть, dim(Fix(T ′)) <∞, и обе сети T ′ и T сильно сходятся к проектору
конечного ранга.

Отметим, что компактность констриктора A сети T в теореме 4 нельзя
заменить условием, что A = K + εBX , где K компактен и 0 ≤ ε < 1. В ка-
честве примера можно взять LR-сеть чезаровских средних оператора T1 из [9,
пример 1.3.8] на банаховом пространстве c0 исчезающих последовательностей.
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