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ВАРИАЦИОННЫЙ И АСИМПТОТИЧЕСКИЙ

МЕТОДЫ ПОИСКА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

ПОД ПОРОГОМ НЕПРЕРЫВНОГО СПЕКТРА

С. А. Назаров

Аннотация. На примере смешанной краевой задачи для оператора Гельмгольца
обсуждаются два метода поиска собственных чисел под порогом непрерывного спек-
тра: вариационный и асимптотический. Построена асимптотика собственного чис-
ла, возникающего около порога при появлении в цилиндрическом волноводе малого
препятствия. Полученная асимптотическая формула, ее вывод и обоснование су-
щественно отличаются от случая ограниченной области.

Ключевые слова: собственные числа, дискретный спектр, волновод, уравнение
Гельмгольца, ловушечные моды.

1. Постановка спектральной задачи

Пусть ω — область в евклидовом пространстве Rn−1 с липшицевой границей
∂ω и компактным замыканием ω = ω ∪ ∂ω. Пусть, кроме того, � — компакт
положительного объема, лежащий в замыкании n-мерного цилиндра � = ω×R,
и � = � \ � — область в Rn с липшицевой границей (рис. 1). Рассмотрим
спектральную смешанную краевую задачу:

−�xu(x) = λu(x), x ∈ �, (1)

u(x) = 0, x ∈ � = ∂� \ �, (2)

∂νu(x) = 0, x ∈ � = � ∩ ∂� = ∂� \ � , (3)

где �x = �y + ∂2
z и �y — операторы Лапласа в переменных x = (y, z) и

y = (y1, . . . , yn−1) соответственно, ∂z = ∂/∂z, z = xn, ∂ν — производная вдоль
внешней нормали и λ — спектральный параметр. Из-за возможного сингуляр-
ного поведения решений вблизи особенностей границы задачу (1)–(3) следует
понимать как интегральное тождество [1]

(∇xu,∇xv)� = λ(u, v)�, v ∈
◦

H1(�; � ), (4)

в котором ∇x = gradx, ( , )� — натуральное скалярное произведение в про-

странстве Лебега L2(�), а
◦

H1(�; � ) — подпространство функций из соболевского
класса H1(�), удовлетворяющих условию Дирихле (2). Благодаря цилиндри-
ческому строению области � около бесконечности неравенство Фридрихса на
сечении ω и в усеченной области

�(T ) = {x ∈ � : |z| < T } (5)
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Рис. 1.

(ср. далее формулы (25) и (26)) обеспечивает соотношение

‖u;L2(�)‖ ≤ c�‖∇xu;L2(�)‖, u ∈
◦

H1(�; � ), (6)

а значит, левая часть (4) может быть назначена скалярным произведением в

гильбертовом пространстве H =
◦

H1(�; � ). Более того, она представляет собой
положительно определенную замкнутую симметричную квадратичную форму
в H . Таким образом, теория Бирмана — Вишика — Крейна (см. [2, гл. 10] и
ср. [3]) ставит в соответствие вариационной задаче (4) (или дифференциальной
задаче (1)–(3)) самосопряженный полуограниченный снизу оператор A в про-

странстве L2(�). Из-за бесконечности области вложение
◦

H1(�; � ) ⊂ L2(�) не
является компактным, т. е. в силу теоремы 10.1.5 из [2] спектр σ оператораA не может быть дискретным, причем согласно [2, § 10.1] его нижняя грань σ
вычисляется по формуле

σ = inf
u∈H \{0}

‖∇xu;L2(�)‖2

‖u;L2(�)‖2
. (7)

Замечание 1. Обращаем внимание на удобство теории Бирмана — Ви-

шика — Крейна: в правой части (7) фигурирует все пространство
◦

H1(�; � ), а
не более узкая область определения D(A ) оператора A , которая может быть
устроена весьма сложно из-за допускаемых особенностей границы. Если мно-
жества ω и � ограничены гладкими поверхностями и к тому же препятствие

� лежит внутри (открытого) цилиндра �, то D(A ) = H2(�) ∩
◦

H1(�; � ), но
при наличии конических точек, ребер или линий смены типа краевого условия
область определения оператора оказывается шире (см., например, [4, 5]). ⊠

Как известно и нетрудно проверить, непрерывный спектр σc оператора A
совпадает с лучом [�1,+∞), причем в качестве порога �1 > 0 выступает первое
собственное число задачи Дирихле для оператора Лапласа на сечении цилиндра

(∇yU,∇y, V )ω = �(U, V )ω, V ∈
◦

H1(ω; ∂ω). (8)

Отвечающую �1 собственную функцию, положительную в ω и нормированную
в L2(ω), обозначим через U1. Дифференциальная форма записи задачи (8)
выглядит так:

−�yU(y) = �U(y), y ∈ ω, U(y) = 0, y ∈ ∂ω. (9)

В статьях [6, 7] разработан вариационный метод поиска собственных чи-
сел «под порогом» непрерывного спектра, т. е. на интервале (0, �1). Этот
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метод основан на следующем простом и часто применяемом наблюдении: ес-
ли оказалось, что σ < �1, то дискретный спектр σd оператора A непуст и, в
частности, λ1 = σ — наименьшее собственное число. Два главных технических
момента, состоящие в выборе специальных пробных функций в минимальном
принципе (7), будут пояснены в очередном пункте статьи, однако основная цель
данной работы — найти подоплеку возникающих достаточных условий (пред-
ложения 2 и 5) непустоты дискретного спектра и применить асимптотический
анализ [8, 9] в случае малого препятствия � ⊂ �. Упомянем публикации [10–15]
(см. обзоры [16, 17] для расширения списка), в которых предлагаются и приме-
няются другие приемы обнаружения элементов дискретного σd и точечного σp

спектров; при этом σd ⊂ σp и σp \ σd ⊂ σc.

2. Достаточное условие

существования дискретного спектра

Подставим в соотношение (6) пробную функцию uδ, зависящую от малого
параметра δ > 0:

uδ(x) = U1(y) exp(−δ|z|). (10)

Поскольку exp(−δ|z|) = 1 + O(δ) при x = (y, z) ∈ �, имеем

‖uδ;L2(�)‖2 =‖uδ;L2(�)‖2 − ‖uδ;L2(�)‖2

=δ−1‖U1;L2(ω)‖2 − ‖U1;L2(�)‖2 + O(δ),

‖∇xuδ;L2(�)‖2 =‖∇yuδ;L2(�)‖2 − ‖∇yuδ;L2(�)‖2 + δ2‖uδ;L2(�)‖2

=δ−1‖∇yU1;L2(ω)‖2 − ‖∇yU1;L2(�)‖2 + O(δ).

(11)

Вспомнив, что ‖∇yU1;L2(ω)‖2 = �1‖U1;L2(ω)‖2 = �1 в силу интегрально-
го тождества (8) и условия нормировки собственной функции U1, выводим из
соотношения (7) неравенства

σ ≤ δ−1�1 − ‖∇yU1;L2(�)‖2 + cδ

δ−1 − ‖U1;L2(�)‖2 − cδ

≤ �1 − 2δ(‖∇yU1;L2(�)‖2 − �1‖U1;L2(�)‖2) + Cδ2. (12)

Таким образом, при выполнении условия∫

�

D1(y) dydz > 0, (13)

в котором
D1(y) = |∇yU1(y)|2 − �1|U1(y)|2, (14)

найдется малое число δ > 0, обеспечивающее формулу

σ < �1 ⇒ λ1 = σ ∈ σd.

Иными словами, неравенство (13) дает достаточное условие существования дис-
кретного спектра.

Согласно интегральному тождеству (8) функция (14) обладает нулевым
средним по области ω, причем в силу принципа максимума неравенство D1 > 0
имеет место вблизи границы ∂ω, но D1 < 0 в окрестности точки максимума
функции U1 > 0. Если � ⊂ ω+ × R, где

ω± = {y ∈ ω : ±D1(y) > 0}, (15)

то условие (13) заведомо выполнено и, следовательно, σd 6= ∅.
Сформулируем результат.
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Рис. 3.

Предложение 2. Если справедливы неравенства (13), то дискретный

спектр σd оператора A (задачи (4)) непуст.

Поскольку подынтегральное выражение в (13) не зависит от переменной
z, для полученного достаточного условия непустоты дискретного спектра спра-
ведлив принцип Кавальери (см., например, [18]).

Пример 3. Пусть n = 2 и � = (0, 1) × R — полоса. Тогда

�1 = π2, U1(y) =
√

2 sin(πy), D1(y) = π2 cos(2πy).

Цилиндр ω+×R на рис. 2 тонирован, и в случае расположения препятствия (глу-
боко тонированная область) так, как показано на рис. 2(a), дискретный спектр
непуст, однако для препятствия на рис. 2(b) вариационный метод информации
о дискретном спектре не дает. ⊠

Пример 4. Пусть препятствие имеет вид

� = {(y, z) ∈ R2 : y ∈ [0, 1],−H−(y) ≤ z ≤ H+(y)}, (16)

где H± — непрерывные функции и H = H+ + H− ≥ 0, H 6= 0 (рис. 3). Теперь
условие (13) превращается в такое:

1∫

0

H(y) cos(2πy) dy > 0. (17)

Иными словами, для существования собственного числа λ1 ∈ (0, �1) достаточно,
чтобы был положителен только один из коэффициентов Фурье (17) функции
толщины фигуры (16). ⊠

Сама пробная функция (10) и схожие с (11), (12) выкладки применялись
неоднократно (см., например, [12]), однако основное нововведение вариацион-
ного метода [6, 7] — простой способ исследования межевого случая

∫

�

D1(y) dydz = 0. (18)
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Отметим, что прием [13] (см. также [19]) проверки существования ловушечной
моды в задаче о косом набегании волны на периодическую цепочку препят-
ствий требует усложненной конструкции пробной функции, приспособленной к
геометрии препятствий, а потому труден для обобщений и лишен изящества,
присущего собственно вариационному методу.

Предположим, что выполнено равенство (18), и возьмем какую-либо глад-
кую функцию v с компактным носителем. Для новой (по-прежнему веществен-
ной) пробной функции

uδ(x) = U1(y) exp(−δ|z|) + δ1/2v(x) (19)

продолжим вычисления (11):

‖∇xuδ;L2(�)‖2 =δ−1‖∇yU1;L2(ω)‖2 − ‖∇yU1;L2(�)‖2

+ 2δ1/2(∇yU1,∇yv)� + O(δ),

‖uδ;L2(�)‖2 =δ−1‖U1;L2(ω)‖2 − ‖U1;L2(�)‖2 + 2δ1/2(U1, v)� + O(δ).

(20)

Если σ = �1, то имеет место неравенство (см. [2, § 10.1])

�1‖uδ;L2(�)‖2 ≤ ‖∇xuδ;L2(�)‖2. (21)

Подставим соотношения (20) в левую и правую части (21) неравенства (20)
соответственно. Слагаемые порядка δ−1 сокращаются в силу интегрального
тождества (8). Следующие по порядку слагаемые также взаимно уничтожают-
ся благодаря предположению (18). Таким образом, убирая общий множитель
2δ1/2, обнаруживаем, что

(U1, v)� ≤ (∇yU1,∇yv)� + C(v)δ1/2. (22)

Поскольку носитель функции v компактен, при учете равенств (9) находим, что

�1

∫

�

v(x)U1(y) dx−
∫

�

∇yv(x) · ∇yU1(y) dx =

∫

�

v(x)∂νU1(y) dx. (23)

Если производная ∂νU1 отличается от нуля почти всюду на каком-то участке
поверхности �, то путем подбора пробной функции последний интеграл в (23)
можно сделать положительным и тем самым нарушить соотношение (22), а
значит, и неравенство (21) при малом δ > 0. Итак, обнаружено противоречие,
и тем самым установлено

Предложение 5. Если выполнено равенство (18) и производная ∂νU1 не

обращается в нуль почти всюду на поверхности �, то дискретный спектр σd

оператора A (задачи (4)) непуст.

z z

z
a) b) c)

Рис. 4.

Пример 6. Пусть � — трещина,
т. е. часть гладкой (n − 1)-мерной по-
верхности. Равенство (18) выполнено,
так как mesn � = 0. Производная ∂νU1

обращается в нуль всюду на берегах
�± разреза только в том случае, если

� — плоская трещина, перпендикулярная оси z (рис. 4(a)). Подчеркнем, что в
этом случае нетрудно убедиться в отсутствии дискретного спектра (ср. доказа-
тельство предложения 7). Если же плоская трещина расположена под острым
углом к оси цилиндра (рис. 4(b)) или ее поверхность искривлена (рис. 4(c)), то
предложение 5 обнаруживает ловушечную моду. ⊠
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3. Достаточное условие

отсутствия дискретного спектра

Утверждения из этого раздела в целом известны (ср. [10]) и приводятся
здесь исключительно для полноты картины.

Граница области (5) состоит из фрагментов �, � (T ) = {x ∈ � : |z| < T }, а
также цилиндрических сечений ω±(T ) = ω × {±T }. Рассмотрим спектральную
смешанную краевую задачу

(∇xw,∇xv)�(T ) = β(w, v)�(T ) , v ∈
◦

H1(�(T ); � (T )), (24)

и обозначим через β1 > 0 ее первое собственное число.

Предложение 7. σd ∩ (0,min{�1, β1}) = ∅.

Доказательство. Пусть число λ ∈ (0,min{�1, β1}) и нетривиальная

функция u ∈
◦

H1(�(T ); � (T )) удовлетворяют интегральному тождеству (4). По-
ложим v = u и проинтегрируем по z ∈ (−∞,−T ) ∪ (T,+∞) неравенство Фри-
дрихса на сечении ∫

ω

|∇yu(y, z)|2 dy ≥ �1

∫

ω

|u(y, z)|2 dy. (25)

Добавив к результату неравенство Фридрихса в области (5)∫

�(T )

|∇xu(x)|2 dx ≥ β1

∫

�(T )

|u(x)|2 dx, (26)

при учете тождества (4) получаем, что

λ

∫

�

|u(x)|2 dx =

∫

�

|∇xu(x)|2 dx ≥ min{�1, β1}
∫

�

|u(x)|2 dx.

Пришли к противоречию. Предложение доказано. ⊠

Из предложения 7 вытекает, что в случае β1 ≥ �1 оператор A не имеет
спектра на отрезке (0, �1) и, в частности, σd = ∅.

Пример 8. В прежних условиях рассмотрим задачу Дирихле

−�xu(x) = λu(x), x ∈ �, u(x) = 0, x ∈ ∂�. (27)

Пусть β1 — первое собственное число аналогичной (24) смешанной краевой за-
дачи

(∇xw,∇xv)�(T ) = β(w, v)�(T ), v ∈
◦

H1(�(T ); ∂�(T ) \ (ω+(T ) ∪ ω−(T )),

а w1 — соответствующая собственная функция. Нетрудно усмотреть, что �1 —
собственное число и x 7→ U1(y) — собственная функция смешанной краевой
задачи для оператора Лапласа в ограниченном цилиндре �(T ) = ω × (−T, T )
с краевым условием Дирихле на боковой поверхности ̟(T ) = ∂ω × (−T, T ) и
условиями Неймана на торцах ω±(T ). Поскольку U1 > 0, �1 — первое собствен-
ное число этой спектральной задачи. Таким образом, согласно формуле Рэлея
находим

�1 = inf
u∈

◦

H1(�(T );̟(T ))\{0}

‖∇xu;L2(�(T ))‖2

‖u;L2(�(T ))‖2
≤ ‖∇xw1;L2(�(T ))‖2

‖w1;L2(�(T ))‖2
≤ β1,

при этом функция w1 продолжена нулем с �(T ) на �(T ). Итак, прежние доводы
показывают, что операторAD задачи Дирихле (27) не имеет спектра левее точки
�1 = min{�1, β1}, а значит, у него вообще нет дискретного спектра. ⊠
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4. Малое препятствие —

отсутствие дискретного спектра.

Пусть θ — область в Rn с липшицевой границей ∂θ и компактным замыка-
нием θ. Пусть, кроме того, x0 = (y0, 0) — точка внутри цилиндра �, ε ∈ (0, 1] —
малый параметр и

� = �ε = {x : ξ = ε−1(x− x0) ∈ θ}. (28)

При малом ε множество (28) лежит в �. Кроме того, в случае y0 ∈ ω+ при малом
ε выполнено условие (13) и, значит, σd 6= ∅ согласно предложению 2. Далее, в
частности, будет проверено, что включение y0 ∈ ω− (см. (15)) не гарантирует
отсутствия дискретного спектра.

В статье [20] (см. также [8, гл. 9]) установлено следующее асимптотическое
представление для собственного числа β1 = βε

1 задачи (24) в области �ε(T ) =
�(T ) \ �ε (конечный цилиндр с малой полостью):

βε
1 = �1 +

εn

2T

(
−

n−1∑

j,k=1

Mjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂U1

∂yk
(y0) + �1|U1(y

0)|2 mesn θ

)
+ O(εn+1).

(29)
Поясним формулу (29). Во-первых, отвечающая первому собственному числу
�1 собственная функция x 7→ (2T )−1/2U1(y) задачи (24) в конечном цилин-
дре �(T ) нормирована в пространстве L2(�(T )) (ср. пример 8). Во-вторых,
mesn θ — объем тела, а M(θ) = (Mjk(θ))nj,k=1 — матрица, ассоциированная с

тензором виртуальной массы [21, добавление G] и составленная из коэффици-
ентов в разложенияхWj(ξ) = −

n∑

k=1

Mjk(θ)
∂�

∂ξj
+ O(|ξ|−n), |ξ| → +∞, (30)

специальных решений внешней задачи Неймана

−�ξWj(ξ) = 0, ξ ∈ Rn \ θ, ∂NWj(ξ) = −Nj(ξ), ξ ∈ ∂θ. (31)

Здесь N = (N1, . . . , Nn) — единичный вектор внутренней (по отношению к θ)
нормали, определенный почти всюду на липшицевой поверхности ∂θ, � — фун-
даментальное решение оператора Лапласа,

�(ξ) =

{ −(2π)−1 ln |ξ| при n = 2,

((n− 2)|Sn−1|)−1|ξ|2−n при n ≥ 3,
(32)

а |Sn−1| — площадь поверхности единичной (n− 1)-мерной сферы Sn−1 ⊂ Rn.
Известно (см. [21], а также [20]), что матрица M(θ) симметрична, и спра-

ведливо представление

Mjk(θ) = (∇ξWj ,∇ξWk)Rn\θ + δj,k mesn θ, (33)

причем δj,k — символ Кронекера. Таким образом, матрица виртуальной массы
M(θ) есть сумма матрицы Грама P (θ), построенной по решениям W1, . . . ,Wn

задачи (31) при помощи скалярного произведения (∇ξ ·,∇ξ ·)Rn\θ и матрицы
In mesn θ, пропорциональной единичной матрице In размером n× n. В частно-
сти, M(θ) — заведомо положительно определенная матрица в случае mesn θ > 0
(см. далее п. 6).
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Из формулы (29) вытекает, что при y0 ∈ ωθ
−, где

ωθ
± =

{
y ∈ ω : ±Dθ

1(y
0) > 0

}
, (34)

Dθ
1(y

0) = D1(y
0)mesn θ +

n−1∑

j,k=1

Pjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂U1

∂yk
(y0), (35)

и при достаточно малом ε > 0 справедливо соотношение

βε
1 ≥ �1 −

εn

2T
Dθ

1(y
0) − Cεn+1 ≥ �1,

т. е. в силу предложения 7 дискретный спектр σd отсутствует. Подчеркнем, что
множество ω− \ ωθ

− имеет положительную меру

5. Малое препятствие —

возникновение дискретного спектра

Проверить наличие собственного числа ниже порога �1 при помощи асимп-
тотического метода гораздо сложнее, чем убедиться в его отсутствии. На пер-
вый взгляд кажется, что достаточно воспользоваться результатами из [20; 8,
гл. 9], построить асимптотику решения задачи

(∇xw,∇xv)�ε(T ) = β(w, v)�ε(T ), v ∈
◦

H1(�ε(T ); ∂�(T )),

вполне аналогичной задаче (24), и убедиться в том, что при y0 ∈ ωθ
+ (см. (34))

ее первое собственное число βε
1 строго меньше �1 для малого ε > 0. В этом слу-

чае формула (7) показывает, что дискретный спектр задачи (24) в �ε = � \ �ε

непуст (ср. рассуждения из статьи [10]). Однако первое собственное число β0
1

задачи Дирихле в предельной области �0(T ) = �(T ) равно �1 + (2T )−2π2 и
для выполнения неравенства βε

1 < �1 требуется зависимость от параметра ε
полувысоты T цилиндра �(T ). В этой ситуации оценка остатка и, как станет
понятно далее, само асимптотическое разложение должны измениться, причем
соответствующих результатов в [20; 8, гл. 9] нет. Поэтому займемся построени-
ем и обоснованием асимптотики собственного числа задачи (4) в бесконечном
цилиндре �ε = � \ �ε с малым препятствием (28). Формальные построения
в значительной мере аналогичны приведенным в [20; 8, гл. 9], поэтому огра-
ничимся конспективным изложением, однако формула для собственного числа
выводится совершенно из других соображений и обоснование опирается на иные
результаты, нежели в цитированных публикациях.

В качестве промежуточного асимптотического анзаца для собственной
функции задачи (1)–(3) области �ε = � \ �ε возьмем сумму

U1(y) + εχ0(x)(W1(h
−1(x− x0)) + εW2(h

−1(x− x0))) + εnU ′(x), (36)

где χ0 ∈ C∞
c (�) — срезающая функция, равная единице в окрестности точ-

ки x0 = (y0, 0), U1 — первая собственная функция задачи (9), а остальные
ингредиенты подлежат определению. Подчеркнем, что уже первое слагаемое
в (36) не исчезает на бесконечности, т. е. не попадает в пространство Соболева
◦

H1(�ε; ∂�), поэтому выражение (36) нуждается в последующей обработке.
Согласно определению (31) специальных решений Wj основной член погра-

ничного слоя

W1(ξ) =

n−1∑

j=1

Wj(ξ)
∂U1

∂yj
(y0) (37)
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компенсирует главную часть невязки функции U1 в краевом условии Нейма-
на (3) на границе ∂�ε малого препятствия �ε ⊂ �, исчезая на бесконечности со
скоростью O(|ξ|1−n). Второй член W2 пограничного слоя служит для компен-
сации квадратичного слагаемого Q(y − y0) в формуле Тейлора

U1(x) =

n−1∑

j=1

(
yj − y0

j

)∂U1

∂yj
(y0) + Q(y − y0) + O(|y − y0|);

здесь Q(t(y− y0)) = t2Q(y− y0) при t ∈ R и �yQ(y− y0) = −�1U1(y
0). Именно,

W2 — решение внешней задачи Неймана

−�ξW2(ξ) = 0, ξ ∈ Rn \ θ, ∂NW2(ξ) = −∂NQ(ξ), ξ ∈ ∂θ. (38)

При n > 2 задача (38) имеет единственное решение, исчезающее на бесконечно-
сти и допускающее представление

W2(ξ) = C1�(ξ) + O(|ξ|1−n), |ξ| → +∞. (39)

Множитель C1 нетрудно вычислить при помощи формул Грина на множествах
Bn
R \ θ и θ:

C1 = − lim
R→∞

∫

S
n−1

R

∂W2

∂|ξ| (ξ) dsξ = − lim
R→∞

( ∫

Bn
R
\θ

�ξW2(ξ) dξ −
∫

∂θ

∂NW2(ξ) dsξ

)

=

∫

∂θ

∂NW2(ξ) dsξ = −
∫

∂θ

∂NQ(ξ) dsξ =

∫

θ

�ξQ(ξ) dξ = −�1U1(y
0)mesn θ; (40)

здесь Bn
R — шар радиусом R и Sn−1

R = ∂Bn
R — сфера. Если n = 2, то решение

W2 приобретает логарифмический рост на бесконечности1) (см. формулу (32))
и в правую часть (39) нужно добавить произвольную аддитивную постоянную
C2. Равенства (40) остаются без изменений.

Составим задачу для поправочного слагаемого U ′ регулярного типа. Заме-
тим, что при n > 2 в силу формул (37), (30) и (39) верны соотношения

εW1(ξ) + ε2W2(ξ)

= ε

(
−

n−1∑

j=1

n∑

k=1

Mjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂�

∂ξk
(ξ) + O(|ξ|−n)

)
+ ε2(C1�(ξ) + O(|ξ|1−n))

= εn

{
−

n−1∑

j=1

n∑

k=1

Mjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂�

∂xk
(x− x0) + C1�(x− x0)

}

+ O(εn+1|x− x0|−n(1 + |x− x0|)), (41)

причем в среднюю часть следует добавить величину C2 = (2π)−1 ln ε при n = 2.
Выражение в фигурных скобках обозначим через Y (x). В силу (40) имеем

Y (x) = −
n−1∑

j=1

n∑

k=1

Mjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂�

∂xk
(x− x0) − �1U1(y

0)mesn θ�(x− x0). (42)

1)Несмотря на потерю обязательного свойства затухания, все равно называем слагаемое
W2(ξ) пограничным слоем.
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На удалении от точки x0 остаток в формуле (41) становится равным O(εn+1).
Таким образом, предположив, что собственное число задачи в области �ε под-
чинено соотношению λε = �1 + o(εn) (ср. далее асимптотическое представле-
ние (52)), произведем коммутирование со срезающей функцией χ, соберем чле-
ны с множителями εn, возникающие в уравнении (1) при замене функции u
суммой (36), и получим такую задачу для слагаемого U ′:

−�xU
′(x) − �1U

′(x) = F (x) := [�x, χ0(x)]Y (x) + �1χ0(x)Y (x), x ∈ �,

U ′(x) = 0, x ∈ ∂�.
(43)

Поскольку �1 — собственное число модельной задачи (8) на сечении цилиндра
�, т. е. �1 — точка непрерывного спектра, задача Дирихле (43) не имеет реше-

ния в классе Соболева
◦

H1(�; ∂�), несмотря на то, что носитель правой части
F компактен. Кроме того, функция F обладает особенностью O(|x − x0|1−n)

и принадлежит сопряженному пространству
◦

H1(�; ∂�)∗ лишь в случае n < 4.
Поэтому для решения задачи (43) обратимся к результатам [22] (см. также, на-
пример, гл. 2, 3 в [23], посвященные общим краевым задачам в цилиндрических
областях и задаче Дирихле для оператора Лапласа соответственно).

Сначала заметим, что при n = 2, 3 согласно упомянутым результатам най-
дется такое τ > 0, что задача (43) имеет единственное решение U0′, удовлетво-

ряющее включению exp(−τz)U0′ ∈
◦

H1(�; ∂�), т. е. экспоненциально затухаю-
щее при z → −∞, но по необходимости растущее при z → +∞. Более того,
согласно [22; 23, § 3.3] справедливо представление

U0′(x) = X+(z)(C′
0 + C′

1z)U1(x) + Ũ0′(x), (44)

где X± ∈ C∞(R) — срезающая функция, равная нулю при ±z < 1 и единице
при ±z > 2, а для экспоненциально затухающего остатка имеет место включе-

ние exp(τ |z|)Ũ0′ ∈
◦

H1(�; ∂�). Итак, выбрано решение, обладающее линейным
ростом на положительной бесконечности. Общее решение задачи (43) в классе
функций с линейным ростом на обеих бесконечностях принимает вид

U ′(x) = (c′0 + c′1z)U1(x) + U0′(x). (45)

Если взять c′i = −C′
i, то в противоположность выбранному ранее решению U0′

новое частное решение (45) будет экспоненциально затухать при z → +∞, но
расти при z → −∞. Далее положим

c′i = −1

2
C′

i, i = 0, 1, (46)

U ′(x) =
∑

±

±1

2
X±(z)(C′

0 + C′
1z)U1(x) + Ũ ′(x), (47)

уравняв тем самым влияние обеих бесконечностей. Остаток Ũ ′ экспоненциально

затухает при z → ±∞, т. е. удовлетворяет включению exp(τ |z|)Ũ0′ ∈
◦

H1(�; ∂�).
В случае n ≥ 4 приходится дополнительно заботиться о сингулярностях

правой части F (x) в точке x0. С этой целью введем весовое пространство Кон-
дратьева V 1

γ (�) с нормой

∥∥U ;V 1
γ (�)

∥∥ = (‖ργ∇xU ;L2(�)‖2 + ‖ργ−1U ;L2(�)‖2)1/2,
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где γ ∈ R — весовой показатель, а ρ(x) = min{1, |x − x0|} — весовой множи-
тель, вырождающийся в точке x0, но превращающийся в единицу на удале-
нии от нее. В силу неравенства Харди (см., например, [23, гл. 2]) в случае
n ≥ 3 пространство V 1

0 (�) совпадает с H1(�), но V 1
γ (�) $ H1(�) при γ < 0 и

V 1
γ (�) % H1(�) при γ > 0. Под

◦

V 1
γ(�; ∂�) понимаем подпространство функций

из V 1
γ (�), обращающихся в нуль на ∂�. Известно (см. [22, 23], а также [17] с по-

дробными объяснениями перехода от краевых задач в классической постановке
к вариационным), что в случае n ≥ 3 оператор задачи (43), рассматриваемый

как отображение
◦

V 1
γ(�; ∂�) →

◦

V 1
−γ(�; ∂�)∗, наследует все свойства оператора

◦

H1(�; ∂�) →
◦

H1(�; ∂�)∗, если только

|γ| ≤ (n− 2)/2. (48)

Функция F с компактным носителем в � и особенностью O(|x−x0 |1−n) в точке

x0 попадает в пространство
◦

V 1
−γ(�; ∂�)∗ при условии γ < 2−n/2, совместимом

с требованием (48) при n ≥ 3. Таким образом, все предшествующие выводы о
разрешимости задачи (43), в частности, формулы (44)–(46) сохраняются и при
n ≥ 4.

Вычислим коэффициент C′
1 в разложении (44) при помощи метода [24] (см.

также [23, § 3.2]). Для этого подставим в формулу Грина на цилиндре �(T )
решение U ′ и функцию U1. Имеем
∫

�(T )

U1(y)(�xU
′(x) + �1U

′(x)) dx −
∫

�(T )

U ′
1(x)(�yU(y) + �1U1(y)) dx

=

∫

ω

U1(y)∂zU
′(y, T ) dy −

∫

ω

U1(y)∂zU
′(y,−T ) dy. (49)

В силу разложения (44) с экспоненциально малым остатком правая часть фор-
мулы (49) равна

C′
1‖U1;L2(ω)‖2 + o(1) при T → ∞.

Второй интеграл в левой части обращается в нуль, так как U1 — собственная
функция задачи (9), отвечающая собственному числу �1. Поскольку F (x) =
O(r1−n) при x → x0 и suppF — компакт, первый интеграл J сходится и может
быть вычислен как предел

J := lim
δ→+0

∫

�\Bn
δ
(x0)

U1(y)(�xU
′(x) + �1U

′(x)) dx;

здесь r = |x − x0| и Bn
δ (x0) = {x : r < δ}. Вспомнив, что функция (42),

фигурирующая в правой части задачи (43), является гармонической в �\Bn
δ (x0),

и применив формулу Грина еще раз, находим, что

J = − lim
δ→+0

∫

�\Bn
δ
(x0)

U1(y)(�x(χ0(x)Y (x) + �1χ0(x)Y (x))) dx

= lim
̺→+0

∫

∂Bn
̺ (x0)

(U1(y)∂rY (x) − Y (x)∂rU1(y)) dsx.
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Теперь выделим в подынтегральном выражении члены порядка δ1−n (осталь-
ные уничтожаются либо интегрированием по сфере ∂Bn

δ (x0), либо предельным
переходом при δ → +0). Для указанных членов интегрирование можно вести
по единичной сфере. В результате при помощи простых вычислений, опираю-
щихся на формулы (42) и (32), получаем, что

J = −�1 mesn θ|U1(y
0)|2

∫

∂Bn
1
(x0)

∂�

∂r
(x)dsx

−
n−1∑

j,q=1

n∑

k=1

Mjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂U1

∂yq
(y0)

×
∫

∂Bn
1
(x0)

((
yq − y0

q

) ∂
∂r

∂�

∂xk
(x) − ∂

∂r

(
yq − y0

q

) ∂�
∂xk

(x)

)
dsx

=

n−1∑

j,k=1

Mjk(θ)
∂U1

∂yj
(y0)

∂U1

∂yk
(y0) − �1 mesn θ|U1(y

0)|2 = Dθ
1(y

0). (50)

В соответствии с определениями (35) и (14) выводим из соотношений (49),
(50) равенство

C′
1 = Dθ

1(y
0). (51)

Точно так же можно вычислить коэффициент C′
0 в асимптотике (44), применив

формулу Грина для функций U ′ и zU1, однако явное выражение для коэффи-
циента далее востребовано не будет.

Итак, построены все члены асимптотического анзаца (36) для собственной
функции, но асимптотическая поправка к собственному числу �1 так и не най-
дена. Вспомним, что члены U1 и U ′ не затухают на бесконечности, примем
асимптотический анзац

λε = �1 − ε2nλ′ + o(ε2n) (52)

для собственного числа и заметим, что соответствующая собственная функция
uε должна допускать следующие разложения:

uε(x) = cε± exp(±z(�1 − λε)1/2)U1(y) + o(exp(±z(�1 − λε)1/2)), z → ±∞. (53)

Обозначая многоточием младшие слагаемые, несущественные для предприни-
маемого формального анализа, и считая, что λ′ > 0 и cε± = c0± + εnc′± + . . . ,
получаем разложение

uε(x) =
(
c0± + εnc′±

)
exp(±zεn

√
λ′)U1(y) + . . .

+ c0±U1(y) + εnc′±U1(y) ± c0±ε
n
√
λ′ zU1(y) + . . . , z → ±∞. (54)

Ввиду соотношений (44)–(46) и (51) анзац (36) вполне согласован с разложени-
ем (54) в том случае, если

c0± = 1, c′± = ±1

2
C′

0,
√
λ′ =

1

2
C′

1 =
1

2
Dθ

1(y
0). (55)

Вытекающее из предположения λε < �1 неравенство λ′ > 0 требует, чтобы
точка y0 лежала в множестве ωθ

+, на котором согласно (34)

Dθ
1(y

0) > 0. (56)
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Замечание 9. Во-первых, ограничение (56) противоположно примененно-
му в п. 4 для проверки отсутствия дискретного спектра. Во-вторых, асимптоти-
ческие формулы (29) и (52) для собственных чисел соответственно в ограничен-
ной сингулярно возмущенной области �(T )\�ε и в бесконечном цилиндре �\�ε

с малым препятствием различаются даже порядками асимптотических попра-
вок (ср. рассуждения в начале пункта). В-третьих, «исправления» поведения
асимптотических членов около иррегулярностей границы, аналогичное прове-
денному в (54), уже применялись в конструкциях глобальных асимптотических
приближений (см., например, [25]). ⊠

В части обоснования асимптотики собственного числа задачи в бесконеч-
ном цилиндре с отверстием имеется принципиальное отличие от случая огра-
ниченной области: невозможность применить классическую лемму о «почти
собственных» числах и векторах [26]. На помощь приходит теория спектраль-
ной меры (см., например, [2, гл. 5, 6]). Согласно спектральной теореме (см. [2,
теорема 6.1.1]) введенный в п. 1 самосопряженный оператор A в L2(�

ε) порож-
дает спектральную меру EA, которая, в свою очередь, ставит в соответствие
каждому элементу u ∈ L2(�

ε) скалярную меру µu = (EAu,u)�ε на R. Далее
понадобятся формулы (см., например, доказательство теоремы 6.1.3 в [2])

‖u;L2(�
ε)‖2 =

∫

R

dµu(t) (57)

при u ∈ L2(�
ε), а также

‖Au− λu;L2(�
ε)‖2 =

∫

R

(t − λ)2 dµu(t) (58)

при u ∈ D(A) и λ ∈ R. Возьмем разность �1 − ε2nλ′ в качестве λ и положим

u(x) =
∑

±

X±(z)

(
1 ± 1

2
εnC′

0

)
exp(±εn

√
λ′z)U1(y)

+ (1 −X−(z) −X+(z))U1(y) + εχ0(x)(W1(h
−1(x− x0))

+ εW2(h
−1(x− x0))) + ε2nŨ ′(x). (59)

При этом использованы формулы (36), (47) и (53)–(55). Роль срезающих функ-
ций X±, введенных после формулы (47), состоит в гладком «склеивании» двух
разнотипных разложений (36) и (54); впрочем, схема склейки [8, § 2.5] суще-
ственно отличается от принятой в методе сращиваемых разложений [9].

Поскольку функция Ũ ′ экспоненциально затухает, а остальные слагаемые
из правой части (59) вне суммы по ± имеют компактные носители, при большом
T и малом ε справедливо неравенство

|u(x)| ≥ c exp(±εn
√
λ′z)U1(y) при |z| ≥ T, c > 0.

Следовательно,
‖u;L2(�

ε)‖2 ≥ Cε−n, C > 0. (60)

Если теперь предположить, что при некоторых положительных, вообще
говоря, малых ℓ и δ сегмент

� = (�1 − ε2nλ′ − ℓε2n+δ, �1 − ε2nλ′ + ℓε2n+δ) (61)
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свободен от спектра оператора A, то из соотношений (57), (58) и (60) вытекает,
что

‖Au− (�1 − ε2nλ′)u;L2(�
ε)‖2 =

∫

R\�

(t − �1 − ε2nλ′)2 dµu(t)

≥ ℓ2ε4n+2δ

∫

R

dµu(t) ≥ Cℓ2ε3n+2δ.

Итак, убедившись в том, что

‖Au− (�1 − ε2nλ′)u;L2(�
ε)‖2 ≤ cε3n+2δ, (62)

приходим к противоречию при достаточно малом ℓ > 0.
К сожалению, приведенные асимптотические конструкции обеспечивают

неудовлетворительную мажоранту c•ε
2n+1 в оценке (62) (см. [20]; подробные

выкладки приведены также в [27]). Однако это препятствие устраняется легко:
при помощи метода составных разложений [8, гл. 2, 4] (альтернативой служит
метод сращиваемых разложений [9]) нетрудно построить младшие асимптоти-
ческие члены и добиться нужного улучшения оценки. Вынося эту известную
рутинную и громоздкую процедуру за пределы настоящей статьи, но напоми-
ная, что в понятной модификации нуждаются и соотношения (52), (54), фор-
мулируем результат.

Теорема 10. Пусть y ∈ ωθ
+, т. е. выполнено неравенство (56). Тогда най-

дутся такие положительные числа ε0 и ℓ, δ, что при ε ∈ (0, ε0] дискретный

спектр оператора задачи (4) (или (1)–(3)) в цилиндре � с малым препятстви-

ем (28) имеет собственное число на сегменте (61).

Автор не знает, как убедиться в том, что на интервале (0, �1) нет собствен-
ного числа задачи (8), отличающегося от предоставленного теоремой 10.

6. Обсуждение

В случае малого препятствия (28) множество ωθ
+ ∋ y0, для которого асимп-

тотический метод позволяет убедиться в наличии дискретного спектра, шире,
чем множество ω+, где применим вариационный метод (ср. соответственно фор-
мулы (34) и (24), а также см. определения (35), (14) и предложения 2, 5). Кро-
ме того, при y0 ∈ ωθ

− = ω \ ωθ
+ асимптотический метод гарантирует пустоту

дискретного спектра при малом ε. Разумеется, преимущество вариационного
метода состоит в том, что он не требует ни малости препятствия, ни поло-
жительности подынтегрального выражения на всем множестве �. Впрочем, в
случае Dθ

1(y
0) = 0 (точка y0, к которой стягивается препятствие �ε, лежит на

линии раздела множеств ωθ
+ и ωθ

−) главная асимптотическая поправка λ′ обра-
щается в нуль, но наличие или отсутствие дискретного спектра может быть в
некоторых ситуациях установлено путем анализа младших членов разложения
собственного числа (ср. [28]).

Если � — трещина, то вариационный метод дает весьма полное описание
дискретного спектра (см. пример 6). Обсудим возможности вариационного
метода, разумеется, при дополнительном условии малости � = �ε. Первое сла-
гаемое в выражении (35) обращается в нуль, однако неравенство Dθ

1(y
0) > 0

может сохраниться благодаря матрице Грама P (θ). Для плоской трещины
θ ⊂ {ξ ∈ Rn : ξn = 0} (рис. 4(a)) все решения W1, . . . ,Wn−1 тривиальны: у
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нормали N = (0, . . . , 0,±1) первые n−1 компоненты нулевые, а значит, краевые
условия в задачах (31) однородные. Кроме того, в формулах (29) и (35) суммы
не включают члены с индексами j = n или k = n, так как ∂zU1 = 0. Итак,
в случае трещины, которая лежит в плоскости, перпендикулярной оси цилин-
дра �, главный член асимптотики (29) собственного числа вырождается и при
помощи асимптотического метода не удается сделать вывод о существовании
дискретного спектра (на самом деле его нет, см. пример 6). Вместе с тем для
изогнутой трещины (рис. 4(c)) или для плоской трещины, пересекающей ось z
под острым углом (рис. 4(b)), при удачном ее расположении теорема 10, как
и предложение 5, обеспечивает существование собственного числа λε

1 < �1 у
задачи (4).

В п. 4, 5 предполагалось, что препятствие �ε расположено внутри цилиндра
�. Это было сделано исключительно для упрощения изложения, метод из [8]
позволяет рассмотреть и случай �ε ∩ � 6= ∅. Легко доступно и обобщение ре-
зультатов для нескольких малых препятствий. Подчеркнем, что это обобщение
не позволяет построить несколько собственных чисел ниже порога �1. Вопрос
о количестве точек дискретного спектра, уже упомянутый в конце п. 5, остался
открытым.

Оба метода годятся для обнаружения собственных чисел на непрерывном
спектре (выше порога �1) при дополнительных предположениях о симметрии
области � = � \�: нужно воспользоваться приемом постановки искусственных
краевых условий [12] на плоскости геометрической симметрии.
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