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МАКСИМАЛЬНЫЕ РЕГУЛЯРНЫЕ

АБСТРАКТНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ

УРАВНЕНИЯ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ
В. Б. Шахмуров

Аннотация. Рассматривается задача с наклонной производной для эллиптическо-
го дифференциально-операторного уравнения. Получены условия, гарантирующие
максимальную регулярность, фредгольмовость и положительность этой задачи в
векторнозначных Lp-пространствах. Главная часть соответствующего дифферен-
циального оператора несамосопряженна. Установлены дискретность спектра и пол-
нота множества корневых элементов для соответствующего дифференциального
оператора. Изучены приложения полученных результатов к анизотропным эллип-
тическим уравнениям.

Ключевые слова: краевая задача, дифференциально-операторное уравнение, пол-
нота корневых элементов, пространства функций со значениями в банаховом про-
странстве, операторнозначные мультипликаторы, интерполяция банаховых
пространств, полугруппа операторов.

1. Введение, обозначения и предпосылки

В последние годы получено много приложений свойств максимальной регу-
лярности краевых задач для дифференциально-операторных уравнений (ДОУ)
к теории псевдодифференциальных уравнений и различным физическим про-
цессам (см. [1–19]). В данной работе обсуждается максимальная Lp-регуляр-
ность краевых задач для эллиптических ДОУ с переменными старшими коэф-
фициентами

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u(x)
∂xi∂xj

−Aλ(x)u(x) +
n∑

k=1

Ak(x)
∂u(x)
∂xk

= f(x), x ∈ G,

L�u =
[
α(x)

∂u

∂l
+ β(x)u

]
�

= 0,

(1)

здесь � — граница области G ⊂ Rn, l — некасательное направление на � , aij ,
α, β — комплекснозначные функции, Aλ(x) = A(x) + λ, где A и Ak — неограни-
ченные линейные операторы в банаховом пространстве E.

Максимальная регулярность ДОУ в пространствах Lp изучалась в [1, 4, 5,
15–19]. Результаты из [4, 15–19] относятся к угловым областям и уравнениям, не
содержащим смешанных производных в главной части. Более того, изучаемые
в [1, 5] задачи включают только операторы с ограниченными коэффициентами.

В отличие от указанных работ здесь изучаются эллиптические задачи для
операторов с неограниченными коэффициентами в общих областях с гладкой
границей.
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Будем говорить, что задача (1) максимально Lp-регулярна (или сепарабель-
на на Lp), если

(1) для любой f ∈ Lp(G;E) существует единственное решение u ∈ W 2
p (G;

E(A), E) задачи (1) п. в. на G;
(2) существует положительная константа C, не зависящая от f , такая, что

n∑
i,j=1

∥∥∥∥ ∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(G;E)

+ ‖Au‖Lp(G;E) ≤ C‖f‖Lp(G;E).

Пусть O — оператор, порожденный задачей (1), т. е.

D(O) = W 2
p (G;E(A), E, L� ) =

{
u : u ∈W 2

p (G;E) ∩ Lp(G;E(A)), L�u = 0
}
,

Ou = Lu.

Мы докажем максимальную Lp-регулярность задачи (1), которая будет вы-
текать из ограниченной обратимости O как оператора из Lp в W 2

p (G;E(A), E).
Кроме того, докажем, что оператор O положителен и порождает аналитиче-
скую полугруппу в Lp.

Поскольку (1) включает в себя оператор с неограниченными коэффициен-
тами, становится затруднительным применять глобальные оценки для решений
(1). Поэтому для доказательства того, что O обладает левым обратным и его
множество значений совпадает с Lp, используем покрытие, сглаживание ар-
гументов, представление решений, результаты для операторнозначных мульти-
пликаторов Фурье, абстрактные теоремы вложения (теоремы A1, A2) и свойства
сепарабельности локальных дифференциальных операторов с постоянными ко-
эффициентами (на плоскости и полуплоскости). Применяя эти результаты вме-
сте с качественными свойствами некоторых операторов вложения, мы докажем
дискретность спектра и полноту множества корневых элементов оператора O.
В качестве приложений установим корректность анизотропных эллиптических
уравнений в Lp, p = (p1, p), (т. е. лебеговых пространствах со смешанной нор-
мой) и Lp-сепарабельность для бесконечных систем эллиптических уравнений.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 собраны определения
и необходимые результаты, теоремы вложения для пространств Соболева — Ли-
онса, свойства максимальной регулярности для эллиптических ДОУ на прямой
и в полуплоскости и оценки аппроксимационных чисел. В разд. 3 представлены
Lp-сепарабельность и фредгольмовость для (1). Наконец, разд. 4, 5 посвящены
соответственно спектральным свойствам O и некоторым приложениям.

Банахово пространство E называют UMD-пространством, если гильбер-
тов оператор

(Hf)(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

f(y)
x− y

dy

ограничен в Lp(R,E), p ∈ (1,∞) (см., например, [20]). К UMD-пространствам
относятся, например, пространства Lp, lp и пространства Лоренца Lpq, p, q ∈
(1,∞).

Пусть C — множество комплексных чисел и

Sϕ = {λ ∈ C, | arg λ| ≤ ϕ} ∪ {0}, 0 ≤ ϕ < π.

Линейный оператор A называют положительным в банаховом простран-
стве E с константой M > 0, если D(A) плотно в E и

‖(A+ λI)−1‖L(E) ≤M(1 + |λ|)−1
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с λ ∈ Sϕ, ϕ ∈ [0, π), где I — тождественный оператор в E и L(E) — пространство
всех ограниченных линейных операторов в E. Иногда вместо A + λI будем
писать A + λ и обозначать через Aλ. Известно [21, § 1.15.1], что существуют
дробные степени Aθ положительного оператора A. Пусть E(Aθ) — пространство
D(Aθ) с нормой графика

‖u‖E(Aθ) = (‖u‖p + ‖Aθu‖p)
1
p , 1 ≤ p <∞, −∞ < θ <∞.

Пусть E1, E2 — банаховы пространства. Через (E1, E2)θ,p, 0 < θ < 1,
1 ≤ p ≤ ∞, будем обозначать интерполяционные пространства, определяемые
K-методом [21, § 1.3.1].

Множество W ⊂ B(E1, E2) называют R-ограниченным (см. [5, 22]), ес-
ли найдется константа C > 0 такая, что для любых T1, T2, . . . , Tm ∈ W и
u1,u2, . . . , um ∈ E1, m ∈ N,

1∫
0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(y)Tjuj

∥∥∥∥∥
E2

dy ≤ C

1∫
0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

rj(y)uj

∥∥∥∥∥
E1

dy,

где {rj} — последовательность независимых симметричных {−1, 1}-значных
случайных переменных на [0, 1].

Пусть S(Rn;E) — класс Шварца, т. е. пространство всех E-значных быст-
ро убывающих функций на Rn. Пусть F — преобразование Фурье. Функ-
цию � ∈ C(Rn;B(E1, E2)) называют мультипликатором Фурье из Lp(Rn;E1) в
Lp(Rn;E2), если отображение u→ �u = F−1�(ξ)Fu, u ∈ S(Rn;E1), определено
и распространяемо до ограниченного линейного оператора

� : Lp(Rn;E1) → Lp(Rn;E2).

Множество всех мультипликаторов из Lp(Rn;E1) в Lp(Rn;E2) будем обозначать
через Mp

p (E1, E2). Для E1 = E2 = E используем обозначение Mp
p (E).

Пусть ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ξ ∈ Rn, β = (β1, β2, . . . , βn), ξβ = ξβ1
1 ξβ2

2 . . . ξβnn ,
Un = {β = (β1, β2, . . . , βn), βk ∈ {0, 1}}.

Определение 1. Банахово пространство E называют пространством, удо-
влетворяющим мультипликативному условию, если для любой � ∈ C(n)(Rn;
B(E)) из R-ограниченности множества

{
ξβDβ

ξ�(ξ) : ξ ∈ Rn\0, β ∈ Un
}

вытека-
ет, что � является мультипликатором Фурье в Lp(Rn;E), т. е. � ∈ Mp

p (E) для
любого p ∈ (1,∞).

Определение 2. ϕ-Положительный операторA называютR-положитель-
ным в банаховом пространстве E, если существует ϕ ∈ [0, π) такое, что

LA = {A(A+ ξ)−1 : ξ ∈ Sϕ}

R-ограничено.
Линейный оператор A(x) называют положительным E равномерно отно-

сительно x, если D(A(x)) не зависит от x, D(A(x)) плотно в E и

‖(A(x) + λI)−1‖ ≤ M

1 + |λ|

для всех λ ∈ S(ϕ), ϕ ∈ [0, π).
Обозначим через σ∞(E1, E2) пространство компактных операторов, дей-

ствующих из E1 в E2. Если E1 = E2 = E, то будем использовать обозначение
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σ∞(E). Пусть sj(A) и dj(A) — аппроксимационные числа (s-числа) и числа Кол-
могорова (d-числа) оператора A (см., например, [21, § 1.16.1]) соответственно.
Пусть

σq(E1, E2) =

{
A : A ∈ σ∞(E1, E2),

∞∑
j=1

sqj(A) <∞, 1 ≤ q <∞

}
.

Пусть E0 и E — банаховы пространства, причем E0 непрерывно и плотно
вложено в E. Пусть m — некоторое натуральное число.

Обозначим через Wm
p (G;E0, E) функциональное пространство, состоящее

из всех функций u ∈ Lp(G;E0), имеющих обобщенные производные Dm
k u = ∂mu

∂xmk
такие, что Dm

k u ∈ Lp(G;E), с нормой

‖u‖Wm
p (G;E0,E) = ‖u‖Lp(G;E0) +

n∑
k=1

‖Dm
k u‖Lp(G;E) <∞.

Будем называть его пространством типа Соболева — Лионса. Если E0 = E, то
пространство Wm

p (G;E0, E) будем обозначать через Wm
p (G;E). Очевидно, что

Wm
p (G;E0, E) = Wm

p (G;E) ∩ Lp(G;E0).

Пусть G — область в Rn с достаточно гладкой границей � . Пространство
Bs
p,p(� ;E0, E) определим аналогично скалярному случаю как пространство сле-

дов Wm
p (G;E0, E) (см. [9, § 1.7.3] или [21, § 3.6.1]), т. е. для E0 = E = C, заменяя

пространство Lp(Rn−1) пространством Lp(Rn−1;E).

Теорема A1 [19]. Пусть выполнены следующие условия:
(1) E — банахово пространство, удовлетворяющее мультипликативному усло-

вию относительно p ∈ (1,∞), и A — R-положительный оператор в E;
(2) α = (α1, α2, . . . , αn) суть наборы из n неотрицательных целых чисел

такие, что κ = |α|
m ≤ 1 и 0 < h ≤ h0 <∞, 0 < µ ≤ 1− κ;

(3) � ∈ Rn — область такая, что существует ограниченный линейный опе-
ратор продолжения из Wm

p (G;E(A), E) в Wm
p (Rn;E(A), E).

Тогда вложение DαWm
p (G;E(A), E) ⊂ Lp(G;E(A1−κ−µ)) непрерывно и най-

дется такая положительная константа Cµ, что

‖Dαu‖Lp(G;E(A1−κ−µ)) ≤ Cµ[hµ‖u‖Wm
p (G;E(A),E) + h−(1−µ)‖u‖Lp(G;E)]

для любой u ∈Wm
p (G;E(A), E).

Теорема A2. Пусть выполнены все условия теоремы A1, и пусть G — огра-
ниченная область в Rn, A−1 ∈ σ∞(E). Тогда для 0 < µ ≤ 1− κ вложение
DαWm

p (G;E(A), E) ⊂ Lp(G;E(A1−κ−µ)) компактно.

Пусть

Ej = W 2(1−θj)
p (Rn−1; (E(A), E)θj ,p, E), θj =

pj + 1
2p

.

Положим x1 = (x1, x2, . . . , xn−1).
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Теорема A3. Отображения u → u(j)(x1, 0) являются линейными ограни-
ченными операторами, действующими из W 2

p (Rn
+;E(A), E) на Ej .

Доказательство. В самом деле, ясно, что W 2
p (Rn

+;E(A), E) = W 2
p (R+;

E0, E1), где E0 = W 2
p (Rn−1;E(A), E), E1 = Lp(Rn−1;E). В силу [21, § 3.6.1]

отображения u→ u(j)(x1, 0) суть линейные ограниченные накрывающие опера-
торы из W 2

p (Rn
+;E(A), E) на

(E0, E1)θj ,p =
(
W 2
p (Rn−1;E(A), E), Lp(Rn−1;E)

)
θj ,p

.

Так как W 2
p (Rn−1;E(A), E) = W 2

p (Rn−1;E) ∩ Lp(Rn−1;E(A)), получаем

(E0, E1)θj ,p =
(
W 2
p (Rn−1;E), Lp(Rn−1;E)

)
θj ,p

∩(Lp(Rn−1;E(A)), Lp(Rn−1;E))θj ,p.

Ввиду интерполяционности между W 2
p (Rn−1;E), Lp(Rn−1;E) и Lp(Rn−1;E(A))

(см., например, [23; 21 § 1.18]) имеем(
W 2
p (Rn−1;E), Lp(Rn−1;E)

)
θj ,p

= W 2(1−θj)
p (Rn−1;E),

(Lp(Rn−1;E(A)), Lp(Rn−1;E))θj ,p = Lp(Rn−1; (E(A), E)θj ,p).
Последние равенства приводят к требуемому.

Рассмотрим сначала следующее ОДУ на всем пространстве Rn:

(L+ λ)u =
n∑

k=1

ak
∂2u(x)
∂x2

k

+ (A+ λ)u = f(x), x ∈ Rn. (2)

Положим L(ξ) =
n∑

k=1
akξ2k для ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn.

Теорема A4 [19]. Пусть E — банахово пространство, удовлетворяющее
мультипликативному условию относительно p ∈ (1,∞), A — R-положительный
оператор в E для ϕ ∈ [0, π) и

|L(ξ)| ≥M
n∑

k=1

|ξk|2, L(ξ) ∈ S(ϕ).

Тогда задача (2) имеет единственное решение u ∈ W 2
p (Rn;E(A), E) для

f ∈ Lp(Rn;E), | arg λ| ≤ ϕ и выполнена равномерная коэрцитивная оценка
n∑

k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

ku
∥∥
Lp(Rn;E) + ‖Au‖Lp(Rn;E) ≤M‖f‖Lp(Rn;E).

Рассмотрим краевую задачу для ОДУ

(L+ λ)u =
n∑

k=1

akD
2
ku(x) +Aλu = f(x), x ∈ Rn

+, (3)

Lku =
mk∑
j=1

αkju
(j)(x1, 0) = fk, k = 1, 2,

где mk ∈ {0, 1}, a, αkj — комплексные числа и A — допустимый неограниченный
оператор в E, Aλ = A+ λ.

Пусть ωj , j = 1, 2, — корни уравнения anω2 + 1 = 0 и

L0(ξ) =
n−1∑
j=1

ajξ
2
j ,

Fk =
(
W 2
p (Rn−1;E(A), E), Lp(Rn−1;E)

)
θk,p

, θk =
pmk + 1

2p
, k = 1, 2.

В силу [2] и теоремы о следе A3 имеет место
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Теорема A5. Пусть E — банахово пространство, удовлетворяющее муль-
типликативному условию относительно p ∈ (1,∞), и A — R-положительный
оператор в E с некоторым ϕ ∈ [0, π). Пусть | arg ω1−π| ≤ π

2−ϕ, | arg ω2| ≤ π
2−ϕ,

αkmk 6= 0 и

|L0(ξ)| ≥M
n−1∑
k=1

|ξk|2, L0(ξ) ∈ S(ϕ).

Тогда оператор u→ {[L+ λ]u, L1u, L2u} является изоморфизмом (алгебра-

ическим и топологическим) из W 2
p (Rn

+;E(A), E) на Lp(Rn
+;E) ×

2∏
k=1

Fk. Более

того, для λ ∈ S(ϕ) с достаточно большим |λ| выполнена равномерная коэрци-
тивная оценка

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

ku
∥∥
Lp(Rn

+;E) + ‖Au‖Lp(Rn
+;E)

≤M

[
‖f‖Lp(Rn

+;E) +
2∑

k=1

(‖fk‖Fk + |λ|1−θk‖fk‖E)

]
.

Доказательство. Так как Lp(Rn
+;E) = Lp(R+;Lp(Rn−1;E)), задача (3)

может быть записана в виде

Lu = anD
2
xnu(xn) + (B + λ)u = fk(y), Lku = fk, k = 1, 2,

где B — дифференциальный оператор в Lp(Rn−1;E), порожденный задачей (2).
Ввиду [4, теорема 3.1] оператор B R-положителен в Lp(Rn−1;E). Согласно [1,
теорема 4.5.2] из Lp(Rn−1;E) ∈ UMD вытекает, что E ∈ UMD, p ∈ (1,∞).
Кроме того, в силу [22] Lp(Rn−1;E) является пространством, удовлетворяющим
мультипликативному условию. Тогда из [2, теорема 2] приходим к требуемому.

Теорема A6. Пусть E0 и E — банаховы пространства с базисом. Предпо-
ложим, что

sj(I(E0, E)) ∼ j−
1
γ , γ > 0, j = 1, 2, . . . ,∞.

Тогда
sj(I(Wm

p (G;E0, E), Lp(G;E))) ∼ j−1/(γ+κ), κ = m/n.

Доказательство. Пусть

F = Lp(G)⊗ E,F0 = Wm
p (G;E) ∩ Lp(G;E0).

Так как F0 = Wm
p (G)⊗ E ∩ Lp(G)⊗ E0, где E1 ⊗ E2 — тензорное произведение

пространств E1 и E2, оператор вложения B можно представить в виде

B = B2 ⊗ I1 + I2 ⊗B1,

где B1 и B2 — операторы вложения из E0 в E и из Wm
p (G) в Lp(G) соответ-

ственно; I1 и I2 — тождественные операторы в пространствах E и Lp(G) со-
ответственно. Кроме того, конечномерные операторы из F0 в F могут быть
представлены в виде

K = K2 ⊗ I1 + I2 ⊗K1.
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Пусть {ek}, {gk(x)}, k = 1, 2, . . . ,∞, суть базисы соответственно в пространствах
E0 и Wm

p (G). Тогда система {gk⊗ej} является базисом в Wm
p (G;E). Из свойств

тензорного произведения для u ∈ F0 имеем

u =
∞∑

i,j=1

aijgi ⊗ ej .

В силу [21, § 1.16.1; 21, § 3.8.1] получаем
sj(B(F0, F )) = inf

dimK≤j
sup
‖u‖≤1

‖(B −K)u‖F

≤ inf
dimK≤j

sup
‖u‖≤1

‖[(B2 −K2)⊗ I1]u+ [I2 ⊗ (B1 −K1)]u‖F

≤ inf
dimK≤j

sup
‖u‖≤1

∥∥∥∥∥
∞∑

i,j=1

aij(B1−K1)gi⊗ej

∥∥∥∥∥
F

+ inf
dimK≤j

sup
‖u‖≤1

∥∥∥∥∥
∞∑

i,j=1

aij(B1−K1)ej⊗gi

∥∥∥∥∥
F

≤ C(j−1/κ + j−1/γ) ≤ Cj−
1

κ+γ . (4)
Оценим d-числа оператора вложения B. Рассмотрим uk ∈ C∞(σk;E0), k =

1, 2, . . . ,∞, такие, что
‖uk‖F0 ≤ 1, ‖uk‖F = 2−kη, η = 1/(κ + γ).

Пусть Cν , ν = 1, 2, . . . , Nν , Nν таковы, что
Nk∑
ν=1

|Cν |p = 1. Положим

�k =

{
u : u =

Nk∑
ν=1

Cνϕν , ϕν ∈ C∞(σk;E0)

}
.

Тогда для достаточно большого k будет
‖u‖F0 ≤ 1, ‖u‖F = 2−kη.

Обозначим через Ok и Okl операторы вложения из �k в F и F0 соответ-
ственно. Так как dim�k = Nk, из [21, § 3, лемма 3] имеем

dNk−1(Ok(�k, F )) = 1.
Используя тот факт, что Ok = BOkl, а также свойства d-чисел, получаем

dNk−1(Ok(�k, F )) ≤ ‖Okl‖dNk−1(B(�k, F )).
Отсюда, положив Nk − 1 = j, имеем

dj(B) ≥ Cj−
1

κ+γ , j = 1, 2, . . . ,∞. (5)
Тогда ввиду (4), (5) и [21, § 3, лемма 2] приходим к требуемому.

Из [14, теорема 3] вытекает

Теорема A7. Пусть
(1) E — UMD-пространство;
(2) A — плотно определенный неограниченный оператор в E, обладающий

тем свойством, что для некоторого λ из резольвенты A оператор R(λA) входит
в класс σp(E), p ∈ (1,∞);

(3) γ1, γ2, . . . , γs — взаимно не налегающие дуги в комплексной плоскости,
имеющие предельное направление на бесконечности и такие, что несмежные
пары дуг образуют угол величиной π

p на бесконечности;
(4) резольвента A удовлетворяет условию

‖R(λ,A)‖ = O(|λ|−1)
при λ→∞ вдоль любой из дуг γi.

Тогда подпространство spA включает все пространство E.
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2. ДОУ в частных производных
с переменными коэффициентами

Рассмотрим неоднородную задачу (1), т. е.

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u(x)
∂xi∂xj

−Aλ(x)u(x) +
n∑

k=1

Ak(x)
∂u(x)
∂xk

= f(x), x ∈ G,

L�u =
[
α(x)

∂u(x)
∂l

+ β(x)u(x)
]
�

= g,

(6)

где второе равенство понимается в смысле следов.
Вначале получим коэрцитивную оценку строгих решений задачи (6).

Условие 1. Предположим, что выполнены следующие условия:
(1) aij = aji и существует такое µ > 0, что

µ−1|ξ|2 ≤ L0(x, ξ) ≤ µ|ξ|2 для x ∈ G, L0(x, ξ) =
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ;

(2) � ∈ C(2) (см., например, [8, § 6.2]), α, β ∈ C(1)(� ), α(x) 6= 0, β(x)
α(x) ∈ S(ϕ).

Пусть
Ep = (E(A), E) 1+p

2p
.

Теорема 1. Пусть выполнены условие 1 и следующие условия:
(1) E — банахово пространство, обладающее мультипликативным свой-

ством относительно p ∈ (1,∞);
(2) A(x) R-положителен в E равномерно относительно x ∈ G, A(x)A−1(x0)

∈ C(G;B(E));
(3) для любого ε > 0 найдется C(ε) > 0 такое, что для п. в. x ∈ G и для

u ∈ (E(A), E) 1
2 ,∞

‖Ak(x)u‖ ≤ ε‖u‖(E(A),E) 1
2 ,∞

+ C(ε)‖u‖.

Тогда для u ∈ W 2
p (G;E(A), E), λ ∈ S(ϕ) и достаточно большого |λ| имеет

место оценка
n∑

k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

ku
∥∥
Lp(G;E) ≤M [‖(L+ λ)u‖Lp(G;E) + ‖L�u‖

B
1− 1

p
p,p (� ;Ep,E)

]. (7)

Доказательство. Пусть G1,G2, . . . , GN — область в Rn и ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN —
соответствующее разбиение единицы такое, что функции ϕj гладкие на R, σj =

suppϕj ⊂ Gj и
N∑
j=1

ϕj(x) = 1. Тогда для u ∈ W 2
p (G;E(A), E) имеем u(x) =

N∑
j=1

uj(x), где uj(x) = u(x)ϕj(x). Пусть u ∈W 2
p (G;E(A), E). Тогда из уравнения

(6) получаем

(L+ λ)uj =
n∑

k,i=1

akiD
2
kiuj(x)−Aλ(x)uj(x) = fj(x), (8)

L�uj = gj , j = 1, 2, . . . , N, (9)
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где

fj = fϕj +
n∑

k,i=1

aki
[
ϕjD

2
kiu+DkuDkϕj + ϕjDiu+ uD2

kiϕj
]

−
n∑

k=1

ϕjAk(x)
∂u(x)
∂xk

, j = 1, 2, . . . , N, gj =
[
g + α

∂ϕj
∂l

uj

]
�

. (10)

Пусть Gj ∩ G = Gj . Так как граница � достаточно гладкая, существует
(см., например, [8, § 1.7.3] диффеоморфизм �j на окрестности Gj , переводящий
Gj в G̃j с плоской границей и такой, что L�uj переходят в

L̃� ũj =
[
α̃(y)

∂ũj(y)
∂yn

+ β̃(y)ũj(y)
]
yn=0

,

где υ̃(y) = υ(�j(y)) для υ ∈ W 2
p (Gj ;E(A), E). При этих преобразованиях про-

странство W 2
p (Gj ;E(A), E) изоморфно отображается в пространство W 2

p (G̃j ;
E(A), E) и уравнение (8) приводится к виду

(L+ λ)ũj =
n∑

k,,i=1

ãkijD
2
kiũj(y)− Ãjλ(y)ũj(y) = f̃j(y).

Более того, ввиду условия (1) найдется линейное отображение, которое перево-
дит выражение

n∑
k,,i=1

ãkiD
2
kij ũj(y) + Ãjλ(y)ũj(y)

в
n∑
k

ãkjD
2
kũj(y)− Ãjλ(y)ũj(y), ãkj > 0.

После переобозначения y через x, G̃ через Gj , ãkj(y) через akj(x), Ãjλ(y) через
Aλ(x) и ũj(y) через uj(x) и т. д. и замораживания коэффициентов в преобра-
зованном уравнении (8) получаем

n∑
k

akj(xj0)D2
kuj(x) +Aλ(xj0)uj(x) = Fj(x),

L�uj =
[
α(xj0)

∂uj(y)
∂xn

+ β(xj0)uj(x)
]
xn=0

= �j(x1),

(11)

где

Fj = fj + [A(xj0)−A(x)]uj +
n∑
k

[ak(x)− aki(xj0)]D2
kuj(x), (12)

Bj(x1) = gj(x1) +
[
(α(xj0)− α(x))

∂uj
∂xn

+ (β(xj0)− β(x))uj(x)
]
xn=0

. (13)

Согласно теореме A5 задача (11) имеет единственное решение uj ∈W 2
p (Gj ;E(A),

E) и для λ ∈ S(ϕ) с достаточно большим |λ| выполнены следующие коэрцитив-
ные оценки:

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

kuj
∥∥
Gj ,p

+ ‖Auj‖Gj ,p ≤ C‖Fj‖Gj ,p + ‖�j‖
B

1− 1
p

p,p (�∩Gj ;Ep,E)
. (14)
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Аналогично по теореме A4 получаем оценки типа (14) для области Gj ⊂ G.
Отсюда, используя свойства гладкости коэффициентов уравнений (12), (13),
теоремы A1 и A3, а также выбирая диаметры σj достаточно малыми, получаем

‖Fj‖Gj ,p ≤ ε‖uj‖W 2
p (Gj ;E(A),E) + C(ε)‖uj‖Gj ,p, (15)

‖�j‖
B

1− 1
p

p,p (�∩Gj ;Ep,E)
≤ C‖gj‖

B
1− 1

p
p,p (�∩Gj ;Ep,E)

+ε‖uj‖W 2
p (Gj ;E(A),E) +C(ε)‖uj‖Gj ,p,

(16)
где ε достаточно малое и C(ε) — непрерывная функция. Из (14)–(16) имеем

n∑
k=1

1∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

kuj
∥∥
Gj ,p

+ ‖Auj‖Gj ,p

≤ C‖f‖Gj ,p + ‖gj‖
B

1− 1
p

p,p (�∩Gj ;Ep,E)
+ ε‖uj‖W 2

p
+ C(ε)‖uj‖Gj ,p.

Взяв ε < 1, из предыдущего неравенства получаем

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

kuj
∥∥
Gj ,p

+‖Auj‖Gj ,p ≤ C[‖f‖Gj ,p+‖uj‖Gj ,p+‖gj‖
B

1− 1
p

p,p (�∩Gj ;Ep,E)
].

(17)
Аналогично можно вывести оценки (17) для областей Gj , целиком лежащих

в G. Тогда в силу оценки (17) для u ∈W 2
p (G;E(A), E) имеем

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

ku
∥∥
p

+ ‖Au‖p ≤ C[‖(L+ λ)u‖p + ‖u‖p + ‖gj‖
B

1− 1
p

p,p

]. (18)

Пусть u ∈W 2
p (G;E(A), E) — решение задачи (6). Тогда для λ ∈ S(ϕ) получим

‖u‖p = ‖(L+ λ)u− Lu‖p ≤
1
λ

[‖(L+ λ)u‖p + ‖u‖W 2
p
]. (19)

Отсюда по теореме A1 в силу (18), (19) для достаточно большого |λ| и для
u ∈W 2

p (G;E(A), E) приходим к оценке (7).
Рассмотрим теперь задачу (1). Пусть Oλ — оператор в Lp(G;E), порож-

денный задачей (1), т. е.

D(Oλ) = W 2
p (G;E(A), E, L� ), Oλu = (L+ λ)u.

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда для любых
f ∈ Lp(G;E) и λ ∈ S(ϕ) с достаточно большим |λ| существует единственное
решение задачи (1) и имеет место следующая коэрцитивная оценка:

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

ku
∥∥
Lp(G;E) ≤M‖f‖Lp(G;E). (20)

Доказательство. Покажем, что для любой f ∈ Lp,γ(G;E) найдется един-
ственное решение u ∈W 2

p (G;E(A), E) задачи (1). Единственность в этой задаче
получается из оценки (7). Стало быть, достаточно доказать, что задача (1) име-
ет решение u ∈ W 2

p (G;E(A), E) для любой f ∈ Lp(G;E). Рассмотрим гладкие
функции gj = gj(x), подчиненные разбиению единицы ϕj = ϕj(y) на области G,
равные единице на suppϕj , где supp gj ⊂ Gj , и |gj(x)| < 1. Для каждого j по-
строим функцию uj , определенную на области �j = G∩Gj и удовлетворяющую
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задаче (1). Сначала рассмотрим случай, когда Gj пересекает границу. Задача
(1) может быть записана в виде

n∑
k,i=1

aki(xj0)D2
kiuj(x) +Aλ(xj)uj(x)

= gj

{
f + [A(xj0)−A(x)]uj +

n∑
k,i=1

[aki(xj0)− aki(x)]D2
kiuj −

n∑
k=1

Ak(x)
∂uj(x)
∂xk

}
,

L�uj = 0, j = 1, 2, . . . , N. (21)

Рассмотрим операторы Ojλ в Lp(Gj ;E), порожденные краевой задачей (21),
когда Gj частично содержится в G. В силу теоремы A5 для любых f ∈ Lp(Gj ;E)
и λ ∈ S(ϕ) с достаточно большим |λ| имеем

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

kO
−1
jλ f

∥∥
p

+
∥∥AO−1

jλ f
∥∥
p
≤ C‖f‖p. (22)

Распространяя uj нулем вне suppϕj и производя подстановку uj = O−1
jλ υj ,

из (21) получаем операторное уравнение

υj = Kjλυj + gjf, j = 1, 2, . . . , N, (23)

где Kjλ — линейные ограниченные операторы в Lp(Gj ;E), определенные сле-
дующим образом:

Kjλ = gj

{
f + [A(x0j)−A(x)]O−1

jλ

+
n∑

k,i=1

[aki(xj0)− aki(x)]D2
kiO

−1
jλ −

n∑
k=1

Ak(x)
∂

∂xk
O−1
jλ

}
.

Используя теорему A1, оценку (22), гладкость коэффициентов в выражении
Kjλ и условие (4) для λ ∈ S(ϕ) с достаточно большим |λ|, имеем ‖Kjλ‖ < ε,
где ε достаточно малое. Следовательно, уравнения (23) имеют единственные
решения υj = [I −Kjλ]−1gjf и

‖υj‖p = ‖[I −Kjλ]−1gjf‖p ≤ ‖f‖p.
Отсюда [I−Kjλ]−1gj — линейный ограниченный оператор из Lp(G;E) в Lp(Gj ;E).
Стало быть, функции

uj = Ujλf = O−1
jλ [I −Kjλ]−1gjf

являются решениями задачи (21). Используя теорему A4, можно построить
решения uj задач (21) относительно областей Gj , целиком лежащих в G. Рас-
смотрим линейный оператор (U + λ) в Lp(G;E) такой, что

(U + λ)f =
N∑
j=1

ϕj(y)Ujλf.

Из конструкции Uj и оценки (22) ясно, что операторы Ujλ суть линейные огра-
ниченные операторы из Lp(G;E) в W 2

p (G;E(A), E) и для λ ∈ S(ϕ) с достаточно
большим |λ| имеем

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

kU
−1
jλ f

∥∥
p

+
∥∥AU−1

jλ f
∥∥
p
≤ C‖f‖p. (24)
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Тем самым (U +λ) — линейный ограниченный оператор из Lp в Lp. Подейство-

вав оператором Oλ на u =
N∑
j=1

ϕjUjλf , получаем Oλu = f +
N∑
j=1

�jλf , где �jλ

суть линейные ограниченные операторы из Lp,γ(G;E) в Lp,γ(Gj ;E), определен-
ные так:

�jλ =
n∑

k,i=1

aki

[
D2
kiϕjUjλ +

∂ϕj
∂xk

∂Ujλ
∂xi

+
∂ϕj
∂xi

∂Ujλ
∂xk

]
+

n∑
i=1

∂ϕj
∂xi

AiUjλ.

В силу теоремы вложения A1 и оценки (24) из выражения �jλ получаем, что
операторы �jλ являются линейными ограниченными операторами из Lp(G;E)
в Lp(Gj ;E) и ‖�jλ‖ < ε. Поэтому существует линейный ограниченный обрати-

мый оператор
(
I +

N∑
j=1

�jλ

)−1

. Отсюда получаем, что для любой f ∈ Lp(G;E)

краевая задача (1) имеет единственное решение

u(x) = O−1
λ f =

N∑
j=1

ϕjO
−1
jλ [I −Kjλ]−1gj

(
I +

N∑
j=1

�jλ

)−1

f,

т. е. приходим к требуемому.

Вывод 1. Из теоремы 1 следует, что оператор O имеет резольвенту
(O + λ)−1 для λ ∈ S(ϕ) и допускает следующую оценку:

n∑
k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2
∥∥Di

k(O+λ)−1∥∥
B(Lp(G;E)) + ‖A(O + λ)−1‖B(Lp(G;E)) ≤ C. (25)

Замечание 1. Из оценки (20) и теоремы вложения A1 вытекает, что в
условиях теоремы 2 имеет место оценка

n∑
i,j=1

∥∥∥∥ ∂2u

∂xi∂xj

∥∥∥∥
Lp(G;E)

+ ‖Au‖Lp(G;E) ≤ C‖f‖Lp(G;E)

для решения задачи (1), т. е. задача (1) Lp(G;E)-сепарабельна.

Замечание 2. Из вывода 1 следует, что операторO положителен в Lp(G;E).
Более того, ввиду (24) и [21, § 1.14.5] оператор O порождает аналитическую по-
лугруппу, когда ϕ ∈

(
π
2 , π

)
.

Замечание 3. Если α(x) ≡ 0, то утверждения теорем A2, A3 остаются

справедливыми для g ∈ B
2− 1

p
p,p (� ; (E(A), E) 1

2p
, E).

3. Спектральные свойства
эллиптических дифференциальных

операторов в банаховых пространствах

Рассмотрим дифференциальный оператор O, порожденный краевой зада-
чей (21). Нетрудно увидеть, что главная часть этого оператора несамосопря-
женна. В этом разделе изучим спектральные свойства оператора O. В следую-
щей теореме докажем фредгольмовость оператора O.
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Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и A−1 ∈ σ∞(E).
Тогда оператор O фредгольмов из W 2

p (G;E(A), E) в Lp(G;E).
Доказательство. Из теоремы 1 вытекает, что оператор O+λ для доста-

точно большого |λ| имеет ограниченный обратный (O+λ)−1, действующий из
Lp(G;E) в W 2

p (G;E(A), E), т. е. оператор O+λ фредгольмов из W 2
p (G;E(A), E)

в Lp(G;E). По теореме A2 вложение W 2
p (G;E(A), E) ⊂ Lp(G;E) компактно.

Тогда из теории возмущения линейных операторов следует, что оператор O
фредгольмов из W 2

p (G;E(A), E) в Lp(G;E).

Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 2. Пусть E — банахово
пространство с базисом и

sj(I(E(A), E)) ∼ j−
1
ν , j = 1, 2, . . . ,∞, ν > 0.

Тогда
(a) имеет место асимптотика

sj((O + λ)−1(Lp(G;E))) ∼ j−
2

2ν+n ; (26)

(b) система корневых функций дифференциального оператора O полна в
Lp,γ(G;E).

Доказательство. Пусть I(E0, E) — оператор вложения из E0 в E. Со-
гласно выводу 1 существует резольвента оператора (O+λ)−1, которая действует
ограниченно из Lp(G;E) в W 2

p (G;E(A), E). Тогда в силу теоремы A6 оператор
вложения I

(
W l
p,γ(G;E(A), E), Lp,γ(G;E)

)
компактен и

sj
(
I
(
W 2
p (G;E(A), E), Lp(G;E)

))
∼ j−

2
2ν+n . (27)

Так как

(O + λ)−1(Lp(G;E))

= (O + λ)−1(Lp(G;E),W 2
p (G;E(A), E)

)
I
(
W 2
p (G;E(A), E), Lp(G;E)

)
, (28)

из соотношений (27) и (28) получаем (26). Оценка (25) и соотношение (27)
гарантируют, что оператор O + λ0 положителен в Lp(G;E) и

(O + λ0)−1 ∈ σq(Lp(G;E)), q > 2/(2ν + n). (29)

Тогда из оценки (25) в силу соотношения (29) и теоремы A6, приходим к (b).

4. Краевые задачи для анизотропных
эллиптических уравнений

Фредгольмовость для эллиптических уравнений с параметрами в гладких
областях изучались в [24, 25] и в негладких областях — в [26, 27].

Пусть � ⊂ Rn — открытое связное множество с компактной границей ∂�
класса C2m. Рассмотрим краевую задачу на цилиндрической области �̃ = G×�
для следующего эллиптического уравнения:

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u(x, y)
∂xi∂xj

+
n∑

k=1

dk
∂u(x, y)
∂xk

+
∑

|α|≤2m

aα(y)Dα
y u(x, y) = f(x, y),

(30)
x ∈ G, y ∈ �,
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L�u =
[
α(x)

∂u(x, y)
∂l

+ β(x)u(x, y)
]
�

= 0, (31)

Bju =
∑

|β|≤mj

bjβ(y)Dβ
yu(x, y) = 0, x ∈ G, y ∈ ∂�, j = 1, 2, . . . ,m. (32)

Здесь � — граница области G ∈ Rn, l — некасательное направление на � и
aij , α, β суть комплекснозначные функции на G и � соответственно, Dj = −i ∂

∂yj
,

mk ∈ {0, 1}, y = (y1, . . . , yn).
Если �̃ = G × �, p = (p1, p), через Lp(�̃) будем обозначать пространство

всех p-суммируемых скалярных функций со смешанной нормой (см., например,
[7, § 1]), т. е. пространство всех измеримых функций f , определенных на �̃, для
которых

‖f‖Lp(�̃) =
(∫
G

(∫
�

|f(x, y)|p1 dy
) p

p1

dx

) 1
p

<∞.

Аналогично через W 2,2m
p (�̃) будем обозначать анизотропное соболевское про-

странство с соответствующей смешанной нормой [26, § 10].

Теорема 5. Пусть выполнены следующие условия:
(1) справедливо условие 1;
(2) aα ∈ C(�) для любых |α| = 2m и aα ∈ [L∞ + Lrk ](�) для любых |α| =

k < 2m с rk ≥ q и 2m− k > l
rk

;

(3) bjβ ∈ C2m−mj (∂�) для любых j, β и mj < 2m,
m∑
j=1

bjβ(y′)σj 6= 0 для

|β| = mj , y′ ∈ ∂G, где σ = (σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Rn — нормаль к ∂�;
(4) для y ∈ �, ξ ∈ Rn, λ ∈ S(ϕ), ϕ ∈ (0, π), |ξ| + |λ| 6= 0 пусть λ +∑

|α|=2m
aα(y)ξα 6= 0;

(5) для любого y0 ∈ ∂� локальная краевая задача в соответствующих y0
локальных координатах:

λ+
∑

|α|=2m

aα(y0)Dαϑ(y) = 0,

Bj0ϑ =
∑

|β|=mj

bjβ(y0)Dβu(y) = hj , j = 1, 2, . . . ,m,

имеет единственное решение ϑ ∈ C0(R+) для всех h = (h1, h2, . . . , hm) ∈ Rm и
для ξ′ ∈ Rn−1 с |ξ′|+ |λ| 6= 0.

Тогда
a) для любых f ∈ Lp(�̃), | arg λ| ≤ ϕ и достаточно большого |λ| задача

(29)–(31) имеет единственное решение u, принадлежащее W 2,2m
p (�̃), и допускает

коэрцитивную оценку
n∑

k=1

2∑
i=0

|λ|1− i
2

∥∥∥∥ ∂iu∂xk

∥∥∥∥
Lp(�̃)

+
∑

|β|=2m

∥∥Dβ
yu
∥∥
Lp(�̃) ≤ C‖f‖Lp(�̃);

b) задача (30)–(32) фредгольмова в Lp(�̃).
Доказательство. Пусть E = Lp1(�). В силу [22, теорема 3.6] п. (1) тео-

ремы 1 выполнен. Рассмотрим оператор A, определенный следующим образом:

D(A) = W 2m
p1 (�;Bju = 0), Au =

∑
|α|≤2m

aα(y)Dαu(y).



Абстрактные эллиптические уравнения 1189

Для x ∈ � рассмотрим также операторы

Ak(x)u = dk(x, y)u(y), k = 1, 2, . . . , n.

Задача (30)–(32) может быть переписана в виде (1), где u(x) = u(x, ·), f(x) =
f(x, ·) суть функции со значениями в E = Lp1(�). Ввиду [25] задача

λu(y) +
∑

|α|≤2m

aα(y)Dα
y u(y) = f(y), Bju =

∑
|β|≤mj

bjβ(y)Dβ
yu(y) = 0,

j = 1, 2, . . . ,m,

имеет единственное решение для f ∈ Lp1(�) и arg λ ∈ S(ϕ0), |λ| → ∞. Более то-
го, в силу [5, теорема 8.2] дифференциальный оператор A R-положителен в Lp1 .
Известно, что вложение W 2m

p1 (�) ⊂ Lp1(�) компактно (см., например, [21, тео-
рема 3.2.5]). Используя интерполяционные свойства соболевских пространств
(см., например, [21, § 4]), можно показать, что условие (3) в теореме 1 также
выполнено. Тогда из теорем 2, 3 вытекают все утверждения теоремы.

5. Краевые задачи для бесконечной
системы эллиптических уравнений

Рассмотрим следующую бесконечную систему краевых задач:
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2um(x)
∂xi∂xj

+ (dm(x) + λ)um(x)

+
n∑

k=1

∞∑
j=1

dkjm(x)
∂uj(x)
∂xk

= fm(x), x ∈ G, m = 1, 2, . . . ,∞, (33)

L�u =
[
α(x)

∂um(x)
∂l

+ β(x)um(x)
]
�

= 0, (34)

где � — граница области G ∈ Rn, l — некасательное направление на � и aij , α,
β — комплекснозначные функции на G и � соответственно.

Пусть d(x) = {dm(x)}, dm > 0, u = {um}, Du = {dmum}, m = 1, 2, . . . ,∞,

lq(D) =

{
u : u ∈ lq, ‖u‖lq(d) = ‖Du‖lq =

( ∞∑
m=1

|dmum|q
) 1

q

<∞

}
,

x ∈ G, 1 < q <∞. Пусть Q — дифференциальный оператор в Lp(G; lq), порож-
денный краевой задачей (33), (34). Положим B = B(Lp(G; lq)).

Теорема 6. Пусть
(1) верно условие 1;
(2) dj ∈ C(G), dkmj ∈ L∞(G) и

max
k

sup
m

∞∑
j=1

dkmj(x)d−( 1
2−µ)

j < M для всех x ∈ G и 0 < µ <
1
2

п. в. для x ∈ G и 1 < p <∞.
Тогда верны следующие утверждения.
(a) Для любых f(x) = {fm(x)}∞1 ∈ Lp(G; lq), λ ∈ S(ϕ), ϕ ∈ (0, π) и

для достаточно большого |λ| задача (33), (34) имеет единственное решение
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u = {um(x)}∞1 , принадлежащее W 2
p (G, lq(D), lq) и обладающее коэрцитивной

оценкой

n∑
k=1

[∫
G

( ∞∑
m=1

∣∣D2
kum(x)

∣∣q) p
q

dx

] 1
p

+

[∫
G

( ∞∑
m=1

|dmum(x)|q
)
dx

] 1
p

≤ C

[ ∫
G

( ∞∑
m=1

|fm(x)|q
) p

q

dx

] 1
p

. (35)

(b) Для достаточно большого |λ| > 0 существует резольвента (Q + λ)−1

оператора Q и
n∑

k=1

2∑
j=0

|λ|1−
j
2
∥∥Dj

k(Q+ λ)−1∥∥
B

+ ‖A(Q+ λ)−1‖B ≤M. (36)

Доказательство. Действительно, пусть E = lq, A и Ak(x) суть бесконеч-
ные матрицы такие, что

A = [dm(x)δjm], Ak(x) = [dkjm(x)], m, j = 1, 2, . . . ,∞.

Нетрудно увидеть, что оператор A R-положителен в lq. Поэтому в силу
теоремы 4 получаем, что задача (33), (34) для любых f ∈ Lp(G; lq), λ ∈ S(ϕ)
и достаточно большого |λ| имеет единственное решение u, принадлежащее про-
странству W 2

p (G; lq(D), lq), и
n∑

k=1

∥∥D2
ku
∥∥
Lp(G;lq)

+ ‖Du‖Lp(G;lq) ≤ C‖f‖Lp(G;lq).

Отсюда вытекает (35). Оценка (36) получается из вывода 1.
Замечание 4. Есть много положительных операторов в различных кон-

кретных банаховых пространствах. Поэтому, беря конкретные банаховы про-
странства и конкретные положительные операторы (т. е. псевдодифференци-
альные операторы, или, например, конечные или бесконечные матрицы) вместо
E и A соответственно, по теоремам 2–4 можно получать различные классы
максимальных регулярных краевых задач для дифференциального уравнения
в частных производных или псевдодифференциальных уравнений или их ко-
нечных или бесконечных систем.
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