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НОВОЕ ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ В ПРИНЦИПЕ

ИНВАРИАНТНОСТИ ДЛЯ ПРОЦЕССОВ

ЧАСТНЫХ СУММ СКОЛЬЗЯЩИХ СРЕДНИХ

Н. С. Аркашов

Аннотация. Получено новое достаточное условие для C-сходимости в метриче-
ском пространстве D[0, 1] (с метрикой А. В. Скорохода) распределений процессов
частных сумм скользящих средних к распределению винеровского процесса.
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§ 1. Введение и формулировка основных результатов

Пусть {ξk; k ∈ Z} — независимые одинаково распределенные случайные
величины с нулевыми средними и единичными дисперсиями, где Z — множество
всех целых чисел. Рассмотрим последовательность случайных величин

Xj =
∞∑

k=−∞

aj−kξk, (1)

которые называются скользящими средними исходной последовательности {ξk;
k ∈ Z} (см., например, [1]). Хорошо известно, что условие∑

k∈Z
a2
k <∞ (2)

гарантирует сходимость с вероятностью 1 ряда в правой части (1) (см., напри-
мер, [2]). Определим последовательность частных сумм

S0 = 0, Sn =
n∑
i=1

Xi, n = 1, 2, . . . .

Обозначим через Sn(t) = S[nt]/
√
n, t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . , соответствующий

процесс частных сумм скользящих средних. Введем следующее условие:

0 < σ2 := lim
n→∞

DSn
n

<∞. (3)

Мы будем изучать условия C-сходимости (см., например, [3, с. 51]) в метри-
ческом пространстве D[0, 1] (с метрикой А. В. Скорохода) распределений слу-
чайных процессов Sn(·) к распределению процесса σW (·), где W (·) — стандарт-
ный винеровский процесс. Напомним, что под C-сходимостью в D[0, 1] понима-
ется слабая сходимость распределений функционалов, измеримых относительно
борелевской σ-алгебры в D[0, 1] и непрерывных относительно равномерной мет-
рики в точках пространства C[0, 1] (см., например, [4]).
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Заметим, что существование двух моментов последовательности {ξi}i∈Z и
условие (3) гарантируют сходимость конечномерных распределений процессов
Sn(·) к конечномерным распределениям процесса σW (·) (см. [5]). Поэтому для
доказательства C-сходимости процесса Sn(·) к процессу σW (·) остается про-
верить условие плотности семейства распределений процессов Sn(·) в D[0, 1]
относительно равномерной метрики.

Теорема 1. Пусть выполнено (2) и для некоторого натурального числа m
∞∑
i=1

|a(i−1)m+1 + · · ·+ aim| <∞,
∞∑
i=1

|a−((i−1)m+1) + · · ·+ a−im| <∞.

Тогда имеет место плотность семейства распределений процессов Sn(·) в D[0, 1]
относительно равномерной метрики.

Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1

lim
n→∞

DSn
n

=
(∑
i∈Z

ai
)2
.

Следствие 1. Условия теоремы 1, а также требование
∑
i∈Z

ai 6= 0 влекут за

собой C-сходимость распределений процесса Sn(·) к распределениям процесса
σW (·), где σ =

∑
i∈Z

ai (см. также [6]).

Замечание 1. Если
∑
i∈Z

|ai| < ∞, то выполняется условие теоремы 1 для

m = 1. Заметим, что в случае абсолютной суммируемости коэффициентов
{aj}j∈Z условия (3) и

∑
i∈Z

ai 6= 0 эквивалентны; это сразу следует из теоре-

мы 2. Отметим также, что утверждение о C-сходимости распределений про-
цессов Sn(·) к распределениям процессов σW (·) при условии абсолютной сум-
мируемости коэффициентов {aj}j∈Z и условии (3) получено в [7].

Замечание 2. Условия на коэффициенты {aj}j∈Z, возникающие в теоре-
ме 1, допускают условную сходимость ряда

∑
ai. В качестве примера для m = 2

можно взять коэффициенты ai = 0 при i ≤ 0 и ai = (−1)i/i при i ≥ 1.
Замечание 3. B [8] наряду с (2) приведено также условие

∞∑
l=1

((∑
i>l

ai
)2

+
(∑
i>l

a−i
)2)

<∞, (4)

которое обеспечивает C-сходимость процесса Sn(·) к винеровскому процессу.
Отметим, что здесь уже допускается условная сходимость ряда

∑
ai. Но если

хвост
∑
|i|≥k

ai ряда
∑

ai убывает достаточно медленно, то условие (4) может не

выполняться. Скажем, последовательность ai = 1
i3/2

при i ≥ 1 и ai = 0 при i ≤ 0
не удовлетворяет условию (4), в то время как условие теоремы 1 выполнено при
m = 1. Легко привести пример последовательности, не являющейся абсолютно
суммируемой и не удовлетворяющей условию (4), но удовлетворяющей условию
теоремы 1. Действительно, положим a3i−2 = 1

3i−2 , a3i−1 = − 1
3i−1 и a3i = 1

(3i)3/2

при i ≥ 1 и ai = 0 при i ≤ 0. Очевидно, что последовательность {ai}i∈Z не
является абсолютно суммируемой. Условие (4) не выполняется, поскольку в
этом случае |

∑
i>l

ai| ∼ C√
l

при l → ∞, условие же теоремы 1 выполняется при

m = 3.
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§ 2. Доказательство основных результатов

Прежде всего докажем ряд вспомогательных утверждений. Для случайной
величины ξi определим центрированную срезку и соответственно центрирован-
ный «хвост» срезки на уровне N > 0:

ξ̄Ni = ξiI{|ξi|≤N} −E(ξiI{|ξi|≤N}), ξ̂Ni = ξiI{|ξi|>N} −E(ξiI{|ξi|>N}).

Очевидно, выполняется равенство ξi = ξ̄Ni + ξ̂Ni для всех i ∈ Z. Соответствую-
щие нормированные процессы частных сумм скользящих средних, построенные
по последовательностям

{
ξ̄Ni
}
i∈Z и

{
ξ̂Ni
}
i∈Z, обозначим через S

N
n (·) и ŜNn (·) со-

ответственно. Очевидно, для всех t ∈ [0, 1] выполняется равенство

Sn(t) = S
N
n (t) + ŜNn (t). (5)

Для того чтобы проверить условия плотности семейства распределений
процессов Sn(·) в D[0, 1] относительно равномерной метрики, достаточно по-
казать, что для любого положительного ε выполняется соотношение (см. [3,
с. 51; 9; 10])

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P( sup
|t−s|<δ, t,s∈[0,1]

|Sn(t)− Sn(s)| > ε) = 0. (6)

В силу (5) получаем

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P( sup
|t−s|<δ, t,s∈[0,1]

|Sn(t)− Sn(s)| > ε)

≤ lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(

sup
|t−s|<δ, t,s∈[0,1]

∣∣SNn (t)− S
N
n (s)

∣∣ > ε/2
)

+ lim sup
n→∞

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε/4

)
. (7)

Заметим, что первое слагаемое в правой части (7) равно 0. Это следует из того,
что семейство распределений процессов S

N
n (·), построенных по ограниченной

последовательности {ξ̄Ni }i∈Z, плотно (см., например, [5]). Поэтому достаточно
показать, что для любого положительного ε имеет место

lim
N→∞

sup
n≥1

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε

)
= 0. (8)

В леммах 1–4 будем предполагать, что m — некоторое натуральное число,
{ηj}j∈Z — последовательность независимых одинаково распределенных случай-
ных величин с условиями Eη1 = 0 и Dη1 <∞.

Лемма 1. Пусть последовательность {bi}i∈Z удовлетворяет условию∑
i∈Z

b2i < ∞. Обозначим Yj =
∑
i∈Z

biηj−i и Sk =
k∑

j=1
Yj , k = 1, 2, . . . . Тогда вы-

полняется неравенство

P
(

max
k≤n/m

|Sk|√
n
> ε

)
≤ 4

mε2

(∑
i∈Z

|bi|
)2

Dη0.

Доказательство. Имеет место равенство

Sk =
k∑

j=1

∑
i∈Z

biηj−i =
∑
i∈Z

bi

k∑
j=1

ηj−i.
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Далее, используя неравенство треугольника, а также неравенство Чебышёва,
получаем

P
(

max
k≤n/m

|Sk|√
n
> ε

)
≤ P

(∑
i∈Z

|bi|
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ηj−i

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ 1
nε2

E

(∑
i∈Z

|bi| max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ηj−i

∣∣∣∣∣
)2

≤ 1
nε2

E

( ∑
l,m∈Z

|bl||bm| max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ηj−l

∣∣∣∣∣ max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ηj−m

∣∣∣∣∣
)
. (9)

Далее воспользуемся следующим неравенством (см. [2]):

Emax
k≤n

(
k∑

j=1

ζj

)2

≤ 4
n∑

j=1

Dζj ,

где {ζj} — последовательность независимых случайных величин с условиями
Eζj = 0 и Dζj < ∞. Применяя неравенство Гëльдера и предыдущее неравен-
ство, получаем

P
(

max
k≤n/m

|Sk|√
n
> ε

)

≤ 1
nε2

∑
l,m∈Z

|bl||bm|

(
E max

k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ηj−l

∣∣∣∣∣
2)1/2(

E max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑

j=1

ηj−m

∣∣∣∣∣
2)1/2

≤ 4
mε2

(∑
i∈Z

|bi|
)2

Dη0. (10)

Лемма доказана.

Пусть Ak =
k∑
i=1

ai при k ≥ 1 и A0 = 0, а также Bk =
k∑
i=1

a−i при k ≥ 1 и

B0 = 0. В терминах этих обозначений выполняется равенство

Sn =
n∑

j=1

An−jξj+
∞∑
j=0

(An+j−Aj)ξ−j+
n−1∑
j=0

(a0+Bj)ξj+1+
∞∑
j=n

(Bj−Bj−n)ξj+1. (11)

Лемма 2. Имеют место следующие равенства:

1√
n

km∑
j=1

Akm−jηj =
1√
n

k∑
i=1

Akm−im

im∑
j=(i−1)m+1

ηj +
γm1k√
n
,

1√
n

∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i =
1√
n

∞∑
i=0

(Akm+im −Aim)
(i+1)m−1∑
j=im

η−j +
γm2k√
n
,

где γm1k и γm2k — случайные величины, обладающие свойством

P
(

1√
n

max
k≤n/m

|γmik | > ε

)
≤ 4m

ε2
Dη1

∑
i∈Z

a2
i , i = 1, 2.
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Доказательство. Очевидно, выполняется следующее равенство:

km∑
j=1

Akm−jηj =
k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

Akm−jηj .

Но тогда

k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

Akm−jηj

=
k−1∑
i=0

Akm−(i+1)m

(i+1)m∑
j=im+1

ηj +
k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

(Akm−j −Akm−(i+1)m)ηj

=
k−1∑
i=0

Akm−(i+1)m

(i+1)m∑
j=im+1

ηj +
k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

ηj

km−j∑
l=km−(i+1)m+1

al. (12)

Рассмотрим отдельно последнее слагаемое правой части (12), обозначив его че-
рез γm1k. Оценим Dγm1k:

D

k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

ηj

km−j∑
l=km−(i+1)m+1

al


= Dη1

k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

 km−j∑
l=km−(i+1)m+1

al

2

≤ mDη1

k−1∑
i=0

(i+1)m∑
j=im+1

km−j∑
l=km−(i+1)m+1

a2
l

≤ m2Dη1

k−1∑
i=0

km−im−1∑
l=km−(i+1)m+1

a2
l ≤ m2Dη1

∑
l∈Z

a2
l . (13)

Стало быть,
Dγm1k ≤ m2Dη1

∑
l∈Z

a2
l . (14)

Поэтому выполняется неравенство

P
(

1√
n

max
k≤n/m

|γm1k| > ε

)
≤ 1

mε2
max
k≤n/m

Dγm1k. (15)

Применяя неравенство (14) к оценке правой части (15), получаем первое
утверждение леммы. Докажем, что имеет место второе представление. Имеем

∞∑
j=0

(Akm+j −Aj)η−j =
∞∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im

(Akm+j −Aj)η−j

=
∞∑
i=0

(Akm+ki −Aim)
(i+1)m−1∑
j=im

η−j +
∞∑
i=0

((i+1)m−1∑
j=im

η−j

km+j∑
l=km+im+1

al

)

−
∞∑
i=0

((i+1)m−1∑
j=im

η−j

j∑
l=im+1

al

)
. (16)
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Обозначим через γm2k последние два слагаемых правой части (16), т. е.

γm2k =
∞∑
i=0

((i+1)m−1∑
j=im

η−j

km+j∑
l=km+im+1

al

)
−

∞∑
i=0

((i+1)m−1∑
j=im

η−j

j∑
l=im+1

al

)
.

Тогда справедливо неравенство

Dγm2k ≤ 2Dη0

∞∑
i=0

((i+1)m−1∑
j=im

(
km+j∑

l=km+im+1

al

)2

+
(i+1)m−1∑
j=im

(
j∑

l=im+1

al

)2)
. (17)

Далее, проводя аналогичные (13) вычисления, получаем

Dγm2k ≤ 4m2Dη0
∑
i∈Z

a2
i .

Используя последнее неравенство, а также соотношение

P
(

1√
n

max
k≤n/m

|γm2k| > ε

)
≤ 1

mε2
max
k≤n/m

Dγm2k,

получаем второе утверждение леммы.

Лемма 3. Имеют место следующие два представления:

1√
n

km−1∑
j=0

(a0 +Bj)ηj+1 =
1√
n

k−1∑
i=0

(a0 +Bim)
(i+1)m−1∑
j=im

ηj+1 +
γm3k√
n
,

1√
n

∞∑
j=km

(Bj −Bj−km)ηj+1 =
1√
n

∞∑
i=k

(Bim −B(i−k)m)
(i+1)m−1∑
j=im

ηj+1 +
γm4k√
n
,

где γm3k и γm4k — случайные величины, для которых

P
(

1√
n

max
k≤n/m

|γmik | > ε

)
≤ 4m

ε2
Dη1

∑
i∈Z

a2
i , i = 3, 4.

Доказательство. Имеем
k−1∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im

(a0 +Bj)ηj+1

=
k−1∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im

(a0 +Bim)ηj+1 +
k−1∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im

ηj+1

j∑
l=im+1

a−l. (18)

Обозначим последнее слагаемое правой части (18) через γm3k, т. е.

γm3k =
k−1∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im

ηj+1

j∑
l=im+1

a−l.

Тогда выполняются следующие неравенства:

Dγm3k =
k−1∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im

(
j∑

l=im+1

a−l

)2

Dη1

≤ m2Dη1

k−1∑
i=0

(i+1)m−1∑
j=im+1

a2
−j ≤ m2Dη1

∑
i∈Z

a2
i . (19)
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Оценивая с помощью (19) правую часть неравенства

P
(

1√
n

max
k≤n/m

|γm3k| > ε

)
≤ 1

mε2
max
k≤n/m

Dγm3k,

получаем первое утверждение леммы. Чтобы получить второе утверждение,
воспользуемся следующим соотношением:

∞∑
j=km

(Bj −Bj−km)ηj+1 =
∞∑
i=0

km+(i+1)m−1∑
j=km+im

(Bj −Bj−km)ηj+1

=
∞∑
i=0

(Bkm+im −Bim)
km+(i+1)m−1∑
j=km+im

ηj+1

+
∞∑
i=0

km+(i+1)m−1∑
j=km+im

ηj+1

j∑
l=km+im+1

a−l −
∞∑
i=0

km+(i+1)m−1∑
j=km+im

ηj+1

j−km∑
l=im+1

a−l. (20)

Через γm4k обозначим последние два слагаемых правой части (20), т. е.

γm4k =
∞∑
i=0

km+(i+1)m−1∑
j=km+im

ηj+1

j∑
l=km+im+1

a−l −
∞∑
i=0

km+(i+1)m−1∑
j=km+im

ηj+1

j−km∑
l=im+1

a−l.

Проводя вычисления, аналогичные (17), получаем

Dγm4k ≤ 4m2Dη1
∑
i∈Z

a2
i . (21)

Применяя (21) и неравенство

P
(

1√
n

max
k≤n/m

|γm4k| > ε

)
≤ 1

mε2
max
k≤n/m

Dγm4k,

получаем второе утверждение.

Лемма 4. Выполняются следующие неравенства:

P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Ak−iηi +
∞∑
i=0

(Ak+i −Ai)η−i

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+ Dη0
8m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i , (22)

P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(a0 +Bi)ηi+1 +
∞∑
i=k

(Bi −Bi−k)ηi+1

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km−1∑
i=0

(a0 +Bi)ηi+1 +
∞∑

i=km

(Bi −Bi−km)ηi+1

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+ Dη0
8m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i . (23)
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Доказательство. Докажем (22). Очевидно, выполняется следующее со-
отношение:

P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Ak−iηi +
∞∑
i=0

(Ak+i −Ai)ηi

∣∣∣∣∣ > ε

)

= P

(
1√
n

max
0≤r≤m−1

max
k≤(n−r)/m

∣∣∣∣∣
km+r∑
i=1

Akm+r−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+r+i −Ai)ηi

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ m max
0≤r≤m−1

P

(
1√
n

max
k≤(n−r)/m

∣∣∣∣∣
km+r∑
i=1

Akm+r−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+r+i −Ai)η−i

∣∣∣∣∣ > ε

)
.

(24)

Рассмотрим правую часть неравенства (24). Прежде всего отметим, что
km+r∑
i=1

Akm+r−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+r+i −Ai)η−i

=
km∑
i=1

Akm−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i +
km∑
i=1

(Akm+r−i −Akm−i)ηi

+
km+r∑

i=km+1

Akm+r−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+r+i −Akm+i)η−i. (25)

Оценим сумму последних трех слагаемых правой части (25), обозначив их сумму
буквой γmkr1. Тогда

Dγmkr1 =

( ∞∑
i=0

(Ar+i −Ai)2 +
r∑

i=1

A2
r−i

)
Dη0. (26)

Заметим, что (Ar+i − Ai)2 ≤ r
r+i∑

k=i+1
a2
k и A2

r−i ≤ (r − i)
r−i∑
k=1

a2
k. Тогда правую

часть (26) можно оценить следующим образом:

Dγmkr1 =

( ∞∑
i=0

(Ar+i −Ai)2 +
r∑

i=1

A2
r−i

)
Dη0 ≤ 2r2Dη0

∞∑
i=1

a2
i . (27)

Следовательно, из (24), (25) вытекает оценка

P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Ak−iηi +
∞∑
i=0

(Ak+i −Ai)ηi

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ m max
0≤r≤m−1

P

(
1√
n

max
k≤(n−r)/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i + γmkr1

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+m max
0≤r≤m−1

P
(

1√
n

max
k≤(n−r)/m

|γmkr1| >
ε

2

)
≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)
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+ n max
0≤r≤m−1

max
k≤(n−r)/m

P
(

1√
n
|γmkr1| >

ε

2

)
. (28)

Применив неравенство Чебышёва, а также (27) к правой части неравенства (28),
получим

P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Ak−iηi +
∞∑
i=0

(Ak+i −Ai)ηi

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iηi +
∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)η−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+
8m2

ε2
Dη0

∞∑
i=1

a2
i . (29)

Таким образом, (22) доказано.
Докажем неравенство (23). Имеем

P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k−1∑
j=0

(a0 +Bj)ηj+1 +
∞∑
j=k

(Bj −Bj−k)ηj+1

∣∣∣∣∣ > ε

)

= P

(
1√
n

max
0≤r≤m−1

max
k≤(n−r)/m

∣∣∣∣∣
km+r−1∑

j=0

(a0 +Bj)ηj+1

+
∞∑

j=km+r

(Bj −Bj−km−r)ηj+1

∣∣∣∣∣ > ε

)

≤ m max
0≤r≤m−1

P

(
1√
n

max
k≤(n−r)/m

∣∣∣∣∣
km+r−1∑

j=0

(a0 +Bj)ηj+1

+
∞∑

j=km+r

(Bj −Bj−km−r)ηj+1

∣∣∣∣∣ > ε

)
. (30)

Преобразуем правую часть неравенства (30):

km+r−1∑
j=0

(a0 +Bj)ηj+1 +
∞∑

j=km+r

(Bj −Bj−km−r)ηj+1

=
km−1∑
j=0

(a0 +Bj)ηj+1 +
∞∑

j=km

(Bj −Bj−km)ηj+1

+
km+r−1∑
j=km

(a0 +Bj−km)ηj+1 +
∞∑

j=km+r

(Bj−km −Bj−km−r)ηj+1. (31)

Оценим сумму последних двух слагаемых правой части (31), обозначив ее бук-
вой γmkr2. Тогда

Dγmkr2 =

r−1∑
j=0

(a0 +Bj)2 +
∞∑
j=r

(Bj −Bj−r)2

Dη0. (32)
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Заметим, что

(a0 +Bj)2 ≤ (j + 1)

(
a2
0 +

j∑
i=1

a2
−i

)
, (Bj −Bj−r)2 ≤ r

j∑
i=j−r+1

a2
i .

Поэтому

Dγmkr2 =

r−1∑
j=0

(a0 +Bj)2 +
∞∑
j=r

(Bj −Bj−r)2

Dη0 ≤ 2r2
∑
i∈Z

a2
iDη0. (33)

Далее, с помощью (33) оцениваем правую часть неравенства (30), действуя так
же, как и при выводе оценки (28). Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Применяя лемму 4, получаем

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε

)
≤ P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Ak−iξ̂
N
i +

∞∑
i=0

(Ak+i −Ai)ξ̂N−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+ P

(
1√
n

max
k≤n

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(a0 +Bi)ξ̂Ni+1 +
∞∑
i=k

(Bi −Bi−k)ξ̂Ni+1

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iξ̂
N
i +

∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)ξ̂N−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)
+ Dξ̂N0

32m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i

+mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km−1∑
i=0

(a0 +Bi)ξ̂Ni+1 +
∞∑

i=km

(Bi −Bi−km)ξ̂Ni+1

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+ Dξ̂N0
32m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i . (34)

Применяя леммы 2 и 3 к последнему неравенству правой части (34), имеем

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε

)
≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km∑
i=1

Akm−iξ̂
N
i +

∞∑
i=0

(Akm+i −Ai)ξ̂N−i

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
km−1∑
i=0

(a0 +Bi)ξ̂Ni+1 +
∞∑

i=km

(Bi −Bi−km)ξ̂Ni+1

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+ Dξ̂N0
64m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i ≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Akm−im

im∑
j=(i−1)m+1

ξ̂Nj

+
∞∑
i=0

(Akm+im −Aim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂N−j + γm1k + γm2k

∣∣∣∣∣ > ε

2

)

+mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(a0 +Bim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂Nj+1
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+
∞∑
i=k

(Bim −B(i−k)m)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂Nj+1 + γm3k + γm4k

∣∣∣∣∣ > ε

2

)
+ Dξ̂N0

64m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i . (35)

Применяя неравенство треугольника, получаем

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε

)
≤ mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Akm−im

im∑
j=(i−1)m+1

ξ̂Nj

+
∞∑
i=0

(Akm+im −Aim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂N−j

∣∣∣∣∣ > ε/6

)

+mP

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(a0 +Bim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂Nj+1

+
∞∑
i=k

(Bim −B(i−k)m)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂Nj+1

∣∣∣∣∣ > ε/6

)

+ Dξ̂N0
64m2

ε2

∑
i∈Z

a2
i +

4∑
i=1

P
(

max
k≤n/m

∣∣∣∣ γmik√n
∣∣∣∣ > ε/6

)
. (36)

Рассмотрим первое слагаемое правой части (36). Введем обозначения:

bi = a(i−1)m+1 + · · ·+ aim, i ≥ 1, ηi =
im∑

j=(i−1)m+1

ξ̂Nj , i ≥ 1,

A1
k =

k∑
i=1

bi, k ≥ 1, η−i =
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂N−j , i ≥ 0.

С помощью этих обозначений первое слагаемое правой части (36) переписыва-
ется следующим образом:

P

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

Akm−im

im∑
j=(i−1)m+1

ξ̂Nj +
∞∑
i=0

(Akm+im−Aim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂N−j

∣∣∣∣∣ > ε

6

)

= P

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

A1
k−iηi +

∞∑
i=0

(
A1
k+i −A1

i

)
η−i

∣∣∣∣∣ > ε

6

)
. (37)

Заметим, что выражение
k∑
i=1

A1
k−iηi+

∞∑
i=0

(
A1
k+i−A1

i

)
η−i представляет собой сум-

му скользящих средних, построенных по последовательности случайных вели-
чин {ηi}i∈Z и коэффициентам {ci}i∈Z, где ci = bi при i ≥ 1 и ci = 0 при i < 1
(см. (11)). Но тогда в силу леммы 1 справедливо неравенство

P

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

A1
k−iηi +

∞∑
i=0

(
A1
k+i −A1

i

)
η−i

∣∣∣∣∣ > ε

6

)
≤ 144

mε2

(∑
i≥1

|bi|
)2

Dη0

=
144
ε2

(∑
i≥1

|a(i−1)m+1 + · · ·+ aim|
)2

Dξ̂N0 . (38)
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Рассмотрим второе слагаемое правой части (36). Обозначим

b0 = a0, b−i = a−((i−1)m+1) + · · ·+ a−(im), i ≥ 1, B1
k =

k∑
i=1

b−i, k ≥ 1.

В терминах этих обозначений второе слагаемое правой части (36) переписыва-
ется следующим образом:

P

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(b0+Bim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂Nj+1+
∞∑
i=k

(Bim−B(i−k)m)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ̂Nj+1

∣∣∣∣∣ > ε

6

)

= P

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(
a0 +B1

i

)
ηi+1 +

∞∑
i=k

(
B1
i −B1

i−k
)
ηi+1

∣∣∣∣∣ > ε

6

)
. (39)

Но тогда опять же с помощью леммы 1 получаем неравенство

P

(
1√
n

max
k≤n/m

∣∣∣∣∣
k−1∑
i=0

(
a0 +B1

i

)
ηi+1 +

∞∑
i=k

(
B1
i −B1

i−k
)
ηi+1

∣∣∣∣∣ > ε

6

)

≤ 144
ε2

(
|a0|+

∑
i≥1

|a−((i−1)m+1) + · · ·+ a−(im)|
)2

Dξ̂N0 . (40)

Используя (38) и (40), переписываем неравенство (36) так:

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε

)
≤ 144m

ε2

(∑
i≥1

|a(i−1)m+1 + · · ·+ aim|
)2

Dξ̂N0

+
144m
ε2

(
|a0|+

∑
i≥1

|a−((i−1)m+1) + · · ·+ a−(im)|
)2

Dξ̂N0

+
64m2

ε2
Dξ̂N0

∑
i∈Z

a2
i +

4∑
i=1

P
(

max
k≤n/m

∣∣∣∣ γmik√n
∣∣∣∣ > ε

6

)
. (41)

Учитывая леммы 2, 3 и неравенство (41), получаем

P
(

sup
t∈[0,1]

∣∣ŜNn (t)
∣∣ > ε

)
≤ 144m

ε2

(∑
i≥1

|a(i−1)m+1 + · · ·+ aim|
)2

Dξ̂N0

+
144m
ε2

(
|a0|+

∑
i≥1

|a−((i−1)m+1) + · · ·+ a−(im)|
)2

Dξ̂N0

+
64m2

ε2
Dξ̂N0

∑
i∈Z

a2
i +

576m2

ε2
Dξ̂N0

∑
i∈Z

a2
i . (42)

Условие теоремы, а также тот факт, что Dξ̂N0 → 0 при N → ∞, заканчивают
доказательство теоремы.

Доказательство теоремы 2. Прежде всего представим n в виде km+ r,
где 0 ≤ r < m (m — натуральное число, см. условие теоремы 2). В силу этого все
дальнейшие предельные соотношения будут изучаться при k → ∞. Далее мы
будем использовать следующие два равенства из леммы 4 (см. представление
(25) и (31)):
km+r∑
i=1

Akm+r−iηi+
∞∑
i=0

(Akm+r+i−Ai)η−i =
km∑
i=1

Akm−iηi+
∞∑
i=0

(Akm+i−Ai)η−i+γmkr1,

(43)



Новое достаточное условие 1213

а также
km+r−1∑

j=0

(a0 +Bj)ηj+1 +
∞∑

j=km+r

(Bj −Bj−km−r)ηj+1

=
km−1∑
j=0

(a0 +Bj)ηj+1 +
∞∑

j=km

(Bj −Bj−km)ηj+1 + γmkr2. (44)

Из лемм 2 и 3, а также из (43) и (44) получаем

Skm+r =
k∑
i=1

Akm−im

im∑
j=(i−1)m+1

ξj +
∞∑
i=0

(Akm+im −Aim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξ−j

+
k−1∑
i=0

(a0 +Bim)
(i+1)m−1∑
j=im

ξj+1 +
∞∑
i=k

(Bim −B(i−k)m)
(i+1)m−1∑
j=im

ξj+1

+
4∑

i=1

γmik + γmkr1 + γmkr2. (45)

Так же, как и в теореме 1, введем следующие обозначения:

bi = a(i−1)m+1 + · · ·+ aim, i ≥ 1, ηi =
im∑

j=(i−1)m+1

ξj , i ≥ 1,

A1
k =

k∑
i=1

bi, k ≥ 1, η−i =
(i+1)m−1∑
j=im

ξ−j , i ≥ 0,

b0 = a0, b−i = a−((i−1)m+1) + · · ·+ a−(im), i ≥ 1, B1
k =

k∑
i=1

b−i, k ≥ 1.

Тогда Skm+r преобразуется следующим образом:

Skm+r =
k∑
i=1

A1
k−iηi +

∞∑
i=0

(
A1
k+i −A1

i

)
η−i +

k−1∑
i=0

(
a0 +B1

i

)
ηi

+
∞∑
i=k

(
B1
i −B1

i−k
)
ηi +

4∑
i=1

γmik + γmkr1 + γmkr2. (46)

Рассмотрим первые четыре слагаемых правой части (46). Их сумма рав-
на сумме скользящих средних, построенных по последовательностям {ηi}i∈Z и
{bi}i∈Z (см. (11)), а именно:

k∑
i=1

A1
k−iηi+

∞∑
i=0

(
A1
k+i−A1

i

)
η−i+

k−1∑
i=0

(
a0+B1

i

)
ηi+

∞∑
i=k

(
B1
i −B1

i−k
)
ηi =

k∑
j=1

Yj , (47)

где Yj =
∑
i∈Z

bj−iηi. Обозначим Zk =
k∑

j=1
Yj . Заметим, что

Zk =
∑
i∈Z

(bi+1 + · · ·+ bi+k)ηi.
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Поскольку
∑
i∈Z

|bi| <∞, нетрудно убедиться в справедливости соотношения

DZk
km

= k−1
∑
i∈Z

(bi+1 + · · ·+ bi+k)2 =
∑
i∈Z

b2i +2
k∑

j=1

∑
i∈Z

bi+jbi− 2k−1
k∑

j=1

j
∑
i∈Z

bi+jbi.

В силу леммы Кронекера (см. [11, с. 328]) последняя двойная сумма в правой
части этого равенства в пределе при k → ∞ обращается в нуль. Так что при
условии абсолютной суммируемости последовательности {bk} имеем

lim
k→∞

DZk
km

= σ2 =
(∑
i∈Z

bi
)2
. (48)

Заметим, что (см. доказательство лемм 2–4)

Dγmik ≤ 4m2
∑
l∈Z

a2
l , i = 1, . . . , 4, Dγmkri ≤ 2m2

∑
l∈Z

a2
l , i = 1, 2.

При этом имеем

Skm+r√
km

=
Zk√
km

+

4∑
i=1

γmik + γmkr1 + γmkr2
√
km

.

Поэтому

lim
k→∞

DSkm+r

km
= lim

k→∞

DZk
km

.

Но тогда (см. (48))

lim
k→∞

DSkm+r

km
=
(∑
i∈Z

bi
)2

=
(∑
i∈Z

ai
)2
.

Теорема 2 доказана.
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