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УСЛОВИЯ ПРОДОЛЖЕНИЯ ОГРАНИЧЕННЫХ
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ОПЕРАТОРОВ СО ЗНАЧЕНИЯМИ

В ПРОСТРАНСТВАХ ЛИНДЕНШТРАУССА
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Аннотация. Найдены условия продолжения линейных и сублинейных операторов
со значениями в четырех классах пространств: пространств непрерывных функций
на компакте, пространств Линденштраусса и их сепарабельных частей. Доказано,
что во всех изученных случаях свойство продолжения линейных операторов влечет
свойство продолжения сублинейных операторов, а в сепарабельных пространствах
оба свойства эквивалентны.
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раторов, аффинное отображение, субдифференциал, многозначное отображение,
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Введение

Пусть E, X, Y — банаховы пространства и E является замкнутым под-
пространством в X, а Y упорядочено конусом положительных элементов Y+.
Непрерывный линейный (сублинейный) оператор T̂ : X → Y называется про-
должением непрерывного линейного (сублинейного) оператора T : E → Y , если
T̂ e = Te для всех e ∈ E. В том случае, когда каждый линейный (сублиней-
ный) оператор T : E → Y имеет продолжение, говорят, что пара (E,X) имеет
свойство продолжения линейных (сублинейных) операторов для некоторого Y .
Часто свойство продолжения изучается для какого-либо класса пространств, а
в данной работе для четырех классов: класса банаховых пространств C непре-
рывных функций C(K) на компакте K с нормой супремум, для охватывающего
его класса L — пространств Линденштраусса, т. е. изометрически предвой-
ственных L1(µ) для некоторой меры µ, и их сепарабельных частей Cs и Ls.

Свойство продолжения линейных функционалов, а также линейных опера-
торов, интенсивно исследуется, начиная с основания функционального анализа.
С основными результатами теории продолжения ограниченных линейных опе-
раторов, нерешенными проблемами и библиографией можно ознакомиться в об-
зоре [1]. В недавно опубликованной работе [2] продолжено изучение линейных
операторов со значениями в пространствах Линденштраусса и указаны новые
проблемы, одна из которых решена в предлагаемой статье.

Отметим также, что в последние годы усилился интерес к задачам продол-
жения как линейных, так и нелинейных, в том числе липшицевых, гёльдеровых,
z-линейных, билинейных отображений (см., например, [2–10]). Вместе с тем,
насколько известно автору, вопросы продолжения для ближайшего класса к
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классу непрерывных линейных операторов — класса непрерывных сублиней-
ных операторов — до сих пор не изучены [11].

Чтобы сформулировать основные задачи, которые изучаются в предлага-
емой статье, напомним два определения. Для этого фиксируем число λ ≥ 1 и
некоторый класс упорядоченных банаховых пространств A .

Говорят [3], что пара (E,X) имеет (λ,A )-линейное (сублинейное) свойство
продолжения, если для всякого A ∈ A и всякого линейного (сублинейного)
оператора T : E → A существует линейное (сублинейное) продолжение T̂ : X →
A оператора T , для которого ‖T̂‖ ≤ λ · ‖T‖.

Банахово пространство X имеет (λ,A )-линейное (сублинейное) свойство
продолжения, если любая пара (E,X) имеет (λ,A ) линейное (сублинейное)
свойство продолжения [3].

В работе для четырех классов A , указанных выше: C , L , Cs и Ls, изуча-
ются следующие вопросы:

(a) найти необходимые и достаточные условия, при выполнении которых
пара (E,X) имеет (λ,A )-линейное (сублинейное) свойство продолжения;

(b) обнаружить связи между (λ,A )-линейными и сублинейными свойства-
ми продолжения как для пар (E,X), так и банаховых пространств X.

В статье в предложении 3.1 решена проблема из [2, с. 12] о нахождении
критерия, при выполнении которого пара (E,X) имеет (λ,L )-линейное свой-
ство продолжения. История этой проблемы такова. Еще в 1991 г. Циппин [12,
предложение 2] получил критерий для класса C . Он заключается в том, что
существует слабо* — слабо* непрерывное отображение BE∗ в λ · BX∗ , где BE∗

и BX∗ означают шары единичного радиуса с центром в нуле банахова про-
странства E∗ и X∗ соответственно. Недавно в [2, лемма 2.2] для некоторых
классов пространств, составляющих пространства Линденштраусса, получены
частные критерии и в связи с этим поставлена проблема нахождения критерия
для класса пространств Линденштраусса в целом [2, с. 12]. Ключом решения
как поставленной проблемы, так и других вопросов является теорема автора
о представлении сублинейных операторов со значениями в L многозначными
отображениями [13, теорема 1]. Ответ оказался очень простым: надо к ука-
занному выше критерию для класса C добавить два дополнительных свойства:
отображение должно быть аффинным и переводить нуль в нуль.

Статья состоит из семи разделов. В разд. 1 собраны определения и необхо-
димые предварительные сведения. В разд. 2, 3 найдены условия продолжения
для классов пространств непрерывных функций и пространств Линденштраус-
са соответственно. В разд. 4 обсуждается гомологический подход к задачам
продолжения операторов. В разд. 5, 6 соответственно для классов пространств
непрерывных функций и пространств Линденштраусса доказано, что выполне-
ние свойства продолжения линейных операторов во всех рассмотренных случа-
ях влечет выполнение свойства продолжения сублинейных операторов. Здесь
же найдены условия, когда эти свойства эквивалентны. В разд. 7 даны при-
менения как полученных критериев продолжения, так и установленных связей
между линейными и сублинейными свойствами продолжений. Например, в тео-
реме 7.4 доказано, что при выполнении определенных условий свойства почти
изометрического продолжения линейных, сублинейных и липшицевых операто-
ров равносильны.
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1. Предварительные сведения

1.1. Классы пространств. Все топологические пространства хаусдор-
фовы, а отображения непрерывны. Хаусдорфовы компактные топологические
пространства для краткости называются компактами. Класс пространств ве-
щественных непрерывных функций C(K), где K — компакт, с sup-нормой и
стандартным порядком обозначается символом C , а входящие в него сепара-
бельные пространства — Cs. Хорошо известно, что C(K) сепарабельно тогда и
только тогда, когда компакт K метризуем [14].

Пусть Y — комплексное или вещественное банахово пространство такое,
что его топологическое сопряженное пространство Y ∗ изометрично изоморф-
но L1(µ) для некоторой меры µ. Такие пространства были введены Гротен-
диком, интенсивно изучались Линденштрауссом и поэтому называются часто
пространствами Линденштраусса. Пространства Линденштраусса содержат
пространства непрерывных функций C(K) на компакте K, пространства Гро-
тендика, Cσ, M -пространства и пространства A(K) непрерывных аффинных
функций на выпуклом компакте, который является также и симплексом Шо-
ке. Классификация вещественных пространств Линденштраусса дана Линден-
штрауссом и Вулбертом [15] (см. также [16]). Аналогичная классификация
комплексных пространств получена Олсеном [17].

Пространства Линденштраусса Y априори не упорядочены. Чтобы их упо-
рядочить, заметим, что Y ∗ = L1(µ) имеет естественный порядок, если в каче-
стве конуса положительных элементов в L1(µ) взять конус L+

1 (µ), состоящий
из классов эквивалентных неотрицательных функций. Упорядочим теперь Y
конусом Y+, который является двойственным к L+

1 (µ), т. е. Y+ = L+
1 (µ)∗ ∩ Y .

Отметим, что такой порядок совпадает с естественным порядком, который име-
ется в приведенных выше пространствах Линденштраусса.

Класс вещественных пространств Линденштраусса обозначим символомL ,
а часть, состоящую из сепарабельных пространств, — Ls.

Если V — банахово пространство, то его единичный шар с центром в нуле
обозначим символом BV := {v ∈ V : ‖v‖ ≤ 1}. Топологическое сопряженное
V ∗ и BV ∗ рассматриваются со слабой* топологией или топологией σ(V ∗, V ),
определяемой двойственностью между V ∗ и V .

Нам потребуется также часть единичного шара BL+
1 (µ), состоящая из неот-

рицательных элементов BL1(µ), которая тоже рассматривается в слабой* топо-
логии.

Далее все банаховы пространства предполагаются вещественными, а линей-
ные и сублинейные операторы — непрерывными, т. е. ограниченными. Выпук-
лые множества и компактные выпуклые множества — это всегда подмножества
хаусдорфовых или отделимых локально-выпуклых пространств.

Отображение двух выпуклых множеств называется аффинным, если оно
переводит выпуклые комбинации одного выпуклого множества в соответствую-
щие выпуклые комбинации другого.

1.2. Сублинейные операторы и многозначные отображения. Пусть
Y — банахово пространство, упорядоченное конусом положительных элемен-
тов Y+. Напомним, что сублинейным оператором S : E → Y называется суб-
аддитивное и положительно однородное отображения E в Y , т. е. для всех
e1, e2, e ∈ E и α ≥ 0 верны соотношения

S(e1 + e2) ≤ S(e1) + S(e2); S(αe) = αS(e).
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Хорошо известно, что непрерывность сублинейного оператора, равносильна его
ограниченности. Норма сублинейного оператора определяется следующей фор-
мулой:

‖S‖ = sup{‖Se‖ : e ∈ BE}.

Далее потребуются многозначные отображения. Напомним, что гиперпро-
странство expQ (expcQ) топологического пространства Q есть множество всех
непустых замкнутых (компактных) подмножеств из Q с топологией Вьетори-
са [18, 2.7.20(a)] (см. также [19, IV.3.1]). Базу ее топологии образуют семейства
вида O〈U1, U2, . . . , Un〉 = {A ∈ expQ | A ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un, A ∩ Uk 6= ∅ для
k = 1, 2, . . . , n}, где n ∈ N и U1, U2, . . . , Un — открытые подмножества Q.

Для отображения f : V → W , где V и W — топологические пространства,
определим expc(f) : expc(V ) → expc(W ) с помощью соотношения expc(f)(A) =
f(A) для A ∈ expc(V ). Если V — выпуклое множество, то обозначим

cc(V ) = {A ∈ expc(V ) | A является выпуклым } ⊂ expc(V ).

Если f : V → W — аффинное отображение выпуклых множеств, то отоб-
ражение cc(f) : cc(V ) → cc(W ) зададим как ограничение expc(f) на cc(V ).

Для непустого компактного подмножества V локально выпуклого простран-
ства W обозначим через h(V ) его замкнутую выпуклую оболочку, т. е. зададим
непрерывное отображение h : expc(V ) → cc(W ) [20].

Напомним, что операции Минковского в cc(V ) определяются следующим
образом: λ1A1 + λ2A2 = {λ1x1 + λ2x2 | x1 ∈ A1, x2 ∈ A2}, λ1, λ2 ∈ R, A1, A1 ∈
cc(V ).

Пусть V — банахово пространство и V ∗ — его топологическое сопряженное,
наделяемое, напомним, слабой* топологией. Согласно вышесказанному cc(V ∗)
есть совокупность всех непустых выпуклых и слабо* замкнутых подмножеств
из V ∗ с топологией Вьеториса [18, 2.7.20(a)]. Рассмотрим также его подпро-
странства cc(BV ∗), состоящие из подмножеств, содержащихся в BV ∗ . Пусть
λ — некоторое число. Тогда верно равенство λ · cc(BV ∗) = cc(λ ·BV ∗).

Отображения некоторого топологического пространства Q в λ · cc(BV ∗) бу-
дем далее рассматривать как многозначные отображения в V ∗. Многознач-
ные отображения использовались для характеристики сублинейных операторов
[13, 21]. Поставим в соответствие сублинейному оператору [21] S : V → C(K)
единственное отображение (многозначное в V ∗) FS : K → ‖S‖ · cc(BV ∗), при
котором FS(k) для каждого k ∈ K есть субдифференциал в нуле ∂sk непре-
рывного сублинейного функционала sk : V → R, действующего по правилу
sk(v) := Sv(k) (∀k ∈ K, v ∈ V ).

Отображение FS : K → ‖S‖·cc(BV ∗) называется представлением сублиней-
ного оператора S или двойственным отображением. Отображение F : K →
cc(V ∗) является двойственным отображением тогда и только тогда, когда оно
непрерывно в топологии Вьеториса [21, теорема 1].

Рассмотрим теперь сублинейный оператор S : V → Y , где Y — простран-
ство Линденштраусса и Y ∗ = L1(µ) [13, теорема 1]. В этой ситуации свяжем с
каждым сублинейным оператором S отображение FS из BL+

1 (µ) со слабой* топо-
логией в ‖S‖ · cc(V ∗). Оно каждому y∗+ сопоставляет субдифференциал в нуле
∂(y∗+ ◦ S), который является непустым выпуклым и слабо* компактным мно-
жеством из ‖S‖ · cc(BV ∗). Отображение FS также называется представлением
сублинейного оператора S или двойственным отображением. Отображение
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F : BL+
1 (µ) → cc(V ∗) является двойственным отображением тогда и только то-

гда, когда оно непрерывно в топологии Вьеториса, аффинно и F (0) = 0 [13,
теорема 1].

В следующих двух частях для пар (E,X) найдем условия, обеспечивающие
продолжения линейных и сублинейных операторов со значениями в классах C ,
Cs, L и Ls.

2. Условия продолжения для класса C и Cs

Здесь получим условия продолжения сублинейных операторов со значени-
ями в пространствах из класса C и Cs. Прежде всего напомним, что критерий
продолжения линейных операторов получил еще в 1991 г. Циппин [12, предло-
жение 2] (см. также [1, 1.10]), эффективно применявший его для решения ряда
задач продолжения линейных операторов. Применение этого критерия к вопро-
сам продолжения сублинейных операторов потребует некоторое его дополнение.
Для удобства читателей приведем формулировку этого критерия вместе с этим
дополнением.

Необходимые определения абсолютно выпуклого, уравновешенного и абсо-
лютно выпуклого множеств можно найти, например, в [11, 1.1.(7)].

Отображение f : C1 → C2 абсолютно выпуклых множеств называется
нечетным (четным), если для всех x ∈ C1 верно равенство f(−x) = −f(x)
(f(−x) = f(x)). Ясно, что для нечетного отображения f(0) = 0.

Предложение 2.1 [12, предложение 2] (см. также [1, 1.10]). Пара (E,X)
имеет (λ,C )-линейное свойство продолжения тогда и только тогда, когда суще-
ствует слабо* — слабо* непрерывное отображение ϕ : BE∗ → λ · BX∗ , которое
продолжает линейные функционалы, т. е. ϕ(e∗)(e) = e∗(e) для всех e ∈ E и
e∗ ∈ BE∗ . Кроме того, отображение ϕ можно считать четным или нечетным с
ϕ(0) = 0.

Доказательство. Доказательство Циппина существования слабо* — сла-
бо* непрерывного отображения ϕ : BE∗ → λ · BX∗ , которое продолжает линей-
ные функционалы, базируется на теореме Гельфанда об общем виде линейных
операторов, определенных на банаховых пространствах, со значениями в C(K),
где K — компакт [22] (см. также [23, теорема VI.7.1]). Читатель легко его
восстановит, если ознакомится с доказательством предложения 2.3, в котором
воспроизведены рассуждения Циппина применительно к сепарабельному слу-
чаю, т. е. к классу Cs. Итак, предположим, что отображение ϕ : BE∗ → λ ·BX∗ ,
которое продолжает линейные функционалы, найдено. Так как шары BE∗ и
BX∗ являются абсолютно выпуклыми компактами в силу теоремы Алаоглу [23,
V.4.2], преобразуем отображение ϕ, положив

e∗ 7→ ϕ(e∗)− ϕ(−e∗)
2

, e∗ ∈ BE∗ .

Это отображение действует из BE∗ в λ ·BX∗ и нечетно. Оно продолжает линей-
ные функционалы. Действительно,

ϕ(e∗)− ϕ(−e∗)
2

(e) =
ϕ(e∗)(e)− ϕ(−e∗)(e)

2
=
e∗(e)− (−e∗(e))

2
= e∗(e)

для всех e ∈ E и e∗ ∈ BE∗ . Непосредственно проверяется, что оно переводит
нулевой элемент в нулевой элемент.
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Для того чтобы получить четное отображение снова, используя абсолют-
ную выпуклость шаров BE∗ и BX∗ , преобразуем исходное отображение ϕ, но
теперь соотношением

e∗ 7→ ϕ(e∗) + ϕ(−e∗)
2

, e∗ ∈ BE∗ .

Это отображение действует изBE∗ в λ·BX∗ и четно. Так же, как и для нечетного
отображения, проверяется, что оно продолжает линейные функционалы. �

Как отмечалось в доказательстве предложения 2.1, шары BE∗ и BX∗ явля-
ются абсолютно выпуклыми компактами. Известно, что cc(BE∗) и cc(BX∗) —
выпуклые компакты в слабой* топологии Вьеториса [18, 3.12.26(a)]. Исполь-
зуя идеи Пинскера, можно считать, что они вложены в локально выпуклые
пространства (см., например, [20, лемма 2.1]). Несложно проверить, что эти
выпуклые компакты являются также абсолютно выпуклыми. Поскольку далее
рассматриваются отображения � : cc(BE∗) → λ · cc(BX∗), а локально выпуклые
пространства, в которые cc(BE∗) и cc(BX∗) вложены, нам потребуются толь-
ко формально, договоримся считать отображение � нечетным (четным), если
�(−r) = −�(r) (�(−r) = �(r)) для всех r ∈ cc(BE∗).

В следующем предложении получим критерий продолжения сублинейных
операторов.

Предложение 2.2. Пара (E,X) имеет (λ,C )-сублинейное свойство про-
должения тогда и только тогда, когда существует слабо* — слабо* непрерывное
в топологии Вьеториса отображение � : cc(BE∗) → λ · cc(BX∗), которое продол-
жает сублинейные функционалы, т. е.

sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(d)} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ d}
для всех e ∈ E и d ∈ cc(BE∗). Кроме того, отображение � можно считать
четным или нечетным с 0 ∈ �(0).

Доказательство. Достаточность. Пусть S : E → C(K) — непрерыв-
ный сублинейный оператор. Не умаляя общности, считаем, что ‖S‖ = 1. То-
гда [21, теорема 1] его двойственное отображение FS : K → cc(BE∗) слабо*
непрерывно в топологии Вьеториса. Следовательно, суперпозиция F = � ◦ FS :
K → λ · cc(BX∗)является слабо* непрерывным в топологии Вьеториса отобра-
жением K в λ · cc(BX∗). Вновь применяя [21, теорема 1], найдем такой непре-
рывный сублинейный оператор Ŝ : X → C(K), что для него FŜ = F . Осталось
показать, что Ŝ продолжает S. В самом деле, в силу определения двойственно-
го отображения и свойства � продолжать сублинейные функционалы, для всех
e ∈ E и k ∈ K имеем равенства

Ŝe(k) = sup{x∗(e) : x∗ ∈ F (k)} = sup{x∗(e) : x∗ ∈ � ◦ FS(k)}
= sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(FS(k))} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ FS(k)} = Se(k).

Отсюда заключаем, что сублинейный оператор Ŝ действительно продолжает
сублинейный оператор S.

Необходимость. Пусть пара (E,X) имеет (λ,C )-сублинейное свойство
продолжения. Положим K := cc(BE∗) со слабой* топологией Вьеториса. Рас-
смотрим тождественное отображение id : K → K как многозначное отображе-
ниеK в cc(BE∗). Согласно [21, теорема 1] определим непрерывный сублинейный
оператор S : E → C(K) формулой

Se(k) = sup{e∗(e) : e∗ ∈ id(k)} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ k},
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где e ∈ E и k ∈ K. Его норма равна единице. Пусть Ŝ : X → C(K) — любое
его сублинейное продолжение. Тогда ‖Ŝ‖ ≤ λ · ‖S‖, т. е. ‖Ŝ‖ ≤ λ. Двойственное
отображение FŜ сублинейного оператора Ŝ отображает cc(BE∗) в λ · cc(BX∗)
слабо* — слабо* непрерывно в топологии Вьеториса [21, теорема 1]. С другой
стороны, оно продолжает сублинейные функционалы. В самом деле, так как
сублинейный оператор Ŝ продолжает сублинейный оператор S, это свойство
вытекает из равенств

sup{x∗(e) : x∗ ∈ FŜ(k)} = Ŝ(e)(k) = S(e)(k) = sup{e∗(e) : e∗ ∈ k},

которые верны для всех e ∈ E и k ∈ cc(BE∗).
Искомое нечетное отображение � определим, используя абсолютную вы-

пуклость cc(BE∗) и λ · cc(BX∗), формулой

�(k) =
FŜ(k) + (−FŜ(−k))

2
, k ∈ cc(BE∗).

Так же, как и в предложении 2.1, можно проверить, что � продолжает субли-
нейные функционалы. Свойство 0 ∈ �(0) непосредственно вытекает из форму-
лы вычисления �. Для завершения доказательства осталось определить четное
отображение � следующим соотношением:

�(k) =
FŜ(k) + (FŜ(−k))

2
, k ∈ cc(BE∗),

и вновь, как и в предложении 2.1, убедиться, что оно продолжает сублинейные
функционалы. �

Часто задачи продолжения операторов рассматриваются в классе сепара-
бельных пространств. Поэтому определенный интерес представляют следую-
щие два предложения, в которых получены условия продолжения для клас-
са Cs.

Предложение 2.3. Для того чтобы пара (E,X) имела (λ,Cs)-линейное
свойство продолжения, достаточно существование слабо* — слабо* непрерыв-
ного отображения ϕ : BE∗ → λ · BX∗ , которое продолжает линейные функцио-
налы. Если E сепарабельно, то оно является также и необходимым условием.
Кроме того, отображение ϕ можно считать четным или нечетным с ϕ(0) = 0.

Доказательство. Следуем доказательству Циппина [12, предложение 2]
(см. также [1, 1.10]), внося необходимые изменения.

Достаточность. Возьмем линейный оператор T : E → C(K), где K —
метризуемый компакт. Не умаляя общности, считаем, что ‖T‖ = 1. Тогда его
двойственное отображение FT : K → BE∗ , определенное формулой FT (k)(e) =
Te(k) для k ∈ K и e ∈ E, является слабо* непрерывным согласно теоремы
Гельфанда [22] (см. также [23, теорема VI.7.1]). Следовательно, суперпозиция
F = ϕ◦FT : K → λ·BX∗ слабо* непрерывна. Определим оператор T̂ : X → C(K)
равенством T̂ x(k) = F (k)(e) для k ∈ K и x ∈ X. Вновь применяя теорему
Гельфанда, заключаем, что T̂ — линейный непрерывный оператор, и поскольку
F (k) ∈ λ · BX∗ , то ‖T̂‖ ≤ λ. Наконец, T̂ продолжает T , так как ϕ продолжает
линейные функционалы. Действительно, T̂ e(k) = F (k)(e) = ϕ ◦ FT (k)(e) =
FT (k)(e) = Te(k) для k ∈ K и e ∈ E.
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Заметим, что проведенное доказательство фактически не использует мет-
ризуемостьK, поэтому если считатьK любым компактом, то вышеприведенные
рассуждения является доказательством достаточности в предложении 2.1.

Необходимость. Предположим, что пара (E,X) имеет (λ,Cs)-линейное
свойство продолжения и E сепарабельно. Пусть K := BE∗ со слабой* топо-
логией. Тогда K — метризуемый компакт [23, V.5.1]. Определим оператор
T : E → C(K) равенством Te(e∗) = e∗(e) для всех e ∈ E и e∗ ∈ BE∗ . Его норма
равна единице. Пусть T̂ — любое линейное продолжение T с ‖T̂‖ ≤ λ, кото-
рое существует по условию. Далее через δe∗ будем обозначать меру Дирака на
C(K), сосредоточенную в точке e∗. Определим ϕ : BE∗ → λ ·BX∗ соотношением
ϕ(e∗) = T̂ ∗(δe∗). Здесь T̂ ∗ — сопряженный оператор. Несложно проверить, ис-
пользуя свойства сопряженного оператора, что ϕ слабо* — слабо* непрерывно.
Из цепочки равенств

ϕ(e∗)(e) = T̂ ∗(δe∗)(e) = δe∗(T̂ e) = δe∗(Te) = e∗(e)

для e ∈ E и e∗ ∈ BE∗ заключаем, что ϕ продолжает линейные функциона-
лы. Дополнительные свойства ϕ устанавливаются так же, как и в предложе-
нии 2.1. �

Теперь приведем сублинейную версию предложения 2.3.

Предложение 2.4. Для того чтобы пара (E,X) имела (λ,Cs)-сублинейное
свойство продолжения, достаточно существования слабо* — слабо* непрерыв-
ного в топологии Вьеториса отображения � : cc(BE∗) → λ · cc(BX∗), которое
продолжает сублинейные функционалы. Если E сепарабельно, то оно является
также и необходимым условием. Кроме того, отображение � можно считать
четным или нечетным с 0 ∈ �(0).

Доказательство. Следует повторить доказательство предложения 2.2,
заметив что для сепарабельного E пространство C(cc(BE∗)) сепарабельно, так
как компакт cc(BE∗) метризуем [18, 4.5.22(e)]. Дополнительные свойства � про-
веряются так же, как и в предложении 2.2. �

3. Условия продолжения для L и Ls

Напомним, что проблема нахождения необходимых и достаточных условий
продолжения линейных операторов со значениями в L поставлена в [2, с. 12].
Применяя характеристику линейных операторов T : V → Y для пространств
Линденштраусса Y , вытекающую из [13, теорема 1], получаем следующее реше-
ние этой проблемы.

Предложение 3.1. Пара (E,X) имеет (λ,L )-линейное свойство продол-
жения тогда и только тогда, когда существует аффинное слабо* — слабо* непре-
рывное отображение ψ : BE∗ → λ · BX∗ , которое продолжает линейные функ-
ционалы, и ψ(0) = 0.

Доказательство. Необходимость. Если пара (E,X) обладает свой-
ством линейного продолжения, то рассмотрим T : E → C(BE∗) как естественное
вложение E в C(BE∗), определенное формулой T (e)(e∗) = e∗(e), где шар BE∗

наделен слабой* топологией. Хорошо известно, что пространство непрерывных
функций C(K) может быть «реализовано» в виде аффинного пространства на
симплексе Шоке. Именно, C(K) изометрически и порядково изоморфно аффин-
ному пространству A(MK), где выпуклый компакт MK , зависящий от выбора
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компакта K, определен соотношением MK = {ν ∈ C∗(K) : ‖ν‖ = ν(1) = 1}
и наделен слабой* топологией. С другой стороны, MK является симплексом
Шоке, так как он аффинно изоморфен базе решеточного конуса. Следователь-
но, пространство аффинных функций A(MK) является пространством Линден-
штраусса [16, разд. 4]. Предположим, что далее K := BE∗ . Обозначим через
B изометрический и порядковый изоморфизм C(BE∗) и A(MK). Заметим, что,
во-первых, MK содержит {δe∗ : e∗ ∈ BE∗}, во-вторых, BTe(e∗) = e∗(e).

Пусть B̂T : X → A(MK) есть продолжение BT с ‖B̂T‖ ≤ λ, которое су-
ществует, так как пара (E,X) имеет (λ,L )-линейное свойство продолжения.
Положим ψ(e∗) = B̂T

∗
(δe∗), где e∗ ∈ BE∗ и δe∗ — точечная мера Дирака, вычис-

ляемая в пространстве аффинных функций A(MK). Тогда ψ является слабо* —
слабо* непрерывным аффинным отображением BE∗ в λ ·BX∗ , которое продол-
жает линейные функционалы. Действительно, полагая α ≥ 0, β ≥ 0 и α+β = 1,
e∗1, e

∗
2 ∈ BE∗ , имеем

ψ(αe∗1 + βe∗2) = B̂T
∗
(δαe∗1+βe∗2 ) = B̂T

∗
(αδe∗1 + βδe∗2 ) = αψ(e∗1) + βψ(e∗2);

ψ(e∗)(e) = B̂T
∗
(δe∗) = BT (e)(e∗) = e∗(e).

Так как свойство ψ(0) = 0, очевидно, выполнено, необходимость доказана.

Достаточность. Если ψ : BE∗ → λ·BX∗ является слабо* — слабо* непре-
рывным аффинным отображением, ψ(0) = 0 и ψ продолжает функционалы, то
для каждого оператора T : E → Y c ‖T‖ = 1 суперпозиция ψ ◦ FT : BL+

1 (µ) →
λ·BX∗ является слабо* — слабо* непрерывным аффинным отображением, пере-
водящим 0 в 0. Здесь Y ∗ = L1(µ), а FT — двойственное отображение оператора
T , существование и свойства которого установлены в [13, теорема 1]. Применяя
вновь [13, теорема 1], найдем единственное линейное продолжение T̂ линейного
оператора T , для которого FT̂ = ψ ◦ FT и ‖T̂‖ ≤ λ.

Действительно, возьмем любые e ∈ E и y∗+ ∈ Y ∗+, ‖y∗+‖ ≤ 1. В силу свойств
двойственных отображений и свойства ψ сохранять линейные функционалы
верны равенства

y∗+(T̂ e) = (ψ ◦ FT )(y∗+)(e) = ψ(FT (y∗+))(e) = FT (y∗+)(e) = y∗+(Te),

которые показывают, что если рассматривать T̂ e и Te для фиксированного
e ∈ E как формы на BL+

1 (µ), то они равны, являются аффинными слабо* непре-
рывными и равными в нуле нулю. Так как конус L+

1 (µ) в L1(µ) воспроизводя-
щий, конус Y+ будет нормальным. Поэтому возможно естественное линейное
продолжение T̂ e и Te сначала на конус L+

1 (µ), так как норма на L+
1 (µ) аддитив-

на, а затем на все пространство L1(µ), ибо конус Y+ нормален. Таким образом,
T̂ e и Te становятся равными линейными формами, сужения которых на все
шары в L1(µ) слабо* непрерывны [24, V.3.3]. Непрерывность рассматриваемых
форм следует теперь из теоремы Банаха [25, IV.2.5]. Поэтому T̂ e = Te для всех
e ∈ E. �

Теперь получим критерий для сублинейных операторов.

Предложение 3.2. Пара (E,X) имеет (λ,L )-сублинейное свойство про-
должения тогда и только тогда, когда существует аффинное слабо* — слабо*
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непрерывное в топологии Вьеториса отображение � : cc(BE∗) → λ · cc(BX∗),
которое продолжает сублинейные функционалы, и �(0) = 0.

Доказательство. Достаточность. Пусть S : E → Y — непрерывный
сублинейный оператор, где Y — пространство Линденштраусса. Не умаляя
общности, считаем, что ‖S‖ = 1. Тогда его двойственное отображение [13, тео-
рема 1] FS : BL+

1 (µ) → cc(BE∗) будет слабо* — слабо* непрерывным в топологии
Вьеториса аффинным отображением с FS(0) = 0. Следовательно, суперпозиция
F = � ◦ FS : K → λ · cc(BX∗) будет слабо* — слабо* непрерывным в топологии
Вьеториса отображением BL+

1 (µ) в λ · cc(BX∗), которое является аффинным и
F (0) = 0. Вновь применяя [13, теорема 1], найдем такой непрерывный субли-
нейный оператор Ŝ : X → Y , что для него FŜ = F и Ŝ продолжает S. В самом
деле, для всех e ∈ E и y∗+ ∈ BL+

1 (µ) имеем в силу определения F и свойства �
сохранять сублинейные функционалы следующую цепочку равенств:

y∗+(Ŝe) = sup{x∗(e) : x∗ ∈ F (y∗+)} = sup{x∗(e) : x∗ ∈ � ◦ FS(y∗+)}
= sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(FS(y∗+))} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ FS(y∗+)} = y∗+(Se),

которая показывает, что если рассматривать Ŝe и Se как формы на BL+
1 (µ), то

они равны, аффинны, слабо* непрерывны и равны в нуле нулю. Далее, очевид-
но, следует повторить рассуждения, приведенные при доказательстве достаточ-
ности в предложении 3.1, и заключить, что Ŝe = Se для всех e ∈ E.

Необходимость. Пусть пара (E,X) имеет (λ,L )-сублинейное свойство
продолжения. Положим K := cc(BE∗) со слабой* топологией Вьеториса. Как и
в доказательстве предложения 2.2 рассмотрим тождественное отображение id :
K → K как многозначное отображение K в cc(BE∗). Согласно [21, теорема 1]
определим непрерывный сублинейный оператор S : E → C(K) формулой

Se(k) = sup{e∗(e) : e∗ ∈ id(k)} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ k},

где e ∈ E и k ∈ K. Этот оператор является непрерывным сублинейным опера-
тором, и его норма равна единице. Так же, как и в доказательстве предложе-
ния 3.1, используем пространство непрерывных аффинных функций A(MK) на
симплексе MK .

Обозначим через B изометрический и порядковый изоморфизм C(K) и
A(MK). Тогда оператор BS является непрерывным сублинейным оператором
и его норма так же, как и норма оператора S, равна единице.

Заметим далее, что, во-первых, MK содержит {δk : k ∈ K}, во-вторых,
BSe(δk) = S(e)(k) для всех e ∈ E и k ∈ K.

Пусть B̂S : X → A(MK) есть продолжение BS с ‖B̂S‖ ≤ λ, которое су-
ществует, так как A(MK) является пространством Линденштраусса . Положим
�(k) = F

B̂S
(δk), где k ∈ K и δk — точечная мера Дирака, вычисляемая в про-

странстве аффинных функций A(MK). Тогда [13, теорема 1] � является сла-
бо* — слабо* непрерывным аффинным отображением K = cc(BE∗) в λ · BX∗ ,
которое продолжает сублинейные функционалы.

Действительно, полагая α+ β = 1, k1, k2 ∈ K, имеем

�(αk1 + βk2) = F
B̂S

(δαk1+βk2) = F
B̂S

(αδk1 + βδk2) = α�(k1) + β�(k2)

и для e ∈ E, k ∈ K получаем

sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(k)} = sup{x∗(e) : x∗ ∈ F
B̂S

(δk)} = δk(B̂T (e) = S(e)(k),
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т. е. � продолжает сублинейные функционалы. Так как свойство �(0) = 0,
очевидно, выполнено, необходимость доказана. �

Переходим к условию продолжения для класса Ls.

Предложение 3.3. Для того чтобы пара (E,X) имела (λ,Ls)-линейное
свойство продолжения, достаточно существование аффинного слабо* — слабо*
непрерывного отображения ψ : B∗E → λ · B∗X , которое продолжает линейные
функционалы, и ψ(0) = 0. Если E сепарабельно, то указанное условие также
необходимо.

Доказательство. Следует повторить доказательство предложения 3.1,
заметив что для сепарабельного E пространство C(BE∗) сепарабельно, так как
BE∗ — метризуемый компакт [23, V.5.1]. �

Предложение 3.4. Для того чтобы пара (E,X) имела (λ,Ls) сублинейное
свойство продолжения, достаточно существование аффинного слабо* — слабо*
непрерывного отображения � : cc(BE∗) → λ · cc(BX∗), которое продолжает
сублинейные функционалы, и �(0) = 0. Если E сепарабельно, то указанное
условие также необходимо.

Доказательство. Следует повторить доказательство предложения 3.2,
заметив что для сепарабельного E пространство C(cc(BE∗)) сепарабельно, так
как cc(BE∗) — метризуемый компакт [18, 4.522(e)]. �

Гомологический подход к задачам продолжения отображений (см., напри-
мер, [2, 8, 9]) рассмотрим в следующем разделе.

4. Условия продолжения при гомологическом подходе

Пусть задана короткая точная последовательность в абелевой категории
банаховых пространств и действующих в них линейных операторов

0 −→ E
j−→ X

q−→ Z −→ 0 ≡ H,

т. е. ядро каждого оператора совпадает с образом предшествующего оператора.
Теорема Банаха об открытом отображении и замкнутом графике гарантирует,
что j является изометрическим вложением и образ j(E) — замкнутое линейное
подпространство в X (в общем случае после перенормировки X), а q является
фактор-отображением и Z — фактор-пространством Z = X/j(E) [8].

Пусть заданы класс A банаховых пространств и число λ ≥ 1. Говорят
[2, 8], что короткая точная последовательность H линейно (λ,A )-тривиальна
или (λ,A )-разложима, если для каждого A ∈ A и любого линейного оператора
T : E → A существует его линейное продолжение T̂ : X → A, удовлетворяющее
соотношению ‖T̂‖ ≤ λ · ‖T‖.

Здесь термин продолжение означает, что оператор Te = Tj−1je рассмат-
ривается как оператор Tj−1, заданный на подпространстве j(E).

В случае, когда класс A состоит из упорядоченных пространств, будем
говорить, что короткая точная последовательность H сублинейно (λ,A )-три-
виальна или (λ,A )-разложима, если в предыдущем определении заменить ли-
нейные операторы сублинейными операторами. Непосредственно из определе-
ний вытекает



Условия продолжения ограниченных операторов 1351

Предложение 4.1. Короткая точная последовательностьH линейно (суб-
линейно) (λ,A )-тривиальна тогда и только тогда, когда пара (j(E), X) имеет
линейное (сублинейное) свойство продолжения. Обратно, пара (E,X) имеет
линейное или сублинейное свойство продолжения тогда и только тогда, когда
короткая точная последовательность

0 −→ E
id−→ X

q−→ X/E −→ 0,

где id : E → E — тождественное отображение, а q — факторное отображение,
линейно (сублинейно) (λ,A )-тривиальна.

Естественно задать вопрос о том, как изменяются условия, которые получе-
ны в предыдущих двух частях, если вместо изучения пар пространств исследо-
вать короткие точные последовательности. Ответ оказывается очень простым
и дается в [2, лемма 2.2].

При гомологическом подходе к задаче продолжения, когда вместо подпро-
странства E пространства X задана короткая точная последовательность H,
критерий линейной (λ,C )-тривиальности сохраняется в той же самой форме,
как и в предложении 2.1, если условие продолжения линейных функционалов
заменить эквивалентным операторным равенством j∗ϕ = id, где здесь и далее
j∗ — сопряженный к оператору j, а id — тождественный оператор [2, лемма 2.1].

Аналогично можно показать, что для короткой точной последовательности
H критерий линейной (λ,L )-тривиальности сохраняется в той же самой форме,
как и в предложении 3.1, если условие продолжения линейных функционалов
заменить эквивалентным операторным равенством j∗ψ = id.

При гомологическом подходе к задаче продолжения сублинейных операто-
ров, когда вместо подпространства E пространства X задана короткая точная
последовательность H, критерий сублинейной (λ,C )-тривиальности сохраняет-
ся в той же самой форме, как и в предложении 2.2, если условие продолжения
сублинейных функционалов заменить эквивалентным операторным равенством
cc(j∗)� = id, а в предложении 3.2 — cc(j∗)� = id.

Аналогичные ответы верны и для пространств значений линейных и суб-
линейных операторов в классах Cs и Ls. Здесь условие продолжения линейных
или сублинейных функционалов также надо заменить соответствующим опера-
торным равенством.

5. Связи между линейными и сублинейными
свойствами продолжения для C и Cs

Изучим связи между линейными и сублинейными свойствами продолжения
для указанных классов пространств. Начнем с класса C .

Теорема 5.1. Если пара (E,X) имеет (λ,C )-линейное свойство продолже-
ния, то она имеет и (λ,C )-сублинейное свойство продолжения. Если же допол-
нительно X сепарабельно, то верно и обратное утверждение.

Доказательство. Применим предложение 2.1 и найдем непрерывное
отображение ϕ : BE∗ → λ · BX∗ , которое продолжает линейные функциона-
лы. Определим отображение � := h(cc(ϕ)), где, напомним, h — замкнутая
выпуклая оболочка, а cc — ограничение expc на выпуклые компактные подмно-
жества. В силу определения cc получаем, что cc(ϕ) : cc(BE∗) → λ · expc(BX∗),
а � : cc(BE∗) → λ · cc(BX∗). Отображение � слабо* — слабо* непрерывно в
топологии Вьеториса, так как функторы cc и h слабо* — слабо* непрерывны в
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топологии Вьеториса. Чтобы применить предложение 2.2, осталось показать,
что отображение � продолжает сублинейные функционалы. Вначале заметим,
что для любого слабо* компактного подмножества r ∈ X∗ и любого x ∈ X
справедливо равенство

sup{x∗(x) : x∗ ∈ r} = sup{x∗(x) : x∗ ∈ h(r)}.
Возьмем теперь слабо* компактное выпуклое множество k из cc(BE∗) и e ∈
E. Так как непрерывный образ компакта является компактом, то, полагая в
предыдущем равенстве r = ϕ(k), имеем цепочку равенств

sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(k)} = sup{x∗(e) : x∗ ∈ h(ϕ(k))}
= sup{x∗(e) : x∗ ∈ ϕ(k)} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ k},

которая означает, что � продолжает сублинейные функционалы. Применяя
предложение 2.2, заключаем, что пара (E,X) имеет (λ,C )-сублинейное свойство
продолжения.

Если дополнительно считать, что X сепарабельно, то предположим, что
для пары (E,X) справедливо (λ,C )-сублинейное свойство продолжения. Надо
доказать, что для пары (E,X) справедливо (λ,C )-линейное свойство продол-
жения. Возможно провести два доказательства. В первом из них используются
субдифференциалы сублинейных операторов, а во втором — теорема Майкла о
селекциях многозначных отображений.

1. Возьмем любой линейный оператор T : E → C(K), где K — компакт.
Не умаляя общности, считаем, что ‖T‖ = 1. В силу сделанных предположе-
ний можно найти сублинейное продолжение линейного оператора T , которое
обозначим символом S : X → C(K). Имеем ‖S‖ ≤ λ. Так как область определе-
ния сублинейного оператора S — пространство X — сепарабельна, он является
субдифференцируемым в нуле оператором, т. е. его субдифференциал в ну-
ле ∂S или, что то же самое, множество линейных операторов T̂ : X → C(K),
удовлетворяющих неравенствам T̂ x ≤ Sx для всех x ∈ X, непустой [21, предло-
жение 1] (см. также [11, 3.7.2(3)]). Любой оператор T̂ ∈ ∂S является линейным
продолжением оператора T , норма которого ‖T̂‖ ≤ λ.

2. Применяя предложение 2.2, найдем отображение � : cc(BE∗) → λ ·
cc(BX∗). Не умаляя общности, можно считать, что отображение � нечетно.
Рассмотрим далее его сужение на BE∗ как непрерывное нечетное многозначное
отображение в λ ·BX∗ . Так как X сепарабельно, область значений многозначно-
го отображения является метризуемым компактом, поэтому применима теорема
Майкла о непрерывных селекциях. Однако нам требуется, чтобы сечение, как и
отображение �, было нечетным. Этого несложно добиться, если в доказатель-
стве теоремы Майкла в ее аппроксимационной лемме выбирать аппроксимацию
в виде нечетного отображения (см., например, доказательство теоремы Майкла
в [19, лемма VI.2.7]). Итак, будем считать, что селекция ϕ рассматриваемого
сужения будет нечетным отображением. Покажем, что ϕ продолжает линей-
ные функционалы. Фиксируем e∗ ∈ BE∗ и e ∈ E. Тогда с одной стороны имеем
оценку

ϕ(e∗)(e) ≤ sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(e∗)} = e∗(e),
так как ϕ является непрерывной селекцией �, а � продолжает сублинейные
функционалы. Используя эти же соображения для противоположной точки
−e∗, получаем, что

−ϕ(e∗)(e) = ϕ(−e∗)(e) ≤ sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(−e∗)} = −e∗(e)
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в силу того, что ϕ нечетно. Следовательно, ϕ(e∗)(e) = e∗(e). Завершает дока-
зательство применение предложения 2.1. �

Используя определения и результаты предыдущего раздела, сформулируем
гомологический аналог теоремы 5.1.

Теорема 5.2. Если короткая точная последовательность

0 −→ E
j−→ X

q−→ Z −→ 0 ≡ H

(λ,C )-линейно тривиальна, то она и (λ,C )-сублинейно тривиальна. Если же,
сверх того, X сепарабельно, то верно и обратное утверждение.

Из теоремы 5.1 и определений (λ,C )-линейных и сублинейных свойств про-
должений вытекает также

Теорема 5.3. Если банахово пространство X имеет (λ,C )-линейное свой-
ство продолжения, то оно имеет и (λ,C )-сублинейное свойство продолжения.
Если же X сепарабельно, то верно обратное утверждение. �

Переходим к изучению свойств для операторов со значениями в простран-
ствах из класса Cs.

Теорема 5.4. Пусть E сепарабельно, тогда если пара (E,X) имеет (λ,Cs)-
линейное свойство продолжений, то она имеет и (λ,Cs)-сублинейное свойство
продолжений. Если же X сепарабельно, то верно обратное утверждение.

Доказательство. Следует повторить доказательство теоремы 5.1, заме-
нив в нем ссылку на предложение 2.1 ссылкой на предложение 2.3, а ссылку на
предложение 2.2 — ссылкой на предложение 2.4. �

Из теоремы 5.4 немедленно вытекает

Теорема 5.5. Пусть X сепарабельно, тогда следующие условия эквива-
лентны:

(i) X имеет (λ,Cs)-линейное свойство продолжения;
(ii) X имеет (λ,Cs)-сублинейное свойство продолжения.

6. Связи между линейными и сублинейными
свойствами продолжения для L и Ls

Продолжим изучение связей и начнем с класса L .

Теорема 6.1. Если пара (E,X) имеет (λ,L )-линейное свойство продол-
жения, то она имеет и (λ,L )-сублинейное свойство продолжения. Если же X
сепарабельно, то верно и обратное утверждение.

Доказательство. Пусть пара (E,X) имеет (λ,L )-линейное свойство про-
должения. Применяя предложение 3.1, найдем слабо* — слабо* непрерывное
аффинное отображение ψ : BE∗ → λ ·BX∗ , которое продолжает линейные функ-
ционалы, и ψ(0) = 0. Определим отображение � := cc(ψ), где, напомним, cc —
ограничение expc на выпуклые компактные подмножества. В силу определения
отображение � : cc(BE∗) → λ ·cc(BX∗) слабо* — слабо* непрерывно в топологии
Вьеториса, аффинно и �(0) = 0. Чтобы применить предложение 3.2, осталось
показать, что отображение � продолжает сублинейные функционалы.
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Для этого возьмем слабо* компактное выпуклое множество k из cc(BE∗)
и e ∈ E. Так как ψ продолжает линейные функционалы, верны следующие
равенства:

sup{x∗(e) : x∗ ∈ �(k)} = sup{x∗(e) : x∗ ∈ cc(ψ)(k)}
= sup{x∗(e) : x∗ ∈ ψ(k)} = sup{e∗(e) : e∗ ∈ k},

которые означают, что � продолжает сублинейные функционалы.
Если X сепарабельно, то предположим, что для пары (E,X) справедли-

во (λ,L )-сублинейное свойство продолжения. Надо доказать, что для пары
(E,X) справедливо (λ,C )-линейное свойство продолжения. Так же, как и в
теореме 5.1, можно привести два доказательства. В первом из них использу-
ются субдифференциалы сублинейных операторов, а во втором — аффинные
непрерывные селекции многозначных отображений.

1. Возьмем любой линейный оператор T : E → Y , где Y — простран-
ство Линденштраусса. Не умаляя общности, считаем, что ‖T‖ = 1. В силу
сделанных предположений можно найти сублинейное продолжение линейного
оператора T , которое обозначим символом S : X → Y . Имеем ‖S‖ ≤ λ. Так
как область определения сублинейного оператора S — пространство X — се-
парабельна, он является субдифференцируемым в нуле оператором, т. е. его
субдифференциал ∂S или, что то же самое, множество линейных операторов
T̂ : X → Y , удовлетворяющих неравенствам T̂ x ≤ Sx для всех x ∈ X, непустой
[13, теорема 4]. Любой оператор T̂ ∈ ∂S является линейным продолжением
оператора T , у которого ‖T̂‖ ≤ λ.

2. Применяя предложение 3.2, найдем отображение � : cc(BE∗) → λ ·
cc(BX∗), которое продолжает сублинейные функционалы, является слабо* —
слабо* непрерывным в топологии Вьеториса аффинным отображением и �(0) =
0. Не умаляя общности, считаем, что отображение � нечетно. Рассмотрим да-
лее его сужение на BE∗ как слабо* — слабо* непрерывное в топологии Вьето-
риса многозначное отображение в λ · BX∗ . Автору неизвестна ни одна теорема
о непрерывных аффинных селекциях, которую возможно было непосредствен-
но применить в рассматриваемой ситуации. Тем не менее такие непрерывные
аффинные селекции на самом деле существуют. Чтобы убедиться в этом, на-
до повторить доказательство необходимости предложения 3.2. Напомним, что
отображение � определено формулой �(k) = F

B̂S
(δk), где k ∈ K и δk — точеч-

ная мера Дирака, вычисляемая в пространстве аффинных функций A(MK).
Возьмем теперь любой оператор T̂ ∈ ∂B̂S. Непрерывная аффинная селекция
ψ(k) = FT̂ (δk) найдена. Так как значения оператора S являются нечетными
функциями, не умаляя общности, можно считать, что и значения оператора T̂
также являются нечетными функции. Таким образом, можно и селекцию счи-
тать также нечетным отображением. Так же, как и в теореме 5.1, проверяем,
что отображение ψ продолжает линейные функционалы. Завершает доказа-
тельство применение предложения 3.1. �

Гомологический вариант теоремы 6.1 не отличается от его аналога — тео-
ремы 5.2. Однако для полноты изложения приведем ее формулировку.

Теорема 6.2. Если короткая точная последовательность

0 −→ E
j−→ X

q−→ Z −→ 0 ≡ H



Условия продолжения ограниченных операторов 1355

(λ,L )-линейно тривиальна, то она и (λ,L )-сублинейно тривиальна. Если же,
сверх того, X сепарабельно, то верно и обратное утверждение.

Из теоремы 6.1 и определений (λ,L )-линейных и сублинейных свойств про-
должений немедленно вытекает

Теорема 6.3. Если банахово пространство X имеет (λ,L )-линейное свой-
ство продолжения, то оно имеет и (λ,L )-сублинейное свойство продолжения.
Если же X сепарабельно, то верно и обратное утверждение. �

Переходим к изучению свойств продолжений для операторов со значениями
в пространствах из класса Ls.

Теорема 6.4. Пусть E сепарабельно. Тогда если пара (E,X) имеет (λ,Ls)-
линейное свойство продолжения, то она имеет и (λ,Ls)-сублинейное свойство
продолжения. Если же X сепарабельно, то верно обратное утверждение.

Доказательство. Следует повторить доказательство теоремы 6.1, заме-
нив в нем ссылку на предложение 3.1 ссылкой на предложение 3.3, а ссылку на
предложение 3.2 — ссылкой на предложение 3.4. �

Из теоремы 6.4 немедленно вытекает

Теорема 6.5. Пусть X сепарабельно. Тогда следующие условия эквива-
лентны:

(i) X имеет (λ,Ls)-линейное свойство продолжения;
(ii) X имеет (λ,Ls)-сублинейное свойство продолжения.

7. Применения

Рассмотрим четыре применения полученных результатов.

7.1. Пространство `p, 1 < p < ∞. Пространство `p, 1 < p < ∞, и
любое его подпространство E обладают свойством продолжения сублинейных
операторов со значениями в классе L с λ = 1. Точнее, верна следующая

Теорема 7.1. Пусть даны `p для 1 < p < ∞. Тогда `p имеет (1,L )-
сублинейное свойство продолжения.

Доказательство. Пусть E — любое подпространство в `p для 1 < p <∞.
Тогда равномерная выпуклость шара в `q, где p−1 + q−1 = 1, дает единствен-
ный функционал ψ(e∗) на `p, который продолжает ненулевые функционалы
e∗ ∈ BE∗ c ‖ψ(e∗)‖ = ‖e∗‖. Нетрудно заметить, что отображение ψ : BE∗ → B`q

с ψ(0) = 0 является аффинным и слабо* — слабо* непрерывным и, следователь-
но, в силу предложения 3.1 (E, `p) имеет (1,L ) линейное свойство продолжения.
Применяя далее теорему 6.1, заключаем, что (E, `p) имеет (1,L )-сублинейное
свойство продолжения. Так как подпространство E в `p для 1 < p < ∞ вы-
брано произвольно, то `p для 1 < p < ∞ имеет (1,L )-сублинейное свойство
продолжения. �

Замечание. Ранее для линейных операторов и класса C этот результат
отмечен в [1, следствие 1.11; 12, пример 1], а для класса G пространств Гротен-
дика — в [2, с. 6].

7.2. Сублинейная версия теоремы Линденштраусса и Пелчинско-
го. В [26, теорема 3.1] Линденштраусс и Пелчинский получили следующий
результат.
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Теорема Линденштраусса и Пелчинского. Пусть E — подпростран-
ство c0, K — компакт, а T — линейный оператор из E в C(K). Тогда для
каждого ε > 0 существует линейное продолжение T̂ : c0 → C(K) оператора T с
‖T̂‖ ≤ (1 + ε)‖T‖.

Авторы в [26] отметили, что их результат остается верным, если заменить
C(K) пространствами Линденштраусса (доказательство см. в [2]). Следова-
тельно, с учетом теоремы 6.3 теорема Линденштраусса и Пелчинского может
быть сформулирована в сублинейной версии как

Теорема 7.2. Пусть E — подпространство c0, Y — пространство Линден-
штраусса, а S — сублинейный оператор из E в Y . Тогда для каждого ε > 0 су-
ществует сублинейное продолжение Ŝ : c0 → Y оператора S с ‖Ŝ‖ ≤ (1 + ε)‖S‖,
т. е., иными словами, для каждого ε > 0 пространство c0 имеет (1 + ε,L )-
сублинейное свойство продолжения.

7.3. Сублинейная версия теоремы Джонсона и Циппина. В [27,
теорема 4] доказана

Теорема Джонсона и Циппина. Для каждого ε > 0 и любого линейного
непрерывного оператора T : E → C(K), где E — подпространство c0(� ), � —
множество индексов любой мощности, а K — компакт, существует его линейное
продолжение T̂ : c0(� ) → C(K) такое, что ‖T̂‖ ≤ (1 + ε)‖T‖.

Применяя теорему 6.1, получаем следующий результат.

Теорема 7.3. Для каждого ε > 0 и любого сублинейного оператора S :
E → Y , где E — подпространство пространства c0(� ), в котором � — множество
индексов любой мощности, а Y — пространство Линденштраусса, существует
его сублинейное продолжение Ŝ : c0(� ) → Y такое, что ‖T̂‖ ≤ (1 + ε)‖T‖, т. е.
для каждого ε > 0 пространство c0(� ) имеет (1 + ε,L )-сублинейное свойство
продолжения.

7.4. Сублинейная версия одной теоремы Калтона. В этом пунк-
те используем класс Cs пространств C(K), когда компакт K метризуем, что
равносильно, как известно, сепарабельности C(K). В следующей теореме [3,
теорема 7.1] добавлено еще два условия (7) и (8) о продолжении сублинейных
операторов. Прежде чем ее формулировать, напомним два понятия: тип бана-
хова пространства [3, разд. 3] и липшицево свойство продолжения [3, разд. 2].

Пусть X — банахово пространство. Типом на X называется функция τ :
X → [0,∞), имеющая вид τ(x) = lim

d
‖x+xd‖, где (xd)d∈D — равномерно ограни-

ченная сеть в X. Если X сепарабельно, то каждый тип может быть представлен
последовательностью, т. е. τ(x) = lim

n→∞
‖x + xn‖. В общем виде говорят, что τ

является секвенциальным типом, если он представлен в виде

τ(x) = lim
n∈U→∞

‖x+ xn‖ (7.1)

для некоторого непринципиального или свободного ультрафильтра U .
Тип τ на X∗ называется слабо* нулевым, если он представлен в виде фор-

мулы (7.1) со слабо* сходящей к нулю последовательностью (xn)∞n=1.
Пусть A — класс банаховых пространств. Пусть далее даны метрическое

пространство (M,d) и его подпространство C с индуцированной метрикой. На-
помним, что отображение f : M → A, где A ∈ A , называется липшицевым, если
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‖f(x)−f(y)‖ ≤ kd(x, y) для всех x, y ∈M и некоторой константы k. Минималь-
ная константа, удовлетворяющая этому неравенству, называется липшицевой
константой и, напомним, определяется соотношением

Lip(f) = sup
{
‖f(x)− f(y)‖

d(x, y)
: x, y ∈M, x 6= y

}
.

Для заданной константы λ ≥ 1 говорят [3, разд. 2], что пара (C,M) имеет
(λ,A ) липшицево свойство продолжения, если для каждого A ∈ A и липши-
цева отображения f : C → A существует липшицево продолжение f̂ : C → A,
для которого верно неравенство Lip(f̂) ≤ λ ·Lip(f). Заметим, что все изучаемые
сублинейные операторы S липшицевы, при этом Lip(S) = ‖S‖.

Из теорем 5.4, 5.5 и [3, теорема 7.1] вытекает

Теорема 7.4. Пусть X — сепарабельное банахово пространство. Следую-
щие условия для X эквивалентны:

(1) для каждого ε > 0 X имеет (1 + ε,Cs)-линейное свойство продолжения;
(2) для каждого ε > 0 пара (E,X) имеет (1 + ε,Cs)-линейное свойство

продолжения для каждого замкнутого подпространства E коразмерности один;
(3) для каждого ε > 0 пара (C,X) имеет (1 + ε,Cs)-липшицево свойство

продолжения для каждого замкнутого подпространства C в X;
(4) для каждого ε > 0 пара (C,X) имеет (1 + ε,Cs)-липшицево свойство

продолжения для каждого замкнутого выпуклого подпространства C в X;
(5) для каждого ε > 0 пара (C,X) имеет (1+ε,Cs)-липшицево свойство про-

должения для каждого замкнутого ограниченного выпуклого подпространства
C в X;

(6) пусть σ и τ — слабо*-нулевые типы на X∗; тогда для u∗, v∗ ∈ X∗ суще-
ствует 0 ≤ θ ≤ 1 такое, что если w∗ = (1− θ)u∗ + θv∗, то

max(σ(w∗), τ(w∗)) ≤ max(σ(u∗), τ(v∗));

(7) для каждого ε > 0 X имеет (1 + ε,Cs)-сублинейное свойство продолже-
ния;

(8) для каждого ε > 0 пара (E,X) имеет (1 + ε,Cs)-сублинейное свойство
продолжения для каждого замкнутого подпространства E коразмерности один.

Доказательство. Эквивалентность условий (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4) ⇔
(5) ⇔ (6) доказана в [3, теорема 7.1]. Так как X сепарабельно, эквивалентность
условий (1) и (7) установлена в теореме 5.5, а эквивалентность условий (2) и (8)
получена в теореме 5.4. �

В заключение приведем примеры пространств, которые удовлетворяют эк-
вивалентным условиям теоремы 7.4. Хорошо известно, что это X = `p, где
1 < p < ∞ [1, следствие 1.11; 12, пример 1] или X = c0 [26, теорема 3.1] (см.
также теоремы 7.1 и 7.2). Другие примеры читатель может найти в [3, теоре-
ма 7.10, следствия 7.11, 7.12].

ЛИТЕРАТУРА

1. Zippin M. Extension of bounded linear operators // Handbook of the geometry of Banach
spaces. Amsterdam: North-Holland, 2003. V. 2. P. 1703–1741.
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