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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА И ПРИМЕНЕНИЯ

ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ ТИПА АДАМАРА ––– МАРШО

В КЛАССЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

А. С. Бердышев, Б. Х. Турметов,
Б. Ж. Кадиркулов

Аннотация. В классе гармонических функций изучаются свойства некоторых ин-
тегродифференциальных операторов, обобщающих операторы дробного дифферен-
цирования в смысле Адамара и Адамара — Маршо. В качестве применения полу-
ченных свойств рассматриваются некоторые краевые задачи для уравнения Лапла-
са в шаре.

Ключевые слова: уравнение Лапласа, интегродифференциальный оператор, опе-
раторы дробного дифференцирования в смысле Адамара и Адамара — Маршо.

1. Введение

Пусть � = {x ∈ Rn : |x| < 1} — n-мерный единичный шар, n ≥ 2, ∂� = {x ∈
Rn : |x| = 1} — единичная сфера. Пусть далее u(x) — функция, гармоническая
в шаре �, 0 < α < 1, 0 ≤ µ — действительные числа.

Рассмотрим операторы

Jαµ [u](x) =
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1u(sx) ds, (1)

Dα
µ [u](x) =

α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)sµ−1[u(x)− u(sx)] ds+ µαu(x), (2)

где � (α) — гамма-функция Эйлера.
При µ = 0 соотношение (1) совпадает с дробным интегралом Адамара по-

рядка α > 0, а (2) — с дробной производной Адамара — Маршо [1]. Поэтому
конструкции (1) и (2) назовем дробными интегралом и производной типа Ада-
мара — Маршо.

Легко показать, что операторы Jαµ и Jβν при α, β ∈ (0, 1), µ, ν ≥ 0 коммути-
руют. Действительно, если функции Jβν [u](x) и Jαµ

[
Jβν [u]

]
(x) существуют, то по
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определению оператора Jαµ имеем

Jαµ
[
Jβν [u]

]
(x) =

1
� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1Jβν [u(τx)] dτ

=
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1 1
� (β)

1∫
0

| ln s|β−1sν−1u(sτx) dsdτ

=
1

� (β)

1∫
0

| ln s|β−1sν−1 1
� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1u(τsx) dτds = Jβν
[
Jαµ [u]

]
(x).

Аналогичным свойством обладают операторы Dα
µ и Dβ

ν , т. е. справедливо
равенство

Dβ
ν

[
Dα
µ [u]

]
(x) = Dα

µ

[
Dβ
ν [u]

]
(x).

Замечание 1. Отметим, что если u = const, то Jα0 [u](x) не существует, а
Jαµ [u](x) существует для всех µ > 0 и α ∈ (0, 1).

Пусть теперь ᾱ = (α1, α2, . . . , αm), µ̄ = (µ1, µ2, . . . , µm), m — натуральное
число, 0 < αj < 1, µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,m.

Рассмотрим более общие операторы

J ᾱµ̄ [u](x) = J (α1,α2,...,αm)
(µ1,µ2,...,µm) [u](x) = Jαmµm

[
Jαm−1
µm−1

. . .
[
Jα1
µ1

[u]
]
. . .

]
(x),

Dᾱ
µ̄ [u](x) = D(α1,α2,...,αm)

(µ1,µ2,...,µm) [u](x) = Dαm
µm

[
Dαm−1
µm−1

. . .
[
Dα1
µ1

[u]
]
. . .

]
(x).

Отметим, что аналогичные операторы с производными целого порядка в
классе гармонических функций рассматривались в [2–5], а для производных
дробного порядка в смысле Римана — Лиувилля и Капуто — в [6].

2. Свойства операторов J ᾱ
µ̄ и Dᾱ

µ̄

Лемма 1. Пусть 0 < α < 1, µ ≥ 0 — действительные числа и Hk(x) —
однородный гармонический полином степени k при k ∈ N0 = {0, 1, . . . }. Тогда
справедливы равенства

Jαµ [Hk](x) = (k + µ)−αHk(x), k ∈ N0, k + µ 6= 0, (3)

Dα
µ [Hk](x) = (k + µ)αHk(x), k ∈ N0, µ ≥ 0. (4)

Доказательство. Пусть Hk(x) — некоторый однородный гармонический
полином степени k ∈ N0 и k + µ 6= 0. Тогда в соответствии с определением
оператора Jαµ запишем

Jαµ [Hk](x) =
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1Hk(sx) ds =
Hk(x)
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sk+µ−1 ds.

После замены переменных по формуле ln 1
s = z последний интеграл приводится

к виду

1
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sk+µ−1 ds = (k + µ)−α, k ∈ N0.
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Действительно,

1∫
0

| ln s|α−1sk+µ−1 ds =
∞∫
0

zα−1e−(k+µ)z dz

= (k + µ)α
∞∫
0

sα−1e−s ds = (k + µ)α� (α).

Следовательно, Jαµ [Hk](x) = (k + µ)−αHk(x). Равенство (3) доказано.
Переходим к доказательству равенства (4). Используя определение опера-

тора Dα
µ , получаем, что при k = 0

Dα
µ [H0](x) = µαH0(x), µ ≥ 0,

а при k ≥ 1 и µ ≥ 0 имеем

Dα
µ [Hk](x) =

α

� (1− α)

1∫
0

Hk(x)−Hk(sx)
s1−µ| ln s|α+1 ds+ µαHk(x)

=
αHk(x)
� (1− α)

1∫
0

1− sk

s1−µ| ln s|α+1 ds+ µαHk(x)

=
αHk(x)
� (1− α)

1∫
0

(sµ−1 − sµ+k−1)| ln s|−(α+1) ds+ µαHk(x)

=
Hk(x)
� (1− α)

1∫
0

(sµ − sµ+k)d
(

ln
1
s

)−α
+ µαHk(x)

=
Hk(x)
� (1− α)

(sµ − sµ+k)
(

ln
1
s

)−α∣∣∣∣s=1

s=0

− Hk(x)
� (1− α)

1∫
0

(µsµ−1 − (k + µ)sµ+k−1)| ln s|−α ds+ µαHk(x)

= − Hk(x)
� (1− α)

1∫
0

(µsµ−1 − (k + µ)sµ+k−1)| ln s|−α ds+ µαHk(x).

Рассмотрим интеграл Ik+µ =
1∫
0
sk+µ−1

(
ln 1

s

)−α
ds, k = 1, 2, . . . , µ ≥ 0.

Как в доказательстве равенства (3), после замены ln 1
s = z получаем

Ik+µ =
∞∫
0

e−(k+µ)zz−α dz = (k + µ)α−1

∞∫
0

e−tt−α dt = � (1− α)(k + µ)α−1,

Iµ =
1∫

0

sµ−1
(

ln
1
s

)−α
ds =

∞∫
0

e−µtt−α dt = � (1− α)µα−1.
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Следовательно,

Dα
µ [Hk](x) = − Hk(x)

� (1− α)
� (1− α)[µµα−1 − (k + µ)(k + µ)α−1] + µαHk(x)

= −µαHk(x) + (k + µ)αHk(x) + µαHk(x) = (k + µ)αHk(x).

Лемма доказана.

Введем обозначения

γk,m = (k + µ1)α1(k + µ2)α2 · . . . · (k + µm)αm , m ≥ 1.

Пусть µi = 0 для некоторых i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Обозначим количество таких
µi через p. Так как операторы Dα

µ и Dβ
ν при α, β ∈ (0, 1) и µ ≥ 0, ν ≥ 0

коммутируют, можно считать, что они пронумерованы в порядке возрастания,
т. е. µ1 = µ2 = · · · = µp = 0, и пусть

γk,µ−p = (k + µp+1)αp+1(k + µp+2)αp+2 · . . . · (k + µm)αm .

Очевидно, что если p = 0, то γk,m−p = γk,m.

Следствие 1. Пусть ᾱ = (α1, α2, . . . , αm), µ̄ = (µ1, µ2, . . . , µm), 0 < αj < 1,
µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,m, и Hk(x) — однородный гармонический полином степени
k ∈ N0. Тогда справедливы равенства

(1) J
ᾱm−p
µ̄m−p

[H0](x) = γ−1
0,m−pH0(x), где 0 < p < m, ᾱm−p = (αp+1, . . . , αm),

µ̄m−p = (µp+1, . . . , µm);
(2) J ᾱµ̄ [Hk](x) = γ−1

k,mHk(x), k ≥ 1;
(3) Dᾱ

µ̄ [Hk](x) = γk,mHk(x), k ∈ N0.
Результат получается последовательным применением леммы 1 с учетом

замечания 1.

Теорема 1. Пусть 0 < α < 1, µ ≥ 0 и u(x) — гармоническая функция.
Тогда

1) если µ > 0, то Jαµ [u](x) также является гармонической функцией в обла-
сти �;

2) если µ = 0, то при выполнении условия u(0) = 0 функция Jα0 [u](x)
гармоническая в области �.

Доказательство. Пусть u(x) — гармоническая функция в шаре �. Тогда
известно [7], что функция u(x) представляется в виде

u(x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k H(i)

k (x), (5)

где
{
H(i)
k (x), i = 1, . . . , hk

}
— полная система однородных гармонических поли-

номов степени k ∈ N0, а u(i)
k — коэффициенты разложения (5). Известно, что

hk = (1 + 2k/(n− 2))Cn−3
k+n−3 ∼ 2kn−2/(n− 2)!, n ≥ 3, k →∞.

Более того, ряд (5) сходится абсолютно и равномерно по x при |x| ≤ ρ < 1,
и, значит, ∀ρ < 1 ∃Cρ ∀x, |x| ≤ ρ,

∣∣u(i)
k H(i)

k (x)
∣∣ ≤ Cρ.

Формально применяя оператор Jαµ к функции (5) при µ > 0, получаем

Jαµ [u](x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

(k + µ)−αu(i)
k H(i)

k (x). (6)
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Так как lim
k→∞

k
√

(k + µ)−α = 1, радиусы сходимости рядов (5) и (6) совпа-

дают, поэтому сумма ряда (6) представляет собой гармоническую функцию в
области �.

Если µ = 0 и u(0) = 0, то Jα0 [u](x) определен, тем самым

Jα0 [u](x) =
∞∑
k=1

hk∑
i=1

k−αu(i)
k H(i)

k (x).

Так как lim
k→∞

k
√
k−α = 1, функция Jα0 [u](x) определена во всем � и пред-

ставляет собой гармоническую функцию. Теорема 1 доказана.

Следствие 2. Пусть ᾱ = (α1, α2, . . . , αm), µ̄ = (µ1, µ2, . . . , µm), 0 < αj < 1,
µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,m, и u(x) — гармоническая функция в области �. Тогда

(1) если p = 0, то функция J ᾱµ̄ [u](x) также гармоническая в области �;
(2) если p > 0, то при u(0) = 0 функция J ᾱµ̄ [u](x) также гармоническая в

области �.
Доказательство. Если p = 0 (по условию µj > 0, j = 1, 2, . . . ,m), то,

применяя оператор J ᾱµ̄ к функции (5), с учетом равенств (1) и (2) из следствия 1
имеем

J ᾱµ̄ [u](x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

γ−1
k,mu

(i)
k H(i)

k (x).

Далее, очевидно, что lim
k→∞

k

√
γ−1
k,m = 1, поэтому J ᾱµ̄ [u](x) — гармоническая функ-

ция в области �.
Если p > 0, то при выполнении условия u(0) = 0 из (5) получаем

J ᾱµ̄ [u](x) =
∞∑
k=1

hk∑
i=1

γ−1
k,mu

(i)
k H(i)

k (x).

Тогда J ᾱµ̄ [u](x) также гармоническая в области �.
Следствие 2 доказано.

Теорема 2. Пусть 0 < α < 1, µ ≥ 0 и u(x) — гармоническая в шаре �
функция. Тогда функция Dα

µ [u](x) также гармоническая в шаре � и при µ = 0
справедливо Dα

0 [u](0) = 0.
Доказательство. Пусть u(x) — гармоническая функция в �. Тогда для

любого x ∈ � функция u(x) представляется в виде ряда (5).
Применяя формально оператор Dα

µ к ряду (5) и учитывая лемму (1), полу-
чим

Dα
µ [u](x) =

∞∑
k=0

hk∑
i=1

(k + µ)αu(i)
k H(i)

k (x). (7)

Так как lim
k→∞

k
√
hk(k + µ)α = 1, при |x| ≤ rρ и r < 1

∞∑
k=0

hk∑
i=1

(k + µ)α
∣∣u(i)

k H(i)
k (x)

∣∣ ≤ Cρ

∞∑
k=0

(k + µ)αhkrk <∞,

значит, ряд (7) сходится абсолютно и равномерно по x при |x| ≤ rρ < 1, и его
сумма представляет собой гармоническую функцию. В силу произвольности
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ρ < 1 функция Dα
µ [u](x) определена во всем шаре �. Далее, поскольку Dα

0 [1] =
0, в разложении функции Dα

0 [u](x) в ряд в виде (5) отсутствует свободный член
и поэтому Dα

0 [u](0) = 0.
Теорема 2 доказана.

Следствие 3. Пусть ᾱ = (α1, α2, . . . , αm), µ̄ = (µ1, µ2, . . . , µm), 0 < αj < 1,
µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,m, и u(x) — гармоническая функция в области �. Тогда
функция Dᾱ

µ̄ [u](x) также гармоническая в �, причем если p > 0, то Dᾱ
µ̄ [u](0) = 0.

Доказательство. Гармоничность функцииDᾱ
µ̄ [u](x) доказывается так же,

как и для функции из теоремы 1. Если p > 0, то Dᾱ
µ̄ [H0](x) = 0, поэтому в

представлении гармонической функции Dᾱ
µ̄ [u](x) в виде ряда (5) отсутствует

свободный член. Следовательно, Dᾱ
µ̄ [u](0) = 0.

Теорема 3. Пусть 0 < α < 1, µ ≥ 0 и u(x) — гармоническая функция в
области �. Тогда для любого x ∈ � справедливы равенства

u(x) = u(0) +
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1Dα
0 [u](sx) ds при µ = 0;

u(x) =
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1Dα
µ [u](sx) ds при µ > 0.

Доказательство. Пусть µ = 0. Представим гармоническую функцию
u(x) в виде ряда

u(x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k H(i)

k (x) =
∞∑
k=1

hk∑
i=1

1
kα

kαu(i)
k H(i)

k (x) +
h0∑
i=1

u(i)
0 H(i)

0 (x).

Так как h0 = 1, u(i)
0 H(i)

0 (x) = u(0) и

1
kα

=
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sk−1 ds, k ∈ N,

то

u(x) = u(0) +
∞∑
k=1

hk∑
i=1

kαu(i)
k

1
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1H(i)
k (sx) ds

= u(0) +
∞∑
k=1

hk∑
i=1

u(i)
k

1
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1kαH(i)
k (sx) ds

= u(0) +
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1
∞∑
k=1

hk∑
i=1

u(i)
k Dα

0
[
H(i)
k

]
(sx) ds

= u(0) +
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1Dα
0

[ ∞∑
k=1

hk∑
i=1

u(i)
k H(i)

k (sx)

]
ds
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= u(0) +
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1Dα
0

[ ∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k H(i)

k (sx)

]
ds

= u(0) +
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1s−1Dα
0 [u](sx) ds.

Таким образом, первое равенство доказано.
Пусть µ > 0. Тогда

u(x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

γk,1
1

γk,1
u(i)
k H(i)

k (x)

=
∞∑
k=0

hk∑
i=1

γk,1u
(i)
k

1
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1H(i)
k (sx) ds

=
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1

[ ∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k γk,1H

(i)
k (sx)

]
ds

=
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1

[ ∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k Dα

µ

[
H(i)
k

]
(sx)

]
ds

=
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1Dα
µ

[ ∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k

[
H(i)
k

]
(sx)

]
ds

=
1

� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1Dα
µ [u](sx) ds.

Второе равенство и, следовательно, теорема 3 доказаны.

Теорема 4. Пусть ᾱ = (α1, α2, . . . , αm), µ̄ = (µ1, µ2, . . . , µm), 0 < αj < 1,
µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,m, и u(x) — гармоническая функция в области �. Тогда

(1) если p = 0, то

u(x) =
1

� (ᾱ)

1∫
0

ds1· · ·
1∫

0

| ln s|ᾱ−1sµ̄−1Dᾱ
µ̄ [u](sx) dsm;

(2) если p > 0, то

u(x) = u(0) +
1

� (ᾱ)

1∫
0

ds1· · ·
1∫

0

| ln s|ᾱ−1sµ̄−1Dᾱ
µ̄ [u](sx) dsm,

где
� (ᾱ) = � (α1)� (α2) · . . . · � (αm),

| ln s|ᾱ−1 = | ln s|α1−1| ln s|α2−1 · . . . · | ln s|αm−1,

sµ̄−1 = sµ1−1sµ2−1 · . . . · sµm−1, sx = (s1s2 · . . . · smx1, . . . , s1s2 · . . . · smxn).
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Доказательство. Пусть p = 0. Тогда по условию µj > 0, j = 1, 2, . . . ,m.
Учитывая (5), представим гармоническую в шаре � функцию u(x) в виде

u(x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

1
γk,m

γk,mu
(i)
k H(i)

k (x).

Используя следствие 1 и равномерную сходимость ряда по x при |x| ≤ ρ < 1
(поэтому для этих x ∈ � суммирование по x и интегрирование по s1, s2, . . . , sm
можно поменять местами), его можно привести к виду

u(x) =
∞∑
k=0

hk∑
i=1

1
γk,m

γk,mu
(i)
k H(i)

k (x)

=
∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k

� (α1) · . . . · � (αm)

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2· · ·
1∫

0

| ln s|ᾱ−1sµ̄−1γk,mH
(i)
k (sx) dsm

=
∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k

� (α1) · . . . · � (αm)

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2· · ·
1∫

0

| ln s|ᾱ−1sµ̄−1Dᾱ
µ̄

[
H(i)
k

]
(sx) dsm

=
1

� (α1) · . . . · � (αm)

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2· · ·
1∫

0

| ln s|ᾱ−1sµ̄−1Dᾱ
µ̄

[ ∞∑
k=0

hk∑
i=1

u(i)
k H(i)

k

]
(sx) dsm

=
1

� (α1) · . . . · � (αm)

1∫
0

ds1

1∫
0

ds2· · ·
1∫

0

| ln s|ᾱ−1sµ̄−1Dᾱ
µ̄ [u](sx) dsm,

что и требовалось доказать.
Случай p > 0 доказывается аналогично.

Теорема 5. Пусть u(x) — гармоническая функция в шаре �. Тогда спра-
ведливы равенства

Jα0
[
Dα

0 [u]
]
(x) = u(x)− u(0), если µ = 0;

Dα
0
[
Jα0 [u]

]
(x) = u(x), если µ = 0 и u(0) = 0;

Jαµ
[
Dα
µ [u]

]
(x) = Dα

µ

[
Jαµ [u]

]
(x) = u(x), если µ > 0.

Доказательство. Докажем первое равенство теоремы. Так как Dα
0 [u](0)

= 0, к функции Dα
0 [u](x) можно применить оператор Jα0 , поэтому

Jα0
[
Dα

0 [u]
]
(x) =

1
� (α)

1∫
0

s−1| ln s|α−1Dα
0 [u](sx) ds.

Учитывая теорему 3, получаем

Jα0
[
Dα

0 [u]
]
(x) = u(x)− u(0).
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Для доказательства второго равенства применим оператор Dα
0 к функции

Jα0 [u](x):

Dα
0
[
Jα0 [u]

]
(x) =

α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)s−1[Jα0 [u](x)− Jα0 [u](sx)
]
ds

=
α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)s−1 1
� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τ−1[u(τx)− u(τsx)] dτds

=
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τ−1 α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)s−1[u(τx)− u(sτx)] dsdτ

=
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τ−1Dα
0 [u](τx) dτ = u(x)− u(0) = u(x).

Докажем третье равенство. Применяя к функции Dα
µ [u](x) оператор Jαµ ,

имеем

Jαµ
[
Dα
µ [u]

]
(x) =

1
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1Dα
µ [u](sx) ds.

Учитывая теорему 3, получаем Jαµ
[
Dα
µ [u]

]
(x) = u(x).

Для доказательства равенства Dα
µ

[
Jαµ [u]

]
(x) = u(x) применим оператор Dα

µ

к функции Jαµ [u](x):

Dα
µ

[
Jαµ [u]

]
(x) =

α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)sµ−1[Jαµ [u](x)− Jαµ [u](sx)
]
ds

+ µαJαµ [u](x) =
α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)sµ−1 1
� (α)

1∫
0

| ln s|α−1sµ−1

× [u(τx)− u(τsx)] dτds+ µαJαµ [u](x) =
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1

× α

� (1− α)

1∫
0

| ln s|−(α+1)sµ−1[u(τx)− u(sτx)] dsdτ + µαJαµ [u](x)

=
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1[Dα
µ [u](τx)− µαu(τx)

]
dτ + µαJαµ [u](x)

=
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1Dα
µ [u](τx) dτ − 1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1µαu(τx) dτ

+ µαJαµ [u](x) =
1

� (α)

1∫
0

| ln τ |α−1τµ−1Dα
µ [u](τx) dτ − µαJαµ [u](x)

+ µαJαµ [u](x) = u(x).
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Теорема 5 доказана.

Используя связь между операторами Dα
µ и Jαµ , несложно установить следу-

ющее утверждение.

Теорема 6. Если u(x) — гармоническая в шаре � функция, то справедли-
вы равенства

J ᾱµ̄
[
Dᾱ
µ̄ [u]

]
(x) = u(x), Dᾱ

µ̄

[
J ᾱµ̄ [u]

]
(x) = u(x), если p = 0;

J ᾱµ̄
[
Dᾱ
µ̄ [u]

]
(x) = u(x)− u(0), если p > 0;

Dᾱ
µ̄

[
J ᾱµ̄ [u]

]
(x) = u(x), если p > 0 и u(0) = 0.

3. Постановка и решение краевых задач

Перейдем к постановке и решению некоторых краевых задач, включающих
значения операторов Dᾱ

µ̄ на границе.

Задача 1. Пусть 0 < α < 1. Найти гармоническую в шаре � функцию
u(x) из класса C2(�) ∩ C(�), для которой функция Dα

0 [u](x) непрерывна в � и
удовлетворяет на сфере ∂� равенству

Dα
0 [u](x) = f(x), x ∈ ∂�.

Задача 2. Пусть 0 < α < 1, µ > 0. Найти гармоническую в шаре � функ-
цию u(x) из класса C2(�)∩C(�), для которой функция Dα

µ [u](x) непрерывна в
� и удовлетворяет на сфере ∂� равенству

Dα
µ [u](x) = f(x), x ∈ ∂�.

Задача 3. Пусть ᾱ = (α1, α2, . . . , αm), µ̄ = (µ1, µ2, . . . , µm), 0 < αj < 1,
µj ≥ 0, j = 1, 2, . . . ,m. Найти гармоническую в шаре � функцию u(x) из класса
C2(�) ∩ C(�), для которой функция Dᾱ

µ̄ [u](x) непрерывна в � и удовлетворяет
на сфере ∂� равенству

Dᾱ
µ̄ [u](x) = f(x), x ∈ ∂�.

Заметим, что аналогичные задачи для уравнения Лапласа с операторами
целого порядка рассматривались в [2–5], а для операторов дробного порядка в
смысле Римана — Лиувилля и Капуто — в [6, 8, 9] и для операторов дробного
порядка в смысле Адамара — Маршо в случае µ = 0 — в [10]. Кроме того,
аналогичные задачи с граничными интегродифференциальными операторами
для уравнений параболического и гиперболического типов изучались в [11–13].

Пусть ν(x) — классическое решение задачи Дирихле в шаре �, т. е.
�ν(x) = 0, x ∈ �, ν(x) = f(x), x ∈ ∂�. (8)

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 7. Пусть f(x) ∈ C(∂�). Тогда для разрешимости задачи 1 необ-
ходимо и достаточно выполнения условия∫

∂�

f(x) dsx = 0. (9)

Если решение задачи 1 существует, то оно единственно с точностью до
постоянного слагаемого и представляется в виде

u(x) = C + Jα0 [ν](x), (10)
где C — произвольная постоянная, а ν(x) — решение задачи (8).
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Теорема 8. Пусть µ > 0 и f(x) ∈ C(∂�). Тогда решение задачи 2 суще-
ствует, единственно и представляется в виде

u(x) = Jαµ [ν](x),

где ν(x) — решение задачи Дирихле (8).

Теорема 9. Пусть f(x) ∈ C(∂�). Тогда
1) если p = 0, то решение задачи 3 существует, единственно и представля-

ется в виде
u(x) = J ᾱµ̄ [ν](x); (11)

2) если p > 0, то решение задачи 3 существует тогда и только тогда, когда
выполняется условие (9); если решение задачи 1 существует, то оно единственно
с точностью до постоянного слагаемого и представляется в виде

u(x) = C + J ᾱµ̄ [ν](x), (12)

где C — произвольная постоянная, а ν(x) — решение задачи (8).
Из утверждений теорем 7–9 следует, что задачи 1 и 3 обобщают задачу

Неймана, а задача 2 — задачу Дирихле.
В силу идентичности рассуждений приведем доказательство теоремы 9.
Доказательство теоремы 9. 1. Пусть f(x) ∈ C(∂�), p = 0, и пусть ре-

шение u(x) задачи 3 существует. Применим к функции u(x) оператор Dᾱ
µ̄ и

обозначим Dᾱ
µ̄ [u](x) = ν(x). Ясно, что ν(x) ∈ C(∂�). Поскольку u(x) — гармо-

ническая функция в �, в силу следствия 2 функция ν(x) также гармоническая
в шаре � и ν(x)|∂� = Dᾱ

µ̄ [u](x)|∂� = f(x). Таким образом, функция ν(x) явля-
ется решением задачи Дирихле (8). При этом если f(x) ∈ C(∂�), то решение
этой задачи существует, единственно и ν(x) ∈ C(�). Применяя к равенству
Dᾱ
µ̄ [u](x) = ν(x) оператор J ᾱµ̄ и используя теорему 6, имеем

J ᾱµ̄ [ν](x) = J ᾱµ̄
[
Dᾱ
µ̄ [u]

]
(x) = u(x).

Значит, u(x) = J ᾱµ̄ [ν](x), и получаем (11).
Пусть теперь функция ν(x) является решением задачи Дирихле (8) при

f(x) ∈ C(∂�). Ясно, что ν(x) ∈ C(�). Рассмотрим функцию u(x) = J ᾱµ̄ [ν](x).
В силу теоремы 6 имеем

Dᾱ
µ̄ [u](x) = Dᾱ

µ̄

[
J ᾱµ̄ [ν]

]
(x) = ν(x).

Следовательно, функция u(x) гармоническая в �, и

Dᾱ
µ̄ [u](x)|∂� = ν(x)|∂� = f(x).

2. Пусть f(x) ∈ C(∂�), p > 0, и пусть решение задачи 3 существует и равно
u(x). Применим к функции u(x) оператор Dᾱ

µ̄ и обозначим Dᾱ
µ̄ [u](x) = ν(x).

Ясно, что ν(x) ∈ C(∂�). Поскольку u(x) — гармоническая функция в �, в силу
следствия 2 функция ν(x) тоже гармоническая в шаре �, ν(0) = Dᾱ

µ̄ [u](0) = 0 и
ν(x)|∂� = Dᾱ

µ̄ [u(x)]|∂� = f(x). Таким образом, функция ν(x) является решением
задачи Дирихле (8). С другой стороны, решение задачи (8) представляется
в виде интеграла Пуассона [14]

ν(x) =
1
ωn

∫
∂�

1− |x|2

|x− y|n
f(y) dsy,
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поэтому

0 = ν(0) =
1
ωn

∫
∂�

f(y) dsy.

Получили условие (9). Применяя оператор J ᾱµ̄ к равенству Dᾱ
µ̄ [u(x)] = ν(x) и

используя теорему 6, имеем

J ᾱµ̄ [ν](x) = J ᾱµ̄
[
Dᾱ
µ̄ [u]

]
(x) = u(x)− u(0).

Значит, u(x) = u(0) + J ᾱµ̄ [ν](x), и приходим к (12). Необходимость доказана.
Покажем, что условие (9) является также достаточным для существования

решение задачи 3. Действительно, если выполняется условие (9) и ν(x) — реше-
ние задачи Дирихле (8), то ν(0) = 0. Покажем, что функция u(x) = J ᾱµ̄ [ν](x)+C
является решением задачи 3. Гармоничность этой функции следует из утвер-
ждения 2 теоремы 1.

Далее, в силу утверждения 3 теоремы 6

Dᾱ
µ̄ [u](x) = Dᾱ

µ̄

[
J ᾱµ̄ [ν]

]
(x) +Dᾱ

µ̄ [C] = ν(x).

Тогда
Dᾱ
µ̄ [u](x)|∂� = ν(x)|∂� = f(x).

Таким образом, если выполняется условие (9) и ν(x) — решение задачи (8), то
функция (12) является решением задачи 3.

Теорема 9 доказана.
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