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О МНОГОЧЛЕНАХ БРАУНА

Ю. Л. Ершов

Аннотация. Установлено наследование базисным множителем важного условия,
рассмотренного Брауном.
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Все необходимые сведения о нормированных полях можно найти в гл. 1
книги [1].

Пусть F = 〈F,R〉 — нормированное поле, g ∈ R[x] — унитарный многочлен
(степени k = δg) такой, что его образ ḡ в кольце многочленов FR[x] над полем
вычетов FR нормирования vR неприводим.

Многочлен f ∈ R[x] назовем многочленом Брауна (типа (g, e)) или (g, e)-
многочленом Брауна, если e > 0 — натуральное число и g-разложение

f =
∑
i≤m

Aig
i, Ai ∈ R[x], δ(Ai) < k, i ≤ m,

удовлетворяет следующим условиям:
(i) vxAe = 0;
(ii) A0 6= 0, vxA0 > 0 и evxAi ≥ (e− i)vxA0 для 0 < i < e.
Здесь vx — гауссово нормирование поля F (x), продолжающее vR (для h =∑

i≤δh
a0xi ∈ F [x], vxh = min{vR(ai) | i ≤ δh}).

Замечание 1. Число e в типе (e, g) многочлена Брауна однозначно опре-
деляется следующим условием: ḡe | f̄ и ḡe+1 - f̄ .

Действительно,
f̄ =

∑
Aiḡ

i

является ḡ-разложением многочлена f̄ . Далее, vxAi ≥ (e − i)vxA0 > 0 влечет,
что vxAi > 0,

f̄ =
(∑
i>e

Aiḡ
i−e−1

)
ḡe+1 +Aeḡ

e

и Ae 6= 0. �

Замечание 2. Указанные условия (i) и (ii) рассматривались в работе Бра-
уна [2].

Пусть f ∈ R[x] — многочлен Брауна типа (g, e), f = f0 · f1. Множитель f0

многочлена f назовем базисным (множителем), если ḡe делит f̄0(ḡe | f̄0).
Справедливо следующее утверждение.
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Теорема. Любой базисный множитель f0 многочлена Брауна f типа (g, e)
является многочленом Брауна того же типа.

Доказательство. Пусть f = f0 · f1, f0, f1 ∈ R[x],

f0 =
∑
i

Big
i, f1 =

∑
i

Cig
i

— g-разложения f0 и f1 соответственно. Так как ḡe+1 - f̄ и ḡe | f̄0, то ḡe+1 - f̄0 и
ḡ - f̄1 и, следовательно, Be 6= 0 и C0 6= 0. Обозначим через λ элемент 1

evxA0 из
группы �̃R.

Отметим справедливость следующей леммы.

Лемма 1. Существует нормирование w поля F (x), продолжающее vR и
такое, что для любого многочлена h ∈ F [x] и его g-разложения

h =
∑
i≤δh

Dig
i

верно равенство wh = min{vxDi + iλ | i ≤ δh}.
Действительно, таким нормированием является нормирование wα,δ, опре-

деленное в начале доказательства теоремы 1.1 в [3]. �

Далее w будет обозначать нормирование поля F (x) из леммы 1.
Установим следующие утверждения:
1) wf = eλ,
2) wf1 = 0,
3) wf0 = eλ,
4) vxB0 = eλ.
Докажем утверждение 1. Имеем vxA0 = eλ. По определению λ = 1

evxA0
и vxAe + eλ = eλ. Если i > e, то vxAi + iλ ≥ iλ > eλ, если 0 < i < e, то
vxAi + iλ ≥ (e− i)λ+ iλ = eλ, так как vxAi ≥ e−i

e vxA0 = (e− i)λ. Тем самым

eλ = min{vxAi + iλ | i ≤ m} = wf.

Докажем утверждение 2. Поскольку ḡ - f̄1, то C̄0 6= 0, т. е. vxC0 = 0, но
тогда wf1 = min{vxCi + iλ | i ≤ δf1} = 0, так как vxCi ≥ 0 для всех i(f1 ∈ R[x])
и λ > 0.

Утверждение 3 сразу следует из предыдущих: eλ = wf = w(f0 · f1) =
wf0 + wf1 = w(f0).

Докажем утверждение 4. Так как eλ = wf0 = min{vxBi+ iλ | i < δf0}, име-
ем eλ ≤ vxB0. Рассмотрим g-разложение D0g+D1 многочлена B0C0. Нетрудно
видеть, что D1 = A0. Тогда

w(B0) = w(B0C0) = min{vxD0 + λ, vxD1} ≤ vxD1 = vxA0 = eλ.

Итак, eλ ≤ vxB0 и vxB0 ≤ eλ, поэтому vx(B0) = eλ.
Из утверждений 3 и 4 следует заключение теоремы. Действительно,

eλ = wf0 = min{vxBi + iλ | i ≤ δf1},

следовательно, eλ ≤ vxBi + iλ для всех i ≤ δf0. Тогда для 0 < i < e

vxBi ≥ eλ− iλ = (e− i)λ =
e− i

e
vxB0.
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Остается установить, что vxBe = 0. Имеем vxBe ≥ 0 и если vxBe > 0, то Be = 0.
Вместе с vxBi ≥ (e − i)λ > 0 (0 < i < e) и vxB0 = eλ > 0 получим Bi = 0 для
i ≤ e и

f̄0 =
∑
i

Biḡ
i =

∑
i>e

Biḡ
i,

т. е. ḡe+1 делит f̄0, что невозможно. �.

Базисный множитель f0 многочлена f Брауна типа (e, g) назовем главным,
если f0 унитарный и δf0 = eδg.

Лемма 2. Если F — гензелево нормированное поле, f — многочлен Брауна
типа (e, g), то f имеет главный множитель.

Сначала рассмотрим случай, когда f унитарный. Имеем разложение

f̄ = ḡe · h, h ∈ FR[x]

и ḡ - h. Тогда ḡe и h взаимно просты.
По предложению 1.3.4 из [1] существуют унитарные многочлены f0, f1 ∈

R[x] такие, что f̄0 = ḡe, f̄1 = h. Так как f0 унитарный, то δf0 = δf̄0; следова-
тельно, f0 главный (поскольку ḡe | f̄0).

Пусть f не обязательно унитарный. По предложению 1.3.6 из [1] существу-
ют унитарный многочлен h0 и многочлен h1 ∈ R[x] такие, что f = h0 · h1 и
h̄1 ∈ FR \ {0}. Тогда h0 — базисный унитарный множитель для f и его главный
множитель будет главным и для f . �

Из леммы 2, теоремы и следствия 3 в [4] сразу вытекает теорема 1.1 из [3].
Настоящая работа возникла из попыток автора исправить ошибочное до-

казательство предложения 1 из [5]. Это предложение остается недоказанным.
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