
Сибирский математический журнал
Июль—август, 2013. Том 54, № 4

УДК 512.8

ЛОКАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП КОС

Ю. А. Михальчишина

Аннотация. Изучаются локальные линейные представления группы кос B3, а так-
же локальные однородные представления Bn при n ≥ 2. Исследуется связь этих
представлений с представлением Бурау. По представлению Вады группы Bn в
группу автоморфизмов свободной группы строятся линейные представления груп-
пы Bn.
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Введение

Группа кос на n нитях Bn является классическим объектом исследования
как в комбинаторной теории групп, так и в маломерной топологии. Результаты
более чем столетних исследований по теории кос можно найти в классической
монографии [1] или в более современном изложении в [2]. Напомним некоторые
известные факты о представлениях групп Bn. Артин построил представление
группы кос Bn в группу автоморфизмов Aut(Fn) свободной группы Fn. По
этому представлению строится представление Бурау

ρB : Bn → GLn(Z[t±1]).

Долгое время существовала гипотеза о том, что представление Бурау точное.
В настоящее время доказано, что представление ρB не является точным при
n ≥ 5. Тем не менее его используют для построения полинома Александе-
ра, который является инвариантом узла. Представление Бурау локально, т. е.
каждый порождающий переходит в матрицу, которая отличается от единичной
матрицы диагональной клеткой порядка 2. Кроме того, представление Бурау
также и однородное, т. е. клетки порядка 2 совпадают для всех порождающих.

В работе Вады [3] построены четыре представления группы Bn в Aut(Fn),
которые отличны от представления Артина, и, как показал Шпильрайн [4],
эти представления точные. Так же, как по представлению Артина строится
представление Бурау, в настоящей работе с использованием подхода Магнуса
строятся линейные представления Bn в группу GLn(C) и изучается связь этих
представлений с представлением Бурау.

Структура работы такова. В § 1 напоминаются известные факты о группах
кос Bn, приводятся определение и основные свойства производных Фокса. В § 2
описаны все локальные представления группы B3 в группу GL3(C), а также
все локальные однородные представления группы Bn. В § 3 с использованием
подхода Магнуса построены представления, аналогичные представлению Бурау
для представлений Вады.
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§ 1. Вспомогательные утверждения

Напомним, что группа кос Bn, n ≥ 2, на n нитях задается порождающими
элементами σ1, σ2, . . . , σn−1 и определяющими соотношениями

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 при i = 1, 2, . . . , n− 2,

σiσj = σjσi при |i− j| ≥ 2.
Группа Bn вкладывается в группу автоморфизмов Aut(Fn) свободной группы
Fn = 〈x1, . . . , xn〉. При этом порождающий σi, i = 1, 2, . . . , n − 1, определяет
автоморфизм σi : Bn → Aut(Fn):

σi :


xi → xixi+1x

−1
i ,

xi+1 → xi,

xj → xj приj 6= i, i+ 1.

Это представление называется представлением Артина.
Напомним определения и основные свойства производных Фокса [1, гл. 3].

Если G — группа, а Z — кольцо целых чисел, то ZG — групповое кольцо груп-
пы G. Для каждого j = 1, 2, . . . , n определим отображение ∂

∂xj
: ZFn → ZFn

следующими правилами:

1)
∂xi
∂xj

=
{

1 при i = j,

0 в противном случае,

2)
∂x−1

i

∂xj
=

{ −x−1
i при i = j,

0 в противном случае,

3)
∂(wv)
∂xj

=
∂w

∂xj
(v)τ + w

∂v

∂xj
, w, v ∈ ZFn,

4)
∂

∂xj

( ∑
agg

)
=

∑
ag

∂g

∂xj
, ag ∈ Z, g ∈ Fn,

где τ : ZFn → Z — операция тривиализации, посылающая все порождающие
группы Fn в единицу.

Пусть ϕ — гомоморфизм группы Fn в некоторую группу G. Символом
Fϕ
n обозначим образ группы Fn при гомоморфизме ϕ. Пусть Aϕ — подгруппа

группы Aut(Fn), для которой справедливы равенства xϕ = (xα)ϕ при всех x ∈
Fn и α ∈ Aϕ. Сопоставим автоморфизму α ∈ Aϕ матрицу

‖α‖ =
[(

∂xαi
∂xj

)ϕ]n
i,j=1

порядка n с элементами из ZFϕ
n . Построенное таким образом отображение опре-

деляет представление Магнуса ρ : Aϕ → GLn
(
ZFϕ

n

)
.

В частности, если в качестве ϕ взять гомоморфизм группы Fn на бесконеч-
ную циклическую группу с порождающим t и положить xϕi = t, i = 1, 2, . . . , n,
то получим представление Бурау

ρB : Bn → GLn(Z[t±1]),

ρB(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 1− t t 0
0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.
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В работе Вады [3] построены четыре новых локальных представления груп-
пы Bn в группу Aut(Fn). Приведем список этих представлений.

1. Представление w(k)
1 , k ∈ Z, определяется формулой

w(k)
1 (σi) :


xi → xki xi+1x

−k
i ,

xi+1 → xi,

xj → xj при j 6= i, i+ 1.

Отметим, что при k = 1 это представление Артина.
2. Представление w2 определяется формулой

w2(σi) :


xi → xix

−1
i+1xi,

xi+1 → xi,

xj → xj при j 6= i, i+ 1.

3. Представление w3 определяется формулой

w3(σi) :


xi → xixi+1xi,

xi+1 → x−1
i ,

xj → xj при j 6= i, i+ 1.

4. Представление w4 определяется формулой

w4(σi) :


xi → x2

ixi+1,

xi+1 → x−1
i+1x

−1
i xi+1,

xj → xj при j 6= i, i+ 1.

§ 2. Локальные однородные представления Bn

Напомним,что представление ϕ : Bn → GLn(C) называется локальным,
если

ϕ(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0
0 0 0 In−i−1

 =

 Ii−1 0 0
0 Ri 0
0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1,

где Im — единичная матрица порядка m, Ri — матрица порядка 2.
Локальное представление называется однородным, если R1 = R2 = · · · =

Rn−1.
Если хотим построить некоторое представление группы Bn, то, выбирая ло-

кальное представление, автоматически получаем справедливость соотношений
ϕ(σi)ϕ(σj) = ϕ(σj)ϕ(σi) при |i− j| ≥ 2.

Следующая теорема описывает все локальные представления группы B3.

Теорема 1. Если ϕ : B3 → GL3(C) — локальное представление, то ϕ имеет
один из следующих двух типов:

1) ϕ(σ1) =

α(1− d) (1−d)(1−α+dα)
c 0

c d 0
0 0 1

, ϕ(σ2) =

 1 0 0

0 α (1−α)(1−d+dα)
γ

0 γ d(1− α)

,

где d, α 6= 1, c, γ 6= 0;
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2) ϕ(σ1) =

 0 b 0
c 0 0
0 0 1

 , ϕ(σ2) =

 1 0 0
0 0 bc

γ

0 γ 0

, где bc, γ 6= 0.

Доказательство. Если ϕ — локальное представление B3, то оно опреде-
ляется образами порождающих ϕ(σ1) и ϕ(σ2). Положим

s1 = ϕ(σ1) =

 a b 0
c d 0
0 0 1

 , s2 = ϕ(σ2) =

 1 0 0
0 α β

0 γ δ

 .

Чтобы ϕ было представлением B3, необходимо, чтобы выполнялось s1s2s1 =
s2s1s2. Непосредственными вычислениями находим

s1s2s1 =

 a2 + αbc ab+ αbd βb
ac+ αcd bc+ αd2 βd

γc γd δ

 , s2s1s2 =

 a αb βb
αc α2d+ βγ αβd+ βδ
γc αγd+ γδ βγd+ δ2

 .

Следующая система должна быть разрешима:
a(1− a) = αbc, δ(1− δ) = βγd,

αc(1− d) = ac, βd(1− α) = βδ,

αb(1− d) = ab, γd(1− α) = γδ.

αd(d− α) = βγ − bc,

Из соотношения det(s1s2s1) = det(s2s1s2) следует условие det(s1) = det(s2), т. е.
ad− bc = αδ − βγ.

Решая получившуюся систему уравнений, перебираем все возможные слу-
чаи.

Случай 1. Предположим, что bc 6= 0, тогда система принимает вид
a(1− a) = bcα, δ(1− δ) = βγd,

α(1− d) = a, βd(1− α) = βδ,

αd(d− α) = βγ − bc, γd(1− α) = γδ.

1.1. Допустим, что βγ 6= 0, тогда
a(1− a) = bcα, δ(1− δ) = βγd,

α(1− d) = a, d(1− α) = δ.

αd(d− α) = βγ − bc,

1.1.1. Предположим, что α 6= 0.
1.1.1.1. Предположим также, что d 6= 0, тогда

a(1− a) = bcα, δ(1− δ) = βγd,

α(1− d) = a, d(1− α) = δ.

αd(d− α) = βγ − bc,

Отсюда следует, что bc = (1−d)(1−α+αd), βγ = (1−α)(1−d+αd), и получаем
представление 1:

s1 =

α(1− d) (1−d)(1−α+dα)
c 0

c d 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0

0 α (1−α)(1−d+dα)
γ

0 γ d(1− α)

 .
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1.1.1.2. Допустим, что d = 0, тогда система принимает вид{
a(1− a) = bcα, βγ = bc,

α = a, δ = 0.

Отсюда находим, что bc = βγ = 1− α, и получаем порождающие

s1 =

α (1−α)
c 0

c 0 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0

0 α (1−α)
γ

0 γ 0

 .

Это представление 1 при условии, что d = 0.
1.1.2. Пусть α = 0. Из системы уравнений следует, что a = 0, bc = βγ.
1.1.2.1. Также предположим, что d 6= 0. Тогда βγ = bc = 1 − d и получаем

следующие порождающие:

s1 =

 0 (1−d)
c 0

c d 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0

0 0 (1−d)
γ

0 γ d

 .

Это представление 1 при условии, что α = 0.
1.1.2.2. Предположим обратное, т. е. d = 0, тогда приходим к таким порож-

дающим представления 2:

s1 =

 0 b 0
c 0 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0
0 0 bc

γ

0 γ 0

 .

Мы разобрали случай 1.1, в котором βγ 6= 0. Разберем случай, когда βγ =
0.

1.2. Из условия βγ = 0 следует, что αδ 6= 0, δ = 1. Имеем систему
a(1− a) = bcα,

α(1− d) = a,

αd(d− α) = −bc.

Отсюда следует, что

a =
−α2

1− α
, bc =

α(α− α2 − 1)
(1− α)2

, d =
1

1− α
,

и получаем такие порождающие:

s1 =

 −α2

α−1
α(α−α2−1)
c(1−α)2 0

c 1
1−α 0

0 0 1

 , s2 =

 1 0 0
0 α β

0 γ 1

 .

Это представление 1 при условии, что d = 1
1−α .

Случай 2. Предположим, что bc = 0, тогда ad 6= 0, a = 1.
2.1. Допустим, что либо b 6= 0, либо c 6= 0, тогда система примет вид

a(1− a) = 0, δ(1− δ) = βγd,

α(1− d) = a, βd(1− α) = βδ,

αd(d− α) = βγ, γd(1− α) = γδ.
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Находим α = 1
1−d .

2.1.1. Предположим, что βγ 6= 0. Тогда

βγ =
d(d− d2 − 1)

(1− d)2
, δ =

−d2

1− d

и получаем следующие порождающие:

s1 =

 1 b 0
c d 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0

0 1
1−d

d(d−d2−1)
γ(1−d)2

0 γ −d2

1−d

 , bc = 0.

Это представление 1 при условии, что α = 1
1−d .

2.1.2. Предположим обратное, т. е. βγ = 0, тогда αδ 6= 0, δ = 1, и имеем
следующие порождающие:

s1 =

 1 b 0
c d∗ 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0
0 d∗ β

0 γ 1

 ,

где bc = βγ = 0, d∗ — корень уравнения d2 − d+ 1 = 0.
Это представление 1 при условии, что α = d, bc = βγ = 0, d2 − d+ 1 = 0.
2.2. Предположим, что b = c = 0, тогда система примет вид{

αd(d− α) = βγ, δ(1− δ) = βγd,

γd(1− α) = γδ, βd(1− α) = βδ.

2.2.1. Если βγ 6= 0, то 
αd(d− α) = βγ,

d(1− α) = δ,

δ(1− δ) = βγd.

Находим, что

βγ =
d(d− d2 − 1)

(1− d)2
, δ =

−d2

1− d
,

и получаем порождающие:

s1 =

 1 0 0
0 d∗ 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0

0 1
1−d

d(d−d2−1)
γ(1−d)2

0 γ −d2

1−d

 .

Это представление 1 при условии, что α = 1
1−d , b = c = 0.

2.2.2. Предположим обратное, т. е. βγ = 0, тогда

αδ 6= 0, δ = 1, α = d =
1

1− d
.

Получаем следующие порождающие:

s1 =

 1 b 0
c d∗ 0
0 0 1

 , s2 =

 1 0 0
0 d∗ β

0 γ 1

 ,

где bc = βγ = 0, d∗ — корень уравнения d2 − d+ 1 = 0.
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Это представление 1 при условии, что α = d, bc = βγ = 0, d2 − d+ 1 = 0.
Для наглядности занесем результаты в таблицу:

Представление Условия
α 6= 0 d 6= 0 1

d = 0 1 d = 0
bc 6= 0 βγ 6= 0 α = 0 d 6= 0 1 α = 0

d = 0 2
βγ = 0 1 d = 1

1−α

c 6= 0 βγ 6= 0 1 α = 1
1−d

bc = 0 βγ = 0 1 α = d, d2 − d + 1 = 0

β = c = 0 βγ 6= 0 1 α = 1
1−d

βγ = 0 1 a = d, d2 − d + 1 = 0

Теорема доказана.

Следствие. Если ϕ : Bn → GLn(C) — локальное однородное представле-
ние, то ϕ совпадает с одним из представлений ϕ1, ϕ2, ϕ3, которые определяются
следующим образом:

ϕj : Bn → GLn(C),

1) ϕ1(σi) =


Ii−1 0 0 0

0 α 1−α
γ 0

0 γ 0 0
0 0 0 In−i−1

 , γ 6= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1;

2) ϕ2(σi) =


Ii−1 0 0 0

0 0 1−d
c 0

0 c d 0
0 0 0 In−i−1

 , c 6= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1;

3) ϕ3(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 0 b 0
0 c 0 0
0 0 0 In−i−1

 , bc 6= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Заметим, что если в представлении ϕ1 взять γ = 1, α = 1 − t, то получим
представление Бурау.

Доказательство. Чтобы локальное представление было однородным,
необходимо, чтобы R1 = R2 = · · · = Rn−1.

Из локального представления 1 получаются два локальных однородных
представления группы Bn. Первое при условиях d = 0, c = γ, второе при
условиях α = 0, c = γ. Из локального представления 2 получается локальное
однородное представление при условии c = γ. Следствие доказано.

Напомним, что линейные представления

ψ1 : G→ GLn(C), ψ2 : G→ GLn(C)

группы G называются эквивалентными, если существует матрица T ∈ GLn(C)
такая, что

ψ1(g)T = Tψ2(g) для всякой матрицы g ∈ G,
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т. е. матрица ψ1(g) подобна матрице ψ2(g). Известно, что у подобных мат-
риц характеристические многочлены равны. Выясним, какие из представлений
ϕ1, ϕ2, ϕ3, построенных в следствии, подобны.

Предложение. Справедливы следующие утверждения:
(а) при α 6= 1− t представление ϕ1 не подобно представлению Бурау;
(б) при d 6= α представление ϕ2 не подобно представлению ϕ1;
(в) при α 6= 0 представление ϕ3 не подобно представлению ϕ1;
(г) при d 6= 0 представление ϕ3 не подобно представлению ϕ2.
Доказательство. (а) Рассмотрим представление ϕ1 и представление Бу-

рау при n = 2. Матрица ϕ1(σ1) имеет вид

A1 =
(
α 1−α

γ
γ 0

)
.

Найдем ее характеристический многочлен

|A1 − λE| =
∣∣∣∣α− λ 1−α

γ

γ −λ

∣∣∣∣ = λ2 − αλ− (1− α) = f1(λ).

Для представления Бурау группы B2 образ матрицы ρB(σ1) имеет вид

B =
(

1− t t
1 0

)
.

Ее характеристический многочлен таков:

|B − λE| =
∣∣∣∣ 1− t− λ t

1 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ(1− t)− t = g(λ).

Если ϕ1 подобно представлению Бурау, то f1(λ) = g(λ), т. е. α = 1 − t. Следо-
вательно, при α 6= 1− t представление ϕ1 и представление Бурау не подобны.

(б) Рассматриваем представления ϕ1 и ϕ2 при n = 2. Характеристический
многочлен матрицы ϕ1(σ1) равен

f1(λ) = λ2 − αλ− (1− α).

Матрица ϕ2(σ1) имеет вид

A2 =
(

0 1−d
c

c d

)
.

Запишем ее характеристический многочлен:

|A2 − λE| =
∣∣∣∣−λ 1−d

c
c d− λ

∣∣∣∣ = λ2 − dλ− (1− d) = f2(λ).

Если ϕ1 подобно ϕ2, то f1(λ) = f2(λ), т. е. d = α. Следовательно, при d 6= α
представления ϕ1 и ϕ2 не подобны.

(в) Рассмотрим представления ϕ1 и ϕ3 при n = 2. Матрица ϕ3(σ1) равна

A3 =
(

0 b
c 0

)
.

Находим ее характеристический многочлен:

|A3 − λE| =
∣∣∣∣−λ b
c −λ

∣∣∣∣ = λ2 − bc = f3(λ).



846 Ю. А. Михальчишина

Если ϕ1 подобно ϕ3, то f1(λ) = f3(λ):

λ2 − αλ− (1− α) = λ2 − bc,

т. е. αλ + (1 − α) − bc = 0. Так как это равенство должно выполняться для
произвольных λ, отсюда следует, что α = 0 и bc = 1. Значит, при α 6= 0
представления ϕ1 и ϕ3 не подобны.

(г) Рассмотрим представления ϕ2 и ϕ3 при n = 2. Если ϕ2 подобно ϕ3, то
f2(λ) = f3(λ):

λ2 − dλ− (1− d) = λ2 − bc,

т. е. dλ + (1 − d) − bc = 0. Поскольку это равенство должно выполняться для
произвольных λ, отсюда следует, что d = 0 и bc = 1. Таким образом, при d 6= 0
представления ϕ2 и ϕ3 не подобны. Предложение доказано.

§ 3. Линейные представления,
соответствующие представлениям Вады

В этом параграфе построим линейные представления

ρ(k)
1 , ρ2, ρ3, ρ4 : Bn → GLn

(
Z

[
t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n

])
,

соответствующие представлениям Вады

w(k)
1 , w2, w3, w4 : Bn → Aut(Fn),

определенным в § 1. При этом используем подход Магнуса, описанный в § 1.
Основным результатом настоящего параграфа является

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения:
(а) представление Магнуса ρ(k)

1 сводится к представлению Бурау заменой
параметров;

(б) представление ρ2 совпадает с представлением Бурау;
(в) представление ρ3 не эквивалентно представлению Бурау;
(г) представление ρ4 получается из ρ3 при некоторых значениях парамет-

ров.

Доказательство. Чтобы построить представления ρ(k)
1 , ρ2, ρ3, ρ4, вычис-

лим производные Фокса.
1. Представление ρ(k)

1 . Для простоты символом xσij будем обозначать образ
w(k)

1 (σi)(xj) порождающего xj при автоморфизме w(k)
1 (σi).

Рассматриваем случай k > 0. Вычисляем производную xσii по перемен-
ной xi:

∂xσii
∂xi

=
∂
(
xki xi+1x

−k
i

)
∂xi

=
∂
(
xki

)
∂xi

+ xki
∂
(
xi+1x

−k
i

)
∂xi

=
∂
(
xki

)
∂xi

+ xki xi+1
∂
(
x−ki

)
∂xi

=
∂
(
xki

)
∂xi

− xki xi+1x
−k
i

∂
(
xki

)
∂xi

=
(
1− xki xi+1x

−k
i

)xki − 1
xi − 1

=
(
1− xki xi+1x

−k
i

)(
1 + xi + · · ·+ xk−1

i

)
.

Вычисляем производную xσii по переменной xi+1:

∂xσii
∂xi+1

=
∂
(
xki xi+1x

−k
i

)
∂xi+1

= xki
∂
(
xi+1x

−k
i

)
∂xi+1

= xki

(
1 + xi+1

∂
(
x−ki

)
∂xi+1

)
= xki .
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Аналогично находим остальные производные:

∂xσii+1

∂xi
=
∂xi
∂xi

= 1,
∂xσii+1

∂xi+1
=

∂xi
∂xi+1

= 0.

Заметим, что для всех локальных представлений производные xσij по перемен-
ным xi и xi+1 равны нулю при j 6= i, i+ 1, т. е.

∂xσij
∂xi

= 0,
∂xσij
∂xi+1

= 0, j 6= i, i+ 1.

Для наглядности запишем полученные результаты следующим образом:

∂xσil
∂xi

=
{ (

1− xki xi+1x
−k
i

)(
1 + xi + · · ·+ xk−1

i

)
, l = i,

1, l = i+ 1;
∂xσil
∂xi+1

=
{
xki , l = i,

0, l = i+ 1.

Рассмотрим случай k < 0. Обозначим k = −m, гдеm > 0. Получаем следующие
значения производных Фокса:

∂xσil
∂xi

=
{ (

x−mi xi+1xmi − 1
)(
x−1
i + · · ·+ x−mi

)
, l = i,

1, l = i+ 1;
∂xσil
∂xi+1

=
{
x−mi , l = i,

0, l = i+ 1.

Рассмотрим гомоморфизм ZFn → Z
[
t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n

]
, посылающий xi в ti,

i = 1, . . . , n− 1. Под действием этого гомоморфизма для всех k получаем мат-
рицу

ρ(k)
1 (σi) =


Ii−1 0 0 0
0 (1− ti+1)

(
1 + ti + · · ·+ tk−1

i

)
tki 0

0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n−1.

2. Рассматриваем представление ρ2. Вместо w2(σi)(xj) пишем xσij .
Вычисляем производную xσii по переменной xi:

∂xσii
∂xi

=
∂
(
xix

−1
i+1xi

)
∂xi

= 1 + xi
∂
(
x−1
i+1xi

)
∂xi

= 1 + xix
−1
i+1.

Вычисляем производную xσii по переменной xi+1:

∂xσii
∂xi+1

=
∂
(
xix

−1
i+1xi

)
∂xi+1

= xi
∂
(
x−1
i+1xi

)
∂xi+1

= xi
(
− x−1

i+1
)

= −xix−1
i+1.

Остальные производные такие же, как и в предыдущем случае:

∂xσii+1

∂xi
=
∂xi
∂xi

= 1,
∂xσii+1

∂xi+1
=

∂xi
∂xi+1

= 0.

Группируем результаты:

∂xσil
∂xi

=
{

1 + xix
−1
i+1, l = i,

1, l = i+ 1;
∂xσil
∂xi+1

=
{ −xix−1

i+1, l = i,

0, l = i+ 1.
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Под действием гомоморфизма

ZFn → Z
[
t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n

]
получаем матрицу

ρ2(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 1 + tit

−1
i+1 −tit−1

i+1 0
0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

3. Рассматриваем представление ρ3. Опять полагаем w3(σi)(xj) = xσij .
Производные xσii по переменным xi и xi+1 таковы:

∂xσii
∂xi

=
∂(xixi+1xi)

∂xi
= 1 + xi

∂(xi+1xi)
∂xi

= 1 + xixi+1,

∂xσii
∂xi+1

=
∂(xixi+1xi)
∂xi+1

= xi
∂(xi+1xi)
∂xi+1

= xi,

производные xσii+1 по переменным xi и xi+1 —

∂xσii+1

∂xi
=
∂
(
x−1
i

)
∂xi

= −x−1
i ,

∂xσii+1

∂xi+1
=
∂
(
x−1
i

)
∂xi+1

= 0.

Группируем результаты:

∂xσil
∂xi

=
{

1 + xixi+1, l = i,

−x−1
i , l = i+ 1;

∂xσil
∂xi+1

=
{
xi, l = i,

0, l = i+ 1.

Под действием гомоморфизма ZFn → Z
[
t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n

]
получаем матрицу

ρ3(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 1 + titi+1 ti 0
0 −t−1

i 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

4. Рассматриваем представление ρ4. Опять полагаем w4(σi)(xj) = xσij . Про-
изводные xσii по переменным xi и xi+1 равны

∂xσii
∂xi

=
∂
(
x2
ixi+1

)
∂xi

= 1 + xi
∂(xixi+1)

∂xi
= 1 + xi,

∂xσii
∂xi+1

=
∂
(
x2
ixi+1

)
∂xi+1

= x2
i .

Найдем производные xσii+1 по переменным xi и xi+1:

∂xσii+1

∂xi
=
∂
(
x−1
i+1x

−1
i xi+1

)
∂xi

= x−1
i+1

(
− x−1

i

)
= −x−1

i+1x
−1
i .

∂xσii+1

∂xi+1
=
∂
(
x−1
i+1x

−1
i xi+1

)
∂xi+1

= −x−1
i+1 + x−1

i+1
∂
(
x−1
i xi+1

)
∂xi+1

= −x−1
i+1 + x−1

i+1x
−1
i .

Группируем результаты:

∂xσil
∂xi

=
{

1 + xi, l = i,

−x−1
i+1x

−1
i , l = i+ 1;

∂xσil
∂xi+1

=
{
x2
i , l = i,

−x−1
i+1 + x−1

i+1x
−1
i , l = i+ 1.
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Под действием гомоморфизма ZFn → Z
[
t±1
1 , t±1

2 , . . . , t±1
n

]
получаем матрицу

ρ4(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 1 + ti t2i 0
0 −t−1

i+1t
−1
i −t−1

i+1 + t−1
i+1t

−1
i 0

0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Для того чтобы отображение ρj действительно являлось представлением
группы Bn, необходимо, чтобы выполнялось соотношение

ρj(σi)ρj(σi+1)ρj(σi) = ρj(σi+1)ρj(σi)ρj(σi+1). (1)

(а) Рассмотрим вначале представление ρ(k)
1 . Для него соотношение (1) при-

мет вид
ρ(k)
1 (σi)ρ

(k)
1 (σi+1)ρ

(k)
1 (σi) = ρ(k)

1 (σi+1)ρ
(k)
1 (σi)ρ

(k)
1 (σi+1).

Вычисляем левую часть этого соотношения:

ρ(k)
1 (σi)ρ

(k)
1 (σi+1)ρ

(k)
1 (σi)

=



Ii−1 0 0 0 0

0 (1−tki )2(1−ti+1)2

(1−ti)2 + tki
(1−tki+1)(1−ti+2)

1−ti+1
tki

(1−tki )(1−ti+1)
1−ti tki t

k
i+1 0

0 (1−tki )(1−ti+1)
1−ti tki 0 0

0 1 0 0 0
0 0 0 0 In−i−1

 .

Вычисляем правую часть:

ρ(k)
1 (σi+1)ρ

(k)
1 (σi)ρ

(k)
1 (σi+1)

=



Ii−1 0 0 0 0

0 (1−tki )(1−ti+1)
1−ti tki

(1−tki+1)(1−ti+2)
1−ti+1

tki t
k
i+1 0

0 (1−tki+1)(1−ti+2)
1−ti+1

tki+1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 In−i−1

 .

Приравнивая эти матрицы, получим ti = ti+1 = ti+2. Обозначая ti = t, прихо-
дим к матрице

ρ(k)
1 (σi) =


Ii−1 0 0 0
0 1− tk tk 0
0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Заметим, что если положить q = tk, то имеем представление Бурау.
(б) Рассматриваем представление ρ2. Для него соотношение (1) примет вид

ρ2(σi)ρ2(σi+1)ρ2(σi) = ρ2(σi+1)ρ2(σi)ρ2(σi+1).
Вычисляем левую часть этого соотношения:
ρ2(σi)ρ2(σi+1)ρ2(σi) =
Ii−1 0 0 0 0

0 (1 + tit
−1
i+1)

2 − tit
−1
i+1(1 + ti+1t

−1
i+2) −tit−1

i+1(1 + tit
−1
i+1) tit

−1
i+2 0

0 1 + tit
−1
i+1 −tit−1

i+1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 In−i−1

 .
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Вычисляем правую часть:

ρ2(σi+1)ρ2(σi)ρ2(σi+1)

=


Ii−1 0 0 0 0

0 1 + tit
−1
i+1 −tit−1

i+1(1 + ti+1t
−1
i+2) tit

−1
i+2 0

0 1 + ti+1t
−1
i+2 −ti+1t

−1
i+2 0 0

0 1 0 0 0
0 0 0 0 In−i−1

 .

Приравнивая эти матрицы, получим, что tit−1
i+1 = ti+1t

−1
i+2. Полагая −tit−1

i+1 = t,
приходим к матрице

ρ2(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 1− t t 0
0 1 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Заметим, что ρ2 совпадает с представлением Бурау.
(в) Рассматриваем представление ρ3. Проверяем для него соотношение (1):

ρ3(σi)ρ3(σi+1)ρ3(σi) = ρ3(σi+1)ρ3(σi)ρ3(σi+1).

Вычисляем левую часть этого соотношения:

ρ3(σi)ρ3(σi+1)ρ3(σi)

=


Ii−1 0 0 0 0

0 (1 + titi+1)2 − (1 + ti+1ti+2) ti(1 + titi+1) titi+1 0
0 −t−1

i (1 + titi+1) −1 0 0
0 t−1

i t−1
i+1 0 0 0

0 0 0 0 In−i−1

 .

Вычисляем правую часть:

ρ3(σi+1)ρ3(σi)ρ3(σi+1)

=


Ii−1 0 0 0 0
0 1 + titi+1 ti(1 + ti+1ti+2) titi+1 0
0 −t−1

i (1 + ti+1ti+2) −1 0 0
0 t−1

i t−1
i+1 0 0 0

0 0 0 0 In−i−1

 .

Приравнивая эти матрицы, получаем titi+1 = ti+1ti+2 = 1. Таким образом,
приходим к матрице

ρ3(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 2 ti 0
0 −t−1

i 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Представление ρ3 локальное неоднородное, следовательно, не эквивалентно пред-
ставлению Бурау.
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(г) Рассматриваем представление ρ4. Из соотношения

ρ4(σi)ρ4(σi+1)ρ4(σi) = ρ4(σi+1)ρ4(σi)ρ4(σi+1)

так же, как и выше, получим ti = ti+1 = ti+2 = 1. Таким образом,

ρ4(σi) =


Ii−1 0 0 0
0 2 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 In−i−1

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Оно является частным случаем представления ρ3 при ti = 1.
Теорема доказана.
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