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НЕРАВЕНСТВО ПУАНКАРЕ

ДЛЯ C1,α–ГЛАДКИХ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

С. Г. Басалаев

Аннотация. Получено неравенство Пуанкаре для эквирегулярных пространств
Карно — Каратеодори с базисом из векторных полей, имеющих производные класса
Гёльдера.
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1. Введение

Рассмотрим набор C∞-гладких векторных полей X1, . . . , Xn, определенных
в некоторой области � ⊂ RN . Коммутатор двух векторных полей X и Y
определяется как величина [X,Y ] = XY − Y X. Коммутатором порядка r
назовем итеративный коммутатор

[Xi1 , [Xi2 , . . . [Xir−1 , Xir ] . . . ]].

Говорят, что набор векторных полей X1, . . . , Xn в области � ⊂ RN удо-
влетворяет условию Хермандера [1], если для некоторого натурального M эти
векторные поля и их коммутаторы до порядка M включительно порождают все
касательное расслоение T�. Теорема Хермандера [1] гласит, что если векторные
поля X1, . . . , Xn удовлетворяют условию Хермандера, то дифференциальный
оператор

L =
n∑
i=2

X2
i +X1

гипоэллиптический в �, т. е. если u является решением уравнения Lu = f в
смысле распределений и f ∈ C∞(�), то u ∈ C∞(�).

Допустимой кривой назовем абсолютно непрерывную кривую, касатель-
ный вектор к которой в почти каждой точке есть линейная комбинация X1, . . . ,
Xn. Определим на � метрическую функцию dcc(x, y), равную точной нижней
границе длин допустимых кривых, соединяющих x и y. Известным следствием
условия Хермандера является возможность соединить любые две точки связ-
ного множества � допустимой кривой [2, 3]. Таким образом, функция dcc(x, y)
определена и конечна для всех x, y ∈ �. Более того, несложно убедиться, что
она является метрикой на �. Такая метрика называется метрикой Карно —
Каратеодори. Метрические пространства с метрикой Карно — Каратеодори
возникают во многих приложениях, и в рамках этой теории получено много
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интересных результатов. Одним из таких результатов является неравенство
Пуанкаре, установленное в [4] в виде

‖f − fB‖L2(B) ≤ Cr‖(X1f, . . . ,Xnf)‖L2(B),

где B = B(x, r) — шар в метрике dcc, f ∈ C∞(B) и fB = 1
|B|
∫
B

f(y) dy. За-

тем результаты и методы этой работы были использованы многими авторами
в исследовании субэллиптических уравнений [5–7], для получения оценок со-
болевского типа [8–11] и других приложений. Упомянем также работу [12], в
которой получено неравенство Пуанкаре на группах Карно для производных
произвольной степени, работы [13, 14], в которых неравенство Пуанкаре доказа-
но для некоторых классов негладких векторных полей, и работу [15], в которой
данный результат получен для CM−1,1-гладких полей, удовлетворяющих усло-
вию Хермандера.

В [16] показано, что если на метрическом пространстве с мерой, удовлетво-
ряющей условию удвоения, выполнен некоторый аналог неравенства Пуанкаре,
то становится возможным получить оценки соболевского типа. Пространства
Соболева на пространствах Карно — Каратеодори служат для определения ре-
шений субэллиптических уравнений [17, 18]. Таким образом, получение нера-
венства Пуанкаре является центральным шагом для построения теории Собо-
лева на этом классе метрических пространств.

В данной работе мы доказываем неравенство Пуанкаре для класса метри-
ческих пространств, образованного C1,α-гладкими векторными полями, α > 0.

Определение 1. Фиксируем связное риманово C∞-гладкое многообразие
M топологической размерности N . Многообразие M называется (эквирегуляр-
ным) пространством Карно — Каратеодори, если в касательном расслоении
TM выделена фильтрация подрасслоениями

HM = H1M ( H2M ( · · · ( HMM = TM (1.1)

такая, что для каждой точки g ∈ M существует окрестность U(g) ⊂ M с набо-
ром C1-гладких векторных полей X1, . . . , XN , образующих базис TvM в каждой
точке v ∈ U(g) и удовлетворяющих следующим двум свойствам. Для каждой
v ∈ U(g) имеем

(1) HiM(v) = Hi(v) = span{X1(v), . . . , XdimHi(v)} — подпространство TvM
постоянной размерности dimHi, i = 1, . . . ,M ;

(2) Hj+1 = span{Hj , [H1,Hj ], [H2,Hj−1], . . . , [Hk,Hj+1−k]}, где k = b j+1
2 c,

j = 1, . . . ,M − 1.
Подрасслоение HM называется горизонтальным. Число M называется

глубиной многообразия M. Степень degXk определяется как min{m | Xk ∈
Hm}.

Из условия (2) вытекает, что у нас есть следующая «таблица коммутато-
ров»:

[Xi, Xj ](v) =
∑

k:degXk≤degXi+degXj

cijk(v)Xk(v), (1.2)

где cijk ∈ C(U(g)). Отметим, что соотношение (1.2) слабее, чем условие (2),
поскольку оно лишь влечет [Hi,Hj ] ⊆ Hi+j . Заметим также, что если Hi —
распределения класса C∞, то поля X1, . . . , XdimH1 удовлетворяют условию Хер-
мандера.
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Определение 2. Горизонтальным градиентом C∞-гладкой функции f
назовем величину ∇Hf = (X1f, . . . , XdimH1f). По определению полагаем

|∇Hf(x)| =

(
dimH1∑
i=1

(Xif(x))2
) 1

2

.

Геометрические свойства эквирегулярных пространств Карно — Каратеодо-
ри с векторными полями минимальной гладкости изучены в [19–23]. Используя
результаты этих работ, доказываем ниже неравенство Пуанкаре для областей
Джона в виде

‖f − f�‖p,� ≤ C

(
b

a

)ν
diam(�)‖∇Hf‖p,�, (1.3)

где 1 ≤ p < ∞, � — область Джона с внутренним диаметром a и внешним
диаметром b, f ∈ C∞(�), а ν — хаусдорфова размерность пространства M.
Постоянная C в неравенстве (1.3) не зависит ни от выбора области �, ни от
функции f .

Используя результаты работы [16], доказываем следующие оценки в за-

висимости от хаусдорфовой размерности ν =
N∑
k=1

degXk пространства M (см.

определение 4 и теорему 2 ниже):
• если p < ν, то для q = νp

ν−p выполнено

‖f − f�‖q,� ≤ C1

(
b

a

)ν
‖∇Hf‖p,�;

• если p = ν > 1, то∫
−
�

exp
(
C2H

ν(�)
1
ν |f(y)− f�|

( ba )
ν
diam(�)‖∇Hf‖ν,�

) ν
ν−1

dy ≤ C3;

• если p > ν, то функция f локально непрерывна по Гёльдеру:

sup
y∈�

|f(y)− f�| ≤ C4

(
b

a

)ν+ ν
p

diam1− ν
p (�)‖∇Hf‖p,�,

в частности,

|f(x)− f(y)| ≤ C4

(
b

a

)ν+ ν
p

dcc(x, y)1−
ν
p ‖∇Hf‖p,�.

Здесь постоянные Ci, i = 1, . . . , 4, не зависят от выбора области � и функции f .

2. Пространства Карно — Каратеодори

Напомним основные метрические свойства пространств, удовлетворяющих
определению 1. В частности, покажем, что они являются метрическими про-
странствами с мерой, удовлетворяющей условию удвоения.

Определение 3. Абсолютно непрерывная кривая γ : [0, T ] → M называ-
ется горизонтальной, если γ̇(t) ∈ Hγ(t)M для почти всех t ∈ [0, T ].

Расстояние Карно — Каратеодори между двумя точками x, y ∈ M опреде-
ляется как
dcc(x, y) = inf{T > 0 : существует горизонтальный путь γ : [0, T ] → M,

γ(0) = x, γ(T ) = y, |γ̇(t)| ≤ 1}.

Расстояние Карно — Каратеодори является метрикой в M в силу следующей
теоремы.
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Теорема 1. 1. Пусть g ∈ M. Существует окрестность U точки g такая,
что каждую пару точек u, v ∈ U можно соединить абсолютно непрерывной
горизонтальной кривой γ, состоящей из не более чем L сегментов интегральных
линий горизонтальных векторных полей, где L не зависит от выбора точек x, y ∈
U .

2. Каждую пару точек u, v в связном пространстве Карно — Каратеодори M
можно соединить абсолютно непрерывной горизонтальной кривой γ, состоящей
из конечного числа сегментов интегральных линий горизонтальных векторных
полей.

В случае C∞-гладких векторных полей этот результат известен как теорема
Рашевского — Чоу [2, 3]. Эта теорема доказана для полей класса C1,α, α ∈ (0, 1],
в [19] и для C1-гладких полей — в [22].

Определение 4. Открытый шар в метрике dcc с центром в x радиуса r
обозначим через B(x, r). (Сферическая) k-мерная мера Хаусдорфа множества E
в метрике dcc есть величина

H k(E) = lim
ε→0+

inf
{∑

i

rki : E ⊂
⋃
i

B(xi, ri), ri < ε
}
.

Теорема 2 [24, 19, 22]. Хаусдорфова размерность многообразия M в мет-
рике dcc равна

ν =
N∑
k=1

degXk =
M∑
i=1

i(dimHi − dimHi−1),

где dimH0 = 0.
Из теорем о гладкой зависимости решения ОДУ от параметра следует (см.,

например, [25]), что отображение

θg : (x1, . . . , xN ) → exp

(
N∑
i=1

xiXi

)
(g), θg(0) = θg(0, . . . , 0) = g,

является C1,α-гладким диффеоморфизмом евклидова шара Be(0, εg) в RN , где
εg — достаточно малое положительное число, на окрестность Og точки g ∈ M.

Определение 5. Упорядоченный набор чисел

(x1, . . . , xN ) = θ−1
g (u) ∈ Be(0, εg)

называется координатами первого рода точки u = exp
(

N∑
i=1

xiXi

)
(g).

Можно выбрать окрестность U(g0) точки g0 так, что U(g0) ⊂
⋂

g∈U(g0)
Og.

Тогда для каждой пары точек u, g ∈ U(g0) существует единственный набор

чисел (y1, . . . , yN ) таких, что u = exp
(

N∑
i=1

yiXi

)
(g). Для каждой пары точек u

и g определим неотрицательную величину

d∞(u, g) = max{|yi|1/degXi : i = 1, . . . , N}.

Величина d∞ является квазиметрикой в смысле [26], т. е. для любых u, v,
w ∈ U(g0) выполнены условия:

1) d∞(u, v) ≥ 0 и равенство достигается только в случае u = v;
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2) d∞(u, v) = d∞(v, u);
3) существует постоянная Q ≥ 1 такая, что

d∞(u,w) ≤ Q(d∞(u, v) + d∞(v, w)).

Открытый шар в квазиметрике d∞ радиуса r с центром в g ∈ M обозначим
через Box(g, r).

Следующее утверждение доказано для достаточно гладких векторных по-
лей в [26, 27], для полей класса C1,α, α ∈ (0, 1], — в [19] и для C1-гладких полей —
в [23].

Теорема 3 (теорема Ball–Box). Для компактной окрестности K ⊂ M су-
ществуют постоянные 0 < C1 ≤ C2 < ∞ и r0 > 0, не зависящие от x ∈ K ,
такие, что

Box(x,C1r) ⊂ B(x, r) ⊂ Box(x,C2r)

для всех r ∈ (0, r0) и x ∈ K .
Покажем, что мера H ν локально удовлетворяет условию удвоения

H ν(B(x, 2r)) ≤ CH ν(B(x, r)).

Это непосредственно вытекает из следующей теоремы.

Теорема 4. Для компактной окрестностиK ⊂ M существуют постоянные
C > 0 и r0 > 0 такие, что

H ν(B(x, r))
H ν(B(x, r0))

≥ C

(
r

r0

)ν
(2.1)

для всех r ∈ (0, r0] и x ∈ K .
Доказательство. Для каждого x ∈ K найдется радиус rx > 0 такой, что

в Box(0, rx) ⊂ RN определено отображение θx и на Box(x, rx) = θx(Box(0, rx))
определена квазиметрика d∞. Положим rK = 1

2 inf{rx : x ∈ K }. Поскольку
K — компакт, выполнено rK > 0. Далее, для всех x ∈ K и r ∈ (0, rK ) имеем

lrν ≤H ν(Box(x, r)) =
∫

Box(0,r)

J (θx, y) dy ≤ Lrν ,

где 0 < l ≤ J (θx, y) ≤ L < ∞ для всех x ∈ K , y ∈ Box(0, rK ). Из теоремы 3
следует, что

H ν(B(x, r))
H ν(B(x, r0))

≥ H ν(Box(x,C1r))
H ν(Box(x,C2r0))

≥ lC1rν

LC2rν0

для всех 0 < r ≤ r0 ≤ C−1
2 rK . Теорема доказана. �

3. Группы Карно

Определение 6. Группа Ли G = (RN , ·) называется группой Карно, если
ее алгебра Ли левоинвариантных векторных полей V допускает следующую
стратификацию:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ VM , [V1, Vk] = Vk+1, k = 1, . . . ,M − 1, [V1, VM ] = {0}.

Выберем в V базис из левоинвариантных векторных полей Y1, . . . , YN так,
что Vk = span{YdimVk−1+1, . . . , YdimVk}. Выбранный базис назовем градуирован-
ным. Положим deg Yk = i, если Yk ∈ Vi. Легко видеть, что группа Карно
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является примером пространства Карно — Каратеодори с C∞-гладкими век-
торными полями.

Система координат первого рода θ0(x1, . . . , xN ) = exp
(

N∑
i=1

xiYi

)
(0) являет-

ся глобальной системой координат на G (можно даже считать, что θ0 — тожде-
ственное отображение, полагая Yi(0) = ∂

∂xi
, i = 1, . . . , N).

Определение 7. Определим однопараметрическую группу растяжений
δt на G следующим образом:

δtθ0(x1, . . . , xN ) = θ0(tx1, . . . , t
deg YNxN ), t > 0.

Положим Rf(y) = f(y−1) и определим [Y ]Rf = RY Rf . Если Y — левоин-
вариантное векторное поле, то [Y ]R — соответствующее ему правоинвариантное
векторное поле.

Пусть ϕ ∈ C∞0 (G). Положим ϕt(x) = t−νϕ(δt−1x). Поскольку в базисе
Y1, . . . , YN матрица Dδt диагональна, выполнено

Yk(ϕt) = t− deg Yk(Ykϕ)t, [Yk]R(ϕt) = t− deg Yk([Yk]Rϕ)t. (3.1)

Лемма 5 [4]. Пусть G = (RN , ·) — группа Карно с градуированным базисом
алгебры Ли левоинвариантных векторных полей Y1, . . . , YN .

(a) Существуют дифференциальные операторы Dik такие, что

Ykϕ =
dimV1∑
i=1

[Yi]RDikϕ, ϕ ∈ C∞0 (G), k = 1, . . . , N.

(b) Существуют дифференциальные операторы D(i) такие, что

∂

∂t
ϕt =

dimV1∑
i=1

[Yi]R(D(i)ϕ)t, ϕ ∈ C∞0 (G).

4. Локальная геометрия
пространств Карно — Каратеодори

Определение 8. Используя координаты первого рода θ−1
g , определим рас-

тяжения �g
ε : B(g, r) → B(g, εr), 0 < r ≤ εg: элементу x = exp

(
N∑
i=1

xiXi

)
(g)

сопоставляем

�g
εx = exp

(
N∑
i=1

xiε
degXiXi

)
(g)

в случае, когда правая часть определена.

Следующая теорема обобщает результаты, полученные при дополнитель-
ных предположениях о гладкости векторных полей в [27–29].

Теорема 6. Фиксируем g ∈ M. Справедливы следующие утверждения.
(1) Коэффициенты

ĉijk =
{
cijk(g), если degXi + degXj = degXk,

0 иначе,
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где cijk(·) — функции из таблицы коммутаторов (1.2), являются структурными
константами нильпотентной градуированной стратифицированной алгебры Ли
на RN . Иными словами, можно построить на RN векторные поля

(
X̂g
j

)′, j =
1, . . . , N , так, что экспоненциальное отображение

(x1, . . . , xN ) 7→ exp

(
N∑
i=1

xi
(
X̂g
j

)′)(0)

тождественно и имеет место следующая таблица коммутаторов:

[(
X̂g
i

)′
,
(
X̂g
j

)′] =
N∑
k=1

ĉijk
(
X̂g
k

)′ =
∑

degXk=degXi+degXj

cijk(g)
(
X̂g
k

)′
. (4.1)

(2) В некоторой окрестности Box(g, rg) можно определить векторные поля
X̂g
i = Dθg

〈(
X̂g
i

)′〉, наделяющие эту окрестность структурой локальной группы
Ли (см. определение 10 ниже).

(3) Для x ∈ Box(g, rg) рассмотрим векторные поля

Xε
i (x) =

(
�g
ε−1

)
∗(ε

degXiXi)
(
�g
εx
)
, i = 1, . . . , N.

Тогда выполнено следующее равенство:

Xε
i (x) = X̂g

i (x) +
N∑
j=1

aij(x)X̂
g
j (x), (4.2)

где aij(x) = o(εmax{0,degXj−degXi}) для x ∈ Box(g, rg) при ε→ 0.
Более того, для всякого компактного множества K ⊂ M существует rK > 0

такое, что соотношение (4.2) выполнено для всех g ∈ K и x ∈ Box(g, rK), и все
o(·) равномерны по g ∈ K при ε→ 0.

Утверждение (1) теоремы доказано в [19]. Утверждение (2) следует из вто-
рой теоремы Ли [30, 31]. Утверждение (3) получено в [20] для векторных полей
класса C1,α, α ∈ (0, 1], и в [21] — для C1-гладких векторных полей.

Из представления (4.2) следует теорема нильпотентизации Громова в коор-
динатах первого рода. Заметим, что впервые она была сформулирована в [27,
с. 130] в координатах второго рода.

Теорема 7 [20, 21]. Сходимость Xε
i → X̂g

i при ε → 0, i = 1, . . . , N , выпол-
нена в точках Box(g, rg), и эта сходимость равномерна по g, принадлежащей
некоторой компактной окрестности.

Определение 9. Связная односвязная группа Ли GgM = (RN , ·) с ниль-
потентной градуированной алгеброй Ли V ′ = span

{(
X̂g
k

)′}N
k=1 называется ниль-

потентным касательным конусом пространства Карно — Каратеодори M в
точке g ∈ M. Условие (2) определения 1 обеспечивает, что GgM является груп-
пой Карно. Однопараметрическую группу растяжений на группе GgM будем
обозначать символом δgt .

Определение 10. Группе Карно GgM соответствует локальная группа
Карно G g = (B(g, rg), ?) с алгеброй Ли, порожденной базисными векторны-
ми полями X̂g

1 , . . . , X̂
g
N . Она определяется так, что отображение θg является

групповым изоморфизмом некоторой окрестности U(0) ⊂ GgM на окрестность
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B(g, rg) ⊂ M, т. е. групповая операция на элементах x, y ∈ G g определяется как
x ? y = θg(θ−1

g x · θ−1
g y), когда правая часть уравнения имеет смысл.

В дальнейшем полагаем, что базисные векторные поля X1, . . . , XN имеют
гладкость C1,α, α > 0. В этом случае оценка скорости убывания коэффициентов
в выражении (4.2) может быть улучшена.

Лемма 8 [19]. Справедливо разложение

X̂x
j (y)−Xj(y) =

N∑
k=1

ajk(x, y)X̂x
k (y), (4.3)

где

ajk(x, y) =
{
O(rα), degXk ≤ degXj ,

O(rα+degXk−degXj ), degXk > degXj ,

при y → x, где все O(·) равномерны по x ∈ K b M, y ∈ B(x, r).

5. Неравенство Пуанкаре

Определение 11. Пусть K ⊂ M — компактная окрестность некоторой
точки g ∈ M. Фиксируем постоянную r0 > 0 такую, что для всех x ∈ K
определен диффеоморфизм θx некоторой окрестности нуля в шар B(x, r0) и
B(x, r0) ⊂ G x. Обозначим

Kr0 = {x ∈ M : distcc(x,K) ≤ r0}.

Найдется окрестность нуля U ⊂ RN такая, что θx(U) ⊂ B(x, r0) для всех x ∈ K.
Сверткой функций f ∈ C1(Kr0) и ψ ∈ C∞0 (U) назовем функцию f ∗ ψ : K → R,
заданную по правилу

f ∗ ψ(x) =
∫

RN

f(θx(y−1))ψ(y) dy, x ∈ K, (5.1)

где y−1 — взятие обратного элемента в группе GxM. Условия, приведенные
выше, обеспечивают корректность определения (5.1).

Лемма 9. Для всех k = 1, . . . , N и x ∈ K имеют место соотношения

X̂x
k (f ∗ ψ)(x) = −f ∗

(
X̂x
k

)′
ψ(x),

(
X̂x
k f
)
∗ ψ(x) = −f ∗

[(
X̂x
k

)′]R
ψ(x). (5.2)

Доказательство. По определению векторных полей X̂x
k выполнено

X̂x
k f(θx(y)) =

(
X̂x
k

)′(f ◦ θx)(y).
Положим Rf(x) = f(x−1). Поскольку отображение θx является изоморфизмом
локальных групп, выполнено R(f ◦ θx)(y) = (Rf)(θx(y)). Таким образом, имеем

X̂x
k

∫
RN

(Rf)(θx(y))ψ(y) dy =
∫

RN

X̂x
k (Rf)(θx(y))ψ(y) dy

=
∫

RN

(
X̂x
k

)′(Rf ◦ θx)(y)ψ(y) dy = −
∫

RN

(Rf ◦ θx)(y)
(
X̂x
k

)′
ψ(y) dy.
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Первое равенство в утверждении леммы доказано. Далее,

R
(
X̂x
k f ◦ θx

)
= R

(
X̂x
k

)′(f ◦ θx) = R
(
X̂x
k

)′
R2(f ◦ θx) =

[(
X̂x
k

)′]R
R(f ◦ θx).

Отсюда∫
RN

(
X̂x
k f
)
(θx(y−1))ψ(y) dy =

∫
RN

[(
X̂x
k

)′]R(f ◦ θx)(y−1)ψ(y) dy

= −
∫

RN

(f ◦ θx)(y−1)
[(
X̂x
k

)′]R
ψ(y) dy.

Лемма доказана. �

Обозначим ψxt (y) = t−νψ
(
δxt−1y

)
, где δxt — однопараметрическая группа рас-

тяжений в группе GxM. Заметим, что для всех 0 < t ≤ 1 свертка f ∗ψxt опреде-
лена корректно.

Лемма 10. Имеют место представления

∂

∂t

(
f ∗ ψxt

)
(x) = −

dimH1∑
i=1

X̂x
i f ∗

(
Dx

(i)ψ
)x
t
(x), (5.3)

X̂x
k

(
f ∗ ψxt

)
(x) = t1−degXk

dimH1∑
i=1

X̂x
i f ∗

(
Dx
ikψ
)x
t
(x), (5.4)

где k = 1, . . . , N , Dx
(i) и Dx

ik — дифференциальные операторы на GxM, опреде-
ляемые из леммы 5.

Доказательство. Поскольку ∂
∂t

(
f ∗ψxt

)
= f ∗

(
∂
∂tψ

x
t

)
, представление (5.3)

сразу следует из лемм 5(b) и 9:

f ∗
(
∂

∂t
ψxt

)
=

dimH1∑
i=1

f ∗
[(
X̂x
k

)′]R(
Dx

(i)ψ
)x
t

= −
dimH1∑
i=1

X̂x
k f ∗

(
Dx

(i)ψ
)x
t
.

Для доказательства второго равенства воспользуемся равенством (3.1) и
леммой 5(a). Имеем(

X̂x
k

)′
ψxt (y) = t− degXk

((
X̂x
k

)′
ψ
)x
t
(y)

= t− degXk

dimH1∑
i=1

([(
X̂x
i

)′]R
Dx
ikψ
)x
t
(y) = t1−degXk

dimH1∑
i=1

[(
X̂x
i

)′]R(
Dx
ikψ
)x
t
(y).

Далее, соотношение (5.4) следует из леммы 9. �

Напомним, что Lp-нормой ‖f‖p,B локально интегрируемой функции f по
множеству B ⊂ M называется величина

‖f‖p,B =
(∫
B

|f(y)|p dH ν(y)
) 1

p

.
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Лемма 11 (неравенство типа Юнга). В условиях определения 11 найдутся
постоянные C > 0 и σ ≥ 1 такие, что для всякого шара B ⊂ K радиуса 0 < r ≤ 1,
любой пары функций f ∈ C1(σB), ψ ∈ C∞0 (U) и всех 0 < t ≤ r выполнено∥∥f ∗ ψxt ∥∥p,B ≤ C‖f‖p,σB‖ψ‖1.

Доказательство. Заменой переменных y = δxt z свертка f ∗ψxt приводится
к следующему виду:

f ∗ ψxt (x) =
∫

RN

f(θx(y−1))t−νψ
(
δxt−1y

)
dy =

∫
RN

f
(
θx
(
δxt z

−1))ψ(z) dz.

Введем для каждого 0 < t ≤ r и z = (z1, . . . , zN ) ∈ U отображение htz : K → M
следующим образом:

htz(x) = θx
(
δxt z

−1) = exp

(
−

N∑
k=1

zkt
degXkX̂x

k

)
(x) = exp

(
−

N∑
k=1

zkt
degXkXk

)
(x).

Используя интегральное неравенство Минковского (см., например, [32]), полу-
чаем∥∥f ∗ ψxt ∥∥p,B =

(∫
B

∣∣∣∣ ∫
RN

f ◦ htz(x)ψ(z) dz
∣∣∣∣p dH ν(x)

) 1
p

≤
∫

RN

(∫
B

|f ◦htz(x)ψ(z)|p dH ν(x)
) 1

p

dz=
∫

RN

(∫
B

|f ◦htz(x)|p dH ν(x)
) 1

p

|ψ(z)| dz.

Заметим, что dcc(x, htz(x)) ≤ tr0 для всех x ∈ K и z ∈ U , где U ⊂ RN и r0 > 0
те же, что в определении 11. Следовательно, htz(B(x, r)) ⊂ B(x, r + rr0) для
всех 0 < t ≤ r0. Кроме того, отображение htz является C1-диффеоморфизмом.
Стало быть, найдется постоянная 0 < L < ∞ такая, что L−1 ≤ J(x, htz) ≤ L
для всех x ∈ K, z ∈ U и t ∈ [0, r0]. Отсюда∫

B

|f ◦ htz(x)|p dH (x) ≤ L

∫
htz(B)

|f(x)|p dH (x) ≤ L

∫
(1+r0)B

|f(x)|p dH (x).

Окончательно получаем

∥∥f ∗ ψxt ∥∥p,B ≤ L
1
p

∫
RN

( ∫
(1+r0)B

|f(x)|p dH ν(x)
) 1

p

|ψ(z)| dz = L
1
p ‖f‖p,(1+r0)B‖ψ‖1.

Лемма доказана. �

Следующая лемма является основным шагом доказательства неравенства
Пуанкаре. Доказательство опирается на представления левоинвариантных век-
торных полей, полученные в [4], однако в деталях существенно отличается от [4].

Лемма 12. Пусть g ∈ M и 1 ≤ p < ∞. Найдутся такие r0 > 0, C > 0 и
σ ≥ 1, что для любого шара B = B(x, r) такого, что σB ⊂ B(g, r0), и для всех
f ∈ C1(B(g, r0)) выполнено

inf
a∈R

‖f − a‖p,B ≤ Cr‖∇Hf‖p,σB + Crα‖f‖p,σB . (5.5)
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Доказательство. Шаг 1. Выберем r0 > 0 так, что для каждой точки
x ∈ B(g, r0) определен диффеоморфизм θx некоторой окрестности нуля в шар
B(x, r0) и B(x, r0) ⊂ G x. Положим U =

⋂
x∈B(g,r0)

θ−1
x (B(x, r0)). Для заданных r0

и U будут выполнены условия определения 11.
Пусть ϕ ∈ C∞0 (U), ϕ ≥ 0 и

∫
RN

ϕ = 1. Тогда для любого шара B такого, что

2B ⊂ B(g, r0), и всякой функции f ∈ C1(2B) выполнено

f ∗ ϕxt (x) =
∫

RN

f(θx(y−1))ϕ
(
δxt−1y

)
t−ν dy =

∫
RN

f
(
θx
(
δxt z

−1))ϕ(z) dz → f(x)

при t → 0 и эта сходимость равномерна по x ∈ B. Оценим левую часть нера-
венства (5.5) следующим образом:

‖f − a‖p,B ≤
∥∥f − f ∗ ϕxr

∥∥
p,B

+
∥∥f ∗ ϕxr − a

∥∥
p,B

=

∥∥∥∥∥∥
r∫

0

d

dt

(
f ∗ ϕxt

)
dt

∥∥∥∥∥∥
p,B

+
∥∥f ∗ ϕxr − a

∥∥
p,B

. (5.6)

Шаг 2. Оценим первое слагаемое в правой части (5.6). Используя пред-
ставление (5.3) из леммы 10 и разложение векторных полей (4.3), получаем∣∣∣∣ ∂∂tf ∗ ϕxt (x)

∣∣∣∣ ≤ dimH1∑
i=1

∣∣X̂x
i f ∗

(
Dx

(i)ϕ
)x
t
(x)
∣∣

≤
dimH1∑
i=1

∣∣Xif ∗
(
Dx

(i)ϕ
)x
t
(x)
∣∣+ dimH1∑

i=1

N∑
k=1

∣∣aikX̂x
k f ∗

(
Dx

(i)ϕ
)x
t
(x)
∣∣. (5.7)

Оценим первое слагаемое в (5.7). Применяя интегральное неравенство Минков-
ского и лемму 11, имеем∫

B

 r∫
0

∣∣Xif ∗
(
Dx

(i)ϕ
)x
t

∣∣ dx
p

dt

 1
p

≤
r∫

0

∥∥Xif ∗
(
Dx

(i)ϕ
)x
t

∥∥
p,B

dt ≤ Cr‖Xif‖p,2B .

Далее, оценим второе слагаемое в правой части неравенства (5.7). Заметим,
что подынтегральная функция свертки

aik(x, θx(y−1)) X̂x
k f(θx(y−1))

(
Dx

(i)ϕ
)x
t
(y)

отлична от нуля только для пар (x, y) таких, что dcc(x, θx(y−1)) ≤ r0t. По
лемме 8 найдется постоянная C > 0 такая, что |aik(x, z)| ≤ CtdegXk+α−1 для
всех t ≤ r, k = 1, . . . , N и x, y таких, что dcc(x, z) ≤ r0t. Используя равенство
(3.1), получаем

r∫
0

∣∣aikX̂x
k f ∗

(
Dx

(i)ϕ
)x
t

∣∣ dt ≤ r∫
0

CtdegXk+α−1∣∣X̂x
k f ∗

(
Dx

(i)ϕ
)x
t

∣∣ dt
= C

r∫
0

tdegXk+α−1∣∣f ∗[(X̂x
k

)′]R(
Dx

(i)ϕ
)x
t

∣∣ dt = C

r∫
0

tα−1∣∣f ∗([(X̂x
k

)′]R
Dx

(i)ϕ
)x
t

∣∣ dt.
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Обозначим ψxik =
[(
X̂x
k

)′]R
Dx

(i)ϕ. Из неравенства Минковского и леммы 11
следует, что∫

B

 r∫
0

tα−1∣∣f ∗ (ψxik)t∣∣ dt
p

dx

 1
p

≤
r∫

0

(∫
B

tp(α−1)∣∣f ∗ (ψxik)t∣∣p dx)
1
p

dt

=
r∫

0

tα−1∥∥f ∗ (ψxik)t∥∥p,B dt ≤ C

r∫
0

tα−1‖f‖p,2B dt =
C

α
rα‖f‖p,2B .

Таким образом,∥∥f − f ∗ ϕxr
∥∥
p,B

≤ Cr‖∇Hf‖p,2B + Crα‖f‖p,2B .

Шаг 3. Оценим второе слагаемое в правой части неравенства (5.6). Рас-
смотрим набор векторных полей {rdegXkXk}Nk=1 и ассоциированную с ними мет-
рику dr,c. По неравенству Пуанкаре для риманова случая для каждой функции
f ∗ ϕxr и шара B найдется такая постоянная a, что∫

σ−1B

∣∣f ∗ ϕxr − a
∣∣p ≤ C

N∑
k=1

∫
σB

∣∣rdegXkXk

(
f ∗ ϕxr

)∣∣p.
Используя разложение векторных полей (4.3), получаем

rp degXk
∣∣Xk

(
f ∗ ϕxr

)∣∣p ≤ Crp degXk

(∣∣X̂x
k

(
f ∗ ϕxr

)∣∣p +
N∑
j=1

∣∣akjX̂x
j

(
f ∗ ϕxr

)∣∣p) (5.8)

для некоторого C = C(p,N) ≥ 1. Оценим первое слагаемое в правой части
неравенства (5.8). По представлению (5.4) из леммы 10 следует, что

rdegXk
∥∥X̂x

k

(
f ∗ ϕxr

)∥∥
p,B

≤ CrdegXk

dimH1∑
i=1

r1−degXk
∥∥X̂x

i f ∗
(
Dx
ikϕ
)x
t
(x)
∥∥
p,B

≤ C ′r
dimH1∑
i=1

∥∥X̂x
i f
∥∥
p,2B = C ′r

dimH1∑
i=1

‖Xif‖p,2B .

Последнее равенство выполнено, поскольку X̂x
i (x) = Xi(x) для всех i = 1, . . . , N .

Оценим второе слагаемое в правой части (5.8). Поскольку в шаре B радиуса r
выполнено akj = O(rdegXj−degXk+α), по равенству (3.1) и лемме 11 имеем

rdegXk
∥∥akjX̂x

j

(
f ∗ ϕxr

)∥∥
p,B

≤ CrdegXj+α
∥∥X̂x

j

(
f ∗ ϕxr

)∥∥
p,B

= CrdegXj+α
∥∥f ∗ (X̂x

j )′ϕxr
∥∥
p,B

= Crα
∥∥f ∗ ((X̂x

j

)′
ϕ
)x
r

∥∥
p,B

≤ Crα‖f‖p,2B .

Таким образом,

inf
a∈R

∥∥f ∗ ϕxr − a
∥∥
p,B

≤ Cr‖∇Hf‖p,2σ2B + Crα‖f‖p,2σ2B .

Отсюда и из результатов шага 2 следует утверждение леммы. �

Определение 12. Область � ⊂ M называется областью Джона класса
J(a, b), 0 < a ≤ b, если существует точка x0 ∈ � такая, что каждую x ∈ �
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можно соединить с x0 спрямляемой кривой γ : [0, l] → �, параметризованной
длиной дуги, такой, что

γ(0) = x, γ(l) = x0, l ≤ b, dist(γ(s), ∂�) ≥ as

l
для всех s ∈ [0, l].

Шары в метрике Карно — Каратеодори являются одним из очевидных примеров
областей Джона.

Для получения оценок на областях Джона существует хорошо известный
метод (см., например, [33, 34, 16, 12]). Метод заключается в построении подходя-
щего покрытия области Джона шарами и использовании соответствующей оцен-
ки для шара. Следовательно, достаточно получить оценку только для шаров
малого радиуса. Для удобства процитируем [12], где этот метод воспроизведен
в наиболее общем виде.

Теорема 13 [12]. Пусть (X, d, µ) — метрическое пространство с мерой,
удовлетворяющей условию удвоения, P — векторное пространство функций
P : X → R, удовлетворяющих условиям

sup
x∈sB

|P (x)| ≤ Csl sup
x∈B

|P (x)|, sup
x∈B

|P (x)| ≤ C

µ(B)

∫
B

|P (x)| dµ(x) (5.9)

для всех шаров B ⊂ X, чисел s ≥ 1 и функций P ∈ P, где l ≥ 0 и C > 0
не зависят от функции P и шара B. Пусть � ⊂ X — область Джона класса
J(a, b), 0 < a ≤ b, с выделенной точкой x0, f и g — измеримые функции на �,
σ ≥ 1, 1 ≤ p < ∞, p ≤ q ≤ ∞, λ > 0 и для любого шара B такого, что σB ⊂ �,
существует функция P (B) ∈P такая, что

‖f − P (B)‖q,B ≤ C diam(B)λ‖g‖p,σB .

Тогда

‖f − P (B0)‖q,� ≤ C

(
b

a

)θ
diam(�)λ‖g‖p,�,

где B0 = B
(
x0,

dist(x0,∂�)
σ

)
и θ =

{
l + ν, если q 6= ∞,

l + ν + ν/p, если q = ∞.

Постоянные функции дают очевидный пример функций, удовлетворяющих
условию (5.9), так как при l = 0 и C = 1 неравенства превращаются в тождества.

Следующая теорема является основным результатом настоящей работы.

Теорема 14 (неравенство Пуанкаре). Пусть g ∈ M и 1 ≤ p < ∞. Тогда
найдутся такие Cp > 0 и r0 > 0, что для каждой области Джона � ⊂ B(g, r0)
класса J(a, b), 0 < a ≤ b, и для любой функции f ∈ C∞(�) имеет место оценка∫

�

|f(y)− f�|p dH ν(y) ≤ Cp

(
b

a

)pν
diam(�)p

∫
�

|∇Hf(y)|p dH ν(y),

где f� = [H ν(�)]−1
∫
�

f(y) dH ν(y).

Доказательство. Пусть в шаре B(g, r0) выполнены условия леммы 12,
B = B(x, σr) ⊂ B(g, r0) и f ∈ C∞(σB). Положим

fB = [H ν(B)]−1
∫
B

f(y) dH ν(y).
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Применив лемму 12 к функции f − fB , получим

inf
a∈R

‖f − a‖p,B ≤ Cr‖∇Hf‖p,σB + Crα‖f − fB‖p,σB .

Заметим, что левую часть неравенства можно заменить на ‖f − fB‖p,B ,
поскольку

‖fB − a‖p,B = [H ν(B)]
1
p |fB − a| = [H ν(B)]

1
p [H ν(B)]−1

∣∣∣∣∫
B

(f − a) dH ν

∣∣∣∣
≤ [H ν(B)]

1
p−1[H ν(B)]

1
q ‖f − a‖p,B = ‖f − a‖p,B ,

где 1
p + 1

q = 1 (для p = 1 доказательство аналогично). Отсюда

‖f − fB‖p,B ≤ ‖f − a‖p,B + ‖a− fB‖p,B ≤ 2‖f − a‖p,B (5.10)

для любого a ∈ R. Следовательно,

‖f − fB‖p,B ≤ Cr‖∇Hf‖p,σB + Crα‖f − fB‖p,σB .

Фиксируем шар B1 = B1(x1, r1) такой, что σB1 ⊂ B0. Тогда для любого
шара B, удовлетворяющего условию σB ⊂ B1, верно∫

B

|f − fB |p dH ν ≤ Cp

(
r

(∫
σB

|∇Hf |p dH ν

) 1
p

+ rα
(∫
σB

|f − fB |p dH ν

) 1
p
)p

≤ 2p−1Cp

(
rp
∫
σB

|∇Hf |p dH ν + rpα
∫
σB

|f − fB |p dH ν

)

≤ 2p−1Cprpα
(∫
σB

(
rp(1−α)
1 |∇Hf |p + |f − fB |p

)
dH ν

)
.

Поскольку шар B1 является областью Джона с a = b = r1, применяя тео-
рему 13 для пары функций f −fB , g =

(
rp(1−α)
1 |∇Hf |p+ |f −fB |p

) 1
p и семейства

постоянных функций в качестве P, получаем∫
B1

|f − fσ−1B1 |
p dH ν ≤ 2p−1Cp

(
rp1

∫
B1

|∇Hf |p dH ν + rpα1

∫
B1

|f − fB1 |p dH ν

)
.

Используя неравенство (5.10), можно заменить левую часть последнего неравен-
ства на

∫
B1

|f − fB1 |. Тогда при достаточно малых r1 таких, что 2p−1Cprpα1 < 1
2 ,

имеем ∫
B1

|f − fB1 |p dH ν ≤ 2pCprp
∫
B1

|∇Hf |p dH ν , (5.11)

и утверждение теоремы выполнено для всякого � = B1 такого, что σB1 ⊂ B0.
Чтобы получить утверждение теоремы для произвольной области Джона �,
остается применить теорему 13 к паре функций f , |∇f | и заметить, что для
‖f − f�‖p,� выполнена оценка, аналогичная (5.10). �
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6. Оценки соболевского типа

Пусть (X, d, µ) — связное метрическое пространство с мерой. В [16] доказано
следующее утверждение.

Теорема 15 [16, теоремы 5.1, 6.1]. Пусть выполнены следующие условия.
(a) Мера µ удовлетворяет условию

µ(B(x, r))
µ(B0)

≥ Cb
( r
r0

)s
для некоторого s > 1, где B0 = B(x0, r0) — произвольный шар, x ∈ B0, r ≤ r0.

(b) Для пары измеримых функций f , g и фиксированного σ ≥ 1∫
B

|f − fB |p dµ ≤ Cpr
p

∫
σB

|g|p dµ

на каждом шаре B радиуса r.
(c) Пусть b ∈ R и 0 < t1 < t2 <∞. Определим hk = (−1)k(f − b), k ∈ {1, 2},

и (hk)t2t1 = min{max{0, hk − t1}, t2 − t1}. Тогда если пара f , g удовлетворяет
условию (b), то и пара (hk)t2t1 , gχ{t1<hk≤t2} удовлетворяет условию (b).

Тогда существуют постоянные C1, C2, C3, C4 такие, что
(1) если p < s, то для q = sp

s−p выполнено(∫
B

|f − fB |q dµ
) 1

q

≤ C1

( ∫
5σB

|g|p
) 1

p

;

(2) если p = s > 1, то∫
−
B

exp
(
C2µ(B)

1
s |f − fB |

r‖g‖Ls(5σB)

) s
s−1

dµ ≤ C3;

(3) если p > s, то f локально непрерывна по Гёльдеру:

sup
x∈B

|f(x)− fB | ≤ C4r

( ∫
−

5σB

|g|p dµ
) 1

p

,

в частности,

|f(x)− f(y)| ≤ C4r
s
p

0 d(x, y)
1− s

p

( ∫
−

5σB

|g|p dµ
) 1

p

для всех x, y лежащих в шаре радиуса r0. Здесь постоянные C1, C2, C3, C4
зависят только от p, s, σ, Cp и Cb.

Пользуясь этой теоремой, докажем следующее утверждение.

Теорема 16. Пусть g ∈ M и 1 ≤ p < ∞. Тогда найдется такой радиус
r0 > 0, что для любой области Джона � ⊂ B(g, r0) класса J(a, b), 0 < a ≤ b, и
любой функции f ∈ C∞(�)

(1) если p < ν, то для q = νp
ν−p выполнено(∫

�

|f(y)− f�|q dH ν(y)
) 1

q

≤ C1

(
b

a

)ν(∫
�

|∇Hf(y)|p dH ν(y)
) 1

p

;
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(2) если p = ν > 1, то∫
−
�

exp
{(

C2H
ν(�)

1
ν |f(y)− f�|(

b
a

)ν
diam(�)‖∇Hf‖Lν(�)

) ν
ν−1
}
dH ν(y) ≤ C3;

(3) если p > ν, то функция f локально непрерывна по Гёльдеру:

sup
y∈�

|f(y)− f�| ≤ C4

(
b

a

)ν+ ν
p

diam(�)1−
ν
p

(∫
�

|∇Hf(y)|p dH ν(y)
) 1

p

,

в частности,

|f(x)− f(y)| ≤ C4

(
b

a

)ν+ ν
p

dcc(x, y)1−
ν
p

(∫
�

|∇Hf(y)|p dH ν(y)
) 1

p

для всех x, y ∈ �. Здесь постоянные C1, C2, C3, C4 не зависят от выбора
области �.

Доказательство. Прежде всего убедимся, что выполнены условия тео-
ремы 15. В некоторой компактной окрестности U(g) ⊂ M справедливы теоре-
мы 4 и 14, следовательно, условия (a) и (b) выполнены для X = U(g), d = dcc,

µ = H ν и g =
dimH1∑
i=1

|Xif |. Условие (c), очевидно, верно, так как Xi

(
f t2t1
)

=

Xif · χ{t1<f≤t2}.
Далее, утверждения настоящей теоремы следуют из теоремы 13. Докажем,

например, утверждение (2). По теореме 15∫
−
B

exp
{(

C2|f(y)− fB |
‖∇Hf‖ν,5B

) ν
ν−1
}
dH ν(y) ≤ C3.

Из представления экспоненты exp t =
∞∑
k=0

tk

k! следует, что для каждого k =

0, 1, 2, . . . найдется Ak такое, что
∞∑
k=1

Ak
k! = C3 и верна оценка

∫
−
B

(
C2|f(y)− fB |
‖∇Hf‖ν,5B

) kν
ν−1

dH ν(y) ≤ Ak.

Отсюда

C2

(∫
B

|f − fB |
kν
ν−1 dH ν

) ν−1
kν

≤ (Akr
ν)

ν−1
kν ‖∇Hf‖ν,5B .

Применяя теорему 13, получаем

C2

(∫
�

|f − f�|
kν
ν−1 dH ν

) ν−1
kν

≤ 2C2

(∫
�

|f − fB0 |
kν
ν−1 dH ν

) ν−1
kν

≤ 2
(
b

a

)ν
(Ak diam(�)ν)

ν−1
kν ‖∇Hf‖ν,�.
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Внося сомножители из правой части обратно под знак интеграла, имеем

H ν(�)
∫
−
�

( C2
2 |f − f�|(

b
a

)ν‖∇Hf‖ν,�

) kν
ν−1

dH ν ≤ Ak diam(�)ν .

Поскольку H ν(�) ≤ diam(�)ν , только усилим неравенство, домножив левую
часть наH ν(�)

kν
ν−1−ν , а правую — на diam(�)

kν
ν−1−ν (по крайней мере для боль-

ших k). Таким образом, внося оба эти множителя под знак интеграла, приходим
к неравенству ∫

−
�

( C2
2 H

ν(�)
1
ν |f − f�|(

b
a

)ν
diam(�)‖∇Hf‖ν,�

) kν
ν−1

dH ν ≤ Ak.

Умножая последнее неравенство на (k!)−1 и суммируя по k, получаем утвер-
ждение (2) теоремы. Справедливость утверждений (1) и (3) проверяется по
аналогии. �
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