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Аннотация. Изучается локальная динамика в окрестности состояния равновесия
уравнения, содержащего запаздывание по времени и интегральное распределение по
пространственной переменной. В случаях, близких к критическим, в зависимости
от соотношения между малыми параметрами построены специальные уравнения —
квазинормальные формы, которые описывают поведение решений исходной задачи.

Ключевые слова: локальная динамика, запаздывание, отклонение пространствен-
ной переменной, малый параметр, квазинормальная форма.

§ 1. Введение

Работа тесно примыкает к статьям [1–3] и является их существенным до-
полнением и развитием.

Рассматривается вопрос о поведении решений с начальными условиями из
достаточно малой окрестности (в пространстве C[−T,0]×[0,2π]) нулевого состоя-
ния равновесия уравнения

∂u

∂t
+ u = f

 ∞∫
−∞

F (s)u(t− T, x + s) ds

 (1)

с периодическими краевыми условиями

u(t, x + 2π) ≡ u(t, x). (2)

Уравнения вида (1), (2) возникают во многих прикладных задачах (см. напри-
мер, [4–8]).

Относительно функции f(u) предполагается, что

f(u) = au + bu2 + cu3 + o(u3),

а функция F (s), характеризующая распределенное отклонение пространствен-
ной переменной, задана формулой

F (s) =
√

κ
π

exp(−κ(s + h)2),
∞∫

−∞

F (s) ds = 1.
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Основные предположения состоят в том, что величины T и κ достаточно
большие. Более точно, для некоторой положительной постоянной κ0

T = ε−1, κ = κ0ε
−2 и 0 < ε� 1. (3)

Одновременно с (1), (2) будет рассмотрен вопрос о локальной динамике
краевой задачи параболического типа

∂u

∂t
+ u = dε2

∂2u

∂x2 + f

 ∞∫
−∞

F (s)u(t− T, x + s) ds

 (d > 0), (4)

u(t, x + 2π) ≡ u(t, x). (5)

Структура работы такова. В § 2 будут приведены известные результаты
для уравнения с большим запаздыванием

u̇ + u = f(u(t− T )), (6)

а в § 3 будет рассмотрен случай, когда запаздывание отсутствует, но имеется
сосредоточенное малое отклонение пространственной переменной

∂u

∂t
+ u = dε2

∂2u

∂x2 + f(u(t, x− h)), u(t, x + 2π) ≡ u(t, x). (7)

Наконец, в § 4 на основе построений из § 2, 3 будет исследована локальная
динамика краевых задач (1), (2) и (4), (5).

§ 2. Уравнение с большим запаздыванием

В [9–14] рассматривался вопрос о поведении решений с начальными услови-
ями из некоторой окрестности нулевого состояния равновесия скалярного урав-
нения с запаздыванием (6). Приведем основные результаты из [9]. После заме-
ны времени t→ Tt уравнение (6) принимает вид

εu̇ + u = au(t− 1) + bu2(t− 1) + cu3(t− 1) + o(u3). (8)

При условии a = ±(1 + o(1)) вещественные части бесконечного множества
корней λk = λk(ε) характеристического уравнения, получающегося линеариза-
цией в нуле уравнения (8)

ελ + 1 = ±(1 + o(1)) exp(−λ), (9)

при каждом k стремятся к нулю при ε → 0. Тем самым можно говорить о
том, что критический случай в задаче об устойчивости решения u ≡ 0 имеет
бесконечную размерность. В [9] показано, что при условии

a = 1 + ε2a1

локальная (в окрестности нуля) динамика (8) определяется нелокальным пове-
дением решений краевой задачи параболического типа

∂ξ

∂τ
=

1
2
∂2ξ

∂x2 + a1ξ + bξ2, ξ(τ, x + 1) ≡ ξ(τ, x). (10)

Здесь τ = ε2t. Решения (8) и (10) связывает формула

u = ε2ξ(ε2(1 + o(1))t, (1− ε + ε2 + o(ε2))t) + O(ε2).



Локальная динамика уравнения с большим запаздыванием 317

Если a = −(1 + ε2a1), то соответствующая краевая задача, как и (10),
играющая роль нормальной формы, имеет вид

∂ξ

∂τ
=

1
2
∂2ξ

∂x2 + a1ξ − (b2 + c)ξ3, ξ(τ, x + 1) ≡ −ξ(τ, x). (11)

Связь решений (8) и (11) устанавливает равенство

u = εξ(ε2(1 + o(1))t, (1− ε + ε2 + o(ε2))t) + o(ε).

Как показано в [13, 14], динамические свойства решений уравнения (8) рез-
ко усложняются при условии, когда параметр a «сильнее» отличается от ±1.
Опишем соответствующие построения, ограничиваясь рассмотрением случая,
когда параметр a «близок» к −1. Пусть

a = −(1 + ε2αa1), 0 < α < 1.

Фиксируем произвольно номер n и положительные числа ω1, . . . , ωn. Тогда
роль краевой задачи (11) играет существенно более сложное уравнение вырож-
денного параболического типа

∂ξ

∂τ
=

1
2

(
ω1

∂

∂x1
+ · · ·+ ωn

∂

∂xn

)2

ξ + a1ξ − (b2 + c)ξ3 (12)

с краевым условием следующего вида: для любого нечетного количества из
пространственных переменных x1, . . . , xn ставятся π-антипериодические крае-
вые условия, а для остальных — периодические. Таким образом получаем це-
лый набор краевых задач, зависящих также от параметров n и ωj (j = 1, . . . , n).
Связь функций ξ(τ, x1, . . . , xn) и u(t, ε) устанавливает формула

u = εαξ(ε2α(1 + o(1))t, (εα−1ω1 + θ1 + o(1))t, . . . , (εα−1ωn + θn + o(1))t) + o(εα).

Здесь θj = θj(ε) ∈ [0, 2π) такие, что ωjε1−α + θj нечетно кратно π.

§ 3. Уравнения с малой диффузией
и отклонением пространственной переменной

В [1, 15, 16] исследовалась локальная динамика краевой задачи параболи-
ческого типа (7). Такая краевая задача возникает в лазерной оптике [2, 17].

Напомним, что коэффициент диффузии ε предполагается достаточно ма-
лым: 0 < ε � 1. В [2] исследован, в частности, случай, когда h ∼ ε, a < −1.
Здесь предполагаем, что, как и выше, a = −1 + o(1). Тогда при условии h ∼ ε
все корни характеристического уравнения

λk + 1 = a exp(−ihk)− dε2k2 (k = 0,±1,±2, . . . ) (13)

имеют отрицательную вещественную часть и отделены от мнимой оси при ε→ 0.
Ниже предполагаем, что для некоторых h1, a1, α и γ выполнены соотношения

h = εγh1, a = −(1 + ε2αa1), 0 < α, γ < 1. (14)

При выполнении условий (14) вещественные части бесконечного числа кор-
ней (9) стремятся к нулю при ε→ 0. Тем самым снова реализуется критический
в задаче об устойчивости нулевого решения случай бесконечной размерности.

Рассмотрим наиболее интересную ситуацию, когда параметр α удовлетво-
ряет неравенству

0 < α < α0 = min(γ, 1− γ).
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Введем несколько обозначений. Пусть положительные параметры z и v
произвольно фиксированы, а параметры � и δ заданы равенствами � = 1− α,
δ = γ − α. Отметим, что δ < � < 1 и 0 < δ < γ. Через �1 = �1(ε, z) ∈ [0, 2π)
обозначим такое выражение, для которого величина h1zεγ−� + �1 является
нечетно кратным π, через �2 = �2(ε, z) ∈ [0, 2), такое, что zε−�+h−1

1 ε−γ�1+�2
является целым нечетным числом. Наконец �3 = �3(ε, v) ∈ [0, 1) такое, что
ε−δv + �3 целое.

Фиксируем пару целых чисел n и m. В силу приведенных выше построений
число

k = k(ε) =
(
zε−� + h−1

1 ε−γ�1 + �2
)
(2n + 1) + (ε−δv + �3)m

целое при любом ε > 0. Корни λk(ε) уравнения (13) с номерами такого вида
допускают представление

λk(ε) = −i(εα(h1v + εδh1�3)m

+ εγh1�2(2n + 1) + o(εγ)) + ε2α(a1 − h2
1v

2m2 − dz2(2n + 1)2) + o(ε2α).

Введем в рассмотрение формальный ряд

u = εαξ(τ, x1, x2) + ε2αu2(τ, x1, x2) + ε3αu3(τ, x1, x2) + . . . , (15)

где τ = ε2αt, x1 =
(
ε−�z+ε−γh−1

1 �1+�2
)
x−εγh1�2t, x2 = (ε−δv+�3)x−εα(h1v+

εδh1�3)t. Зависимость от x2 в (15) 2π-периодичная, а от x1 функции ξ и u3
зависят π-антипериодически, а u2 периодически с периодом π. Подставляя (15)
в (7) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε, на третьем шаге
из условия разрешимости уравнения относительно u3 приходим к уравнению
для определения ξ(τ, x1, x2):

∂ξ

∂τ
= dz2 ∂

2ξ

∂x2
1

+
1
2
h2

1v
2 ∂

2ξ

∂x2
2

+ a1ξ − (b2 + c)ξ3

с краевыми условиями

ξ(τ, x1, x2 + 2π) ≡ ξ(τ, x1, x2) ≡ −ξ(τ, x1 + π, x2).

Это зависящее от параметров v и z семейство краевых задач, как и (11) для
(6), играет роль нормальной формы для (7). По ее установившимся режимам
с помощью формулы (15) определяются асимптотические по невязке решения
исходной краевой задачи.

Используя построения, на основе которых выше была построена краевая
задача (12), получаем более сложное уравнение

∂ξ

∂τ
= d

(
z1

∂

∂x11
+ · · ·+ zp

∂

∂x1p

)2

ξ

+
1
2
h2

1

(
v1

∂

∂x21
+ · · ·+ vq

∂

∂x2q

)2

ξ + a1ξ − (b2 + c)ξ3 (16)

с теми же, что и в (12), наборами краевых условий по x11, . . . , x1p и условиями
2π-периодичности по каждому из аргументов x21, . . . , x2q. Целые p и q, а также
положительные параметры zj (j = 1, . . . , p) и vs (s = 1, . . . , q) произвольны.
Решения (7) и (16) связаны формулой

u = εαξ(ε2αt, x11, . . . , x1p, x21, . . . , x2q) + O(ε2α),

x1j = (ε−�zj + ε−γh−1
1 �1j + �2j)x− εγh1�2jt (j = 1, . . . , p),

x2s = (ε−δvs + �3s)x− εα(h1vs + εδh1�3s)t (s = 1, . . . , q).
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§ 4. Уравнение с распределением
пространственной переменной

Рассмотрим краевую задачу (4), (5). Предположим, что выполнены усло-
вия (3) и a = −

(
1 + ε2αa1

)
, h = εγh1, где 0 < α, γ ≤ 1. Характеристическое

уравнение для линеаризованной в нуле краевой задачи (4), (5) имеет вид

ελk + 1 = −(1 + ε2αa1) exp(−iεγh1k − λk − κ0ε
2k2)− dε2k2, (17)

где k = 0,±1,±2, . . . . Легко видеть, что при каждом k существует бесконечное
количество корней уравнения (17) λkn, действительная часть которых стремит-
ся к нулю при ε → 0. Таким образом реализуется критический случай беско-
нечной размерности. Исследование локальной динамики (4), (5) при малых ε
существенно зависит от соотношения между параметрами α и γ. Возможны
четыре основные ситуации.

Первые три из них являются прямым обобщением приведенных выше ре-
зультатов, а в четвертой реализуется некоторый новый механизм, выделяющий
критические случаи на основе использования «нового» — специальным образом
синтезирующего временную и пространственную переменную.

Коротко остановимся на каждой из упомянутых выше ситуаций.
1. Сначала рассмотрим самый простой случай, когда α = γ = 1. От-

метим, что характеристическое уравнение имеет корни λkn = λkn(ε) (k, n =
0,±1,±2, . . . ) и

λkn = iπ(2n + 1)− iε(h1k + π(2n + 1))

+ ε2
(
a1 − (κ0 + d)k2 − 1

2
π2(2n + 1)2 + i(h1k + π(2n + 1))

)
+ O(ε3).

Квазинормальная форма для краевой задачи (4), (5) в этом случае запи-
сывается в виде параболического уравнения

∂ξ

∂τ
= (d + κ0)

∂2ξ

∂x2 +
1
2
∂2ξ

∂y2 + a1ξ − (b2 + c)ξ3, (18)

где τ = ε2t, с краевыми условиями

ξ(τ, x + 2π, y) ≡ ξ(τ, x, y) ≡ −ξ(τ, x, y + 1). (19)

Связь между решениями (4), (5) и (18), (19) устанавливает

Теорема 1. Пусть ξ(τ, x, y) — ограниченное при τ → ∞ вместе со своими
производными ∂2ξ

∂x2 и ∂2ξ
∂y2 решение краевой задачи (18), (19). Тогда краевая

задача (4), (5) имеет асимптотическое по невязке решение u = u(t, x, ε), для
которого

u = εξ(ε2t, x− (εh1 + o(ε2))t, (1− ε(π + o(ε2)))t) + o(ε2).

2. Пусть α < 1, γ = 1. Временные частоты и пространственные моды,
вокруг которых может происходить образование установившихся режимов в
(4), (5), определяются из структуры близких к мнимой оси корней λkn = λkn(ε)
(k, n = 0,±1,±2, . . . ) характеристического уравнения (17). В обозначениях § 2, 3
для соответствующих λkn имеем

λkn = i(ωε1−α + �1)(2n + 1)− iεα(h1zk + ω(2n + 1))

+ ε2α
(
a1 − (κ0 + d)k2 − 1

2
ω2(2n + 1)2

)
+ O(ε2α).
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Применяя методику из [1, 13], приходим к параболической краевой задаче,
которая играет роль нормальной формы:

∂ξ

∂τ
= z2(d + κ0)

∂2ξ

∂s2
+

1
2
ω2 ∂

2ξ

∂y2 + a1ξ − (b2 + c)ξ3, τ = ε2αt, (20)

ξ(τ, s + 2π, y) ≡ ξ(τ, s, y) ≡ −ξ(τ, s, y + 1). (21)

Напомним, что z и ω произвольные вещественные. Определим �1 = �1(ε) ∈
[0, 2π) и �2 = �2(ε) ∈ [0, 1) так, что выражение ωεα−1 + �1 будет нечетно
кратным π, а значение zεα−1 + �2 целым.

Связь между решениями (4), (5) и (20), (21) устанавливает

Теорема 2. Пусть при z = z0, ω = ω0 краевая задача (20), (21) имеет
решение ξ(τ, s, y), ограниченное при τ → ∞ вместе со своими производными
∂2ξ
∂s2 и ∂2ξ

∂y2 . Тогда система (4), (5) имеет асимптотическое по невязке решение

u = εαξ(ε2(1 + o(1))t, (z0εα−1 + �2)x

− εα(h1z0 + o(1))t, (ω0ε
α−1 + �1 − εα(ω0 + o(1)))t) + o(ε2α).

Используя проделанные выше построения, можно получить более сложные
квазинормальные формы для изучения динамики (4), (5). Ограничимся здесь
тем, что приведем только итоговые семейства краевых задач:

∂ξ

∂τ
= (d + κ0)

(
z1

∂

∂s1
+ · · ·+ zp

∂

∂sp

)2

ξ

+
1
2

(
ω1

∂

∂y1
+ · · ·+ ωp

∂

∂yp

)2

ξ + a1ξ − (b2 + c)ξ3, (22)

по каждой из переменных s1, . . . , sp поставлены 2π-периодические краевые усло-
вия, а по переменным y1, . . . , yp краевые условия либо периодические, либо ан-
типериодические с периодом 1, причем количество антипериодических условий
нечетно.

3. Пусть выполнены условия

0 < α, γ < 1. (23)

Ограничимся рассмотрением наиболее интересной ситуации, когда дополни-
тельно

α + γ < 1. (24)

Сначала выделим две такие совокупности �1 и �2 корней характеристическо-
го уравнения (17), вещественные части которых асимптотически малы. Для
определения �1 введем несколько обозначений. Фиксируем произвольно по-
ложительные параметры ω и z. Через �1 = �1(ε) обозначим такое значе-
ние из [0, 2π), что выражение ωεα−1 + �1 нечетно кратно π. Пусть величина
�2 = �2(ε) ∈ [0, 2) дополняет до целого нечетного числа выражение zεα+γ−1.
Наконец, �3 = �3(ε) ∈ [0, 1) пусть таково, что π

h1εγ

(
z

ε1−α−γ + �2
)
+�3 является

целым числом.
Пусть n = 0,±1,±2, . . . . Положим

�1 =
{(

π

h1εγ

( z

ε1−α−γ
+ �2

)
+ �3

)
2n

}
.
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Пусть в (17) целое k принадлежит �1. Тогда уравнение (17) имеет корни
λnm = λnm(ε), для которых справедливо представление (n,m = 0,±1,±2, . . . )

λnm = i(ωεα−1 + �1)(2m + 1)− εαiω(2m + 1)− 2εγh1�3in

+ ε2α
(
a1 −

1
2
ω2(2m + 1)2 − 4(d + κ0)z2n2π2h−2

1

)
+ o(ε2α).

Затем определим множество �2 (n = 0,±1,±2, . . . ):

�2 =
{(

π

h1εγ

( z

ε1−α−γ
+ �2

)
+ �3

)
(2n + 1)

}
.

Пусть в (17) k ∈ �2. Тогда у этого уравнения существуют корни λnm, для
которых имеет место асимптотическая формула

λnm = 2(ωεα−1 + �1)mi− 2εαiωm− εγh1�3(2n + 1)i + ε2α
[
a1 − 2ω2m2

− (d + κ0)z2(2n + 1)2π2h−2
1

]
+ o(ε2α) (n,m = 0,±1,±2, . . . ).

Построим систему, играющую роль нормальной формы в этом случае. Вве-
дем в рассмотрение формальный ряд

u = εα(ξ(τ, s, y) + η(τ, s, y)) + ε2αu2(τ, s, y) + ε3αu3(τ, s, y) + . . . ,

где τ = ε2α, s = (ωεα−1 + �1)t− εγh1�3x, y =
(

π
h1εγ

(
z

ε1−α−γ + �2
)

+ �3
)
x.

Подставляя его в (4), (5) и производя стандартные действия, получим си-
стему краевых задач параболического типа

∂ξ

∂τ
= π2h−2

1 z2(d + κ0)
∂2ξ

∂s2
+

1
2
ω2 ∂

2ξ

∂y2 + a1ξ − (b2 + c)ξ(ξ2 + 3η2),

∂η

∂τ
= π2h−2

1 z2(d + κ0)
∂2η

∂s2
+

1
2
ω2 ∂

2η

∂y2 + a1η − (b2 + c)η(3ξ2 + η2),
(25)

ξ(τ, s+1, y) ≡ ξ(τ, s, y) ≡ −ξ(τ, s, y+π), η(τ, s, y+2π) ≡ η(τ, s, y) ≡ −η(τ, s+1, y).
(26)

Теорема 3. Пусть при z = z0 и ω = ω0 краевая задача (25), (26) имеет
решение (ξ(τ, s, y), η(τ, s, y)), ограниченное при τ →∞ вместе со своими произ-
водными ∂2ξ

∂s2 и ∂2ξ
∂y2 . Тогда исходная система (4), (5) имеет асимптотическое по

невязке решение
u = εα(ξ(εt, s, y) + η(εt, s, y)) + o(εα),

где s = (ω0εα−1 + �1 + o(1))t− εγh1�3x, y =
(

π
h1εγ

(
z0

ε1−α−γ + �2
)

+ �3
)
x.

Конечно, краевая задача (25), (26) допускает обобщение, приводящее к вы-
рожденным параболическим уравнениям типа (22) с соответствующими крае-
выми условиями.

4. Здесь тоже считаем выполненными условия (23) и (24). В пп. 1–3 пред-
полагалось, что каждые из фигурирующих в показателе экспоненты уравнения
(17) выражения εγh1zk и εα−1+� кратны (четно либо нечетно) π. Оказывается,
можно выделить такие совокупности корней уравнения (17), которые асимпто-
тически близки к мнимой оси и для которых целым кратным π является только
сумма указанных выражений. Проиллюстрируем это. Пусть, как и раньше, ω
и z — произвольные положительные постоянные, величина � = �(ε) ∈ [0, 1)
дополняет до целого выражение εα−1z, а �0 = �0(ε) ∈ [0, 2π) — до нечетно
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кратного π выражение εγh1(zεα−1+�)+εα−1ω. Тогда характеристическое урав-
нение (17) при k = (zεα−1 +�)(2n+1) (n = 0,±1,±2, . . . ) имеет асимптотически
близкие к мнимой оси корни λn = λn(ε), причем

λn = i(ωεα−1 + �0)(2n + 1) + εαiω(2n + 1)

+ ε2α
(
a1 −

(
1
2
ω2 + (d + κ0)z2

)
(2n + 1)2

)
+ o(ε2α).

Применяя стандартные процедуры построения квазинормальных форм,
приходим к параболической краевой задаче

∂ξ

∂τ
=

(
1
2
ω2 + (d + κ0)z2

)
∂2ξ

∂r2 + a1ξ − (b2 + c)ξ3, (27)

ξ(τ, r + 1) ≡ −ξ(τ, r), (τ = ε2t). (28)

Функция ξ(τ, r) дает возможность построить асимптотическое по невязке реше-
ние (4), (5). Справедлива

Теорема 4. Пусть система (27), (28) имеет при z = z0, ω = ω0 решение
ξ(τ, r), ограниченное при τ →∞ вместе со своей производной ∂2ξ

∂r2 . Тогда задача
(4), (5) имеет асимптотическое по невязке решение вида

u = εαξ(ε2αt, (εα−1z0 + �)x + ((ω0 + ε1−α�0)εα−1 + εαω0)t) + O(ε2α).

Применяя изложенную выше методику, можно построить семейства вырож-
денных параболических уравнений для ξ(τ, s1, s2, . . . , sn1 , y1, . . . , yn2 , r1, . . . , rn3),
η(τ, s1, s2, . . . , sn1 , y1, . . . , yn2 , r1, . . . , rn3), причем для нечетного в сумме числа
переменных из sj , yj , rj выполнены антипериодические краевые условия, а для
остальных переменных (кроме первой — «времени» τ) — условия периодично-
сти.

§ 5. Выводы

Для уравнений с большим запаздыванием и распределенным отклонением
пространственной переменной (либо малой диффузией) исследована локальная
динамика в окрестности состояния равновесия. Критические в задаче об устой-
чивости стационара случаи имеют бесконечную размерность. Построены много-
параметрические семейства эволюционных уравнений (краевых задач параболи-
ческого и вырожденно параболического типов), нелокальная динамика которых
определяет структуру богатого множества асимптотических по невязке быстро
осциллирующих как по времени, так и по пространственной переменной реше-
ний исходного уравнения. Степень соответствующих осцилляций определяет
величина надкритичности εαa1. В реальных прикладных задачах параметры α
и a1 определяются неоднозначно, а значит, и отвечающие за локальную дина-
мику квазинормальные формы тоже составляют довольно богатое множество.
Тем самым возникает еще один механизм, объясняющий мультистабильность в
рассматриваемых моделях.
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