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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ШТУРМА ––– ЛИУВИЛЛЯ

С ОДНОРОДНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

M. T. Пикула, В. M. Владичич, Д. Д. Недич

Аннотация. Изучается обратная задача Штурма — Лиувилля с запаздыванием

−y′′(x) + q(x)y(αx), q ∈ L2[0, π], α ∈ (0, 1],

и с граничными условиями y(0) = y(π) = 0.

Ключевые слова: дифференциальный оператор с запаздыванием, обратная за-
дача, тригонометрический коэффициент Фурье.

1. Введение

Обратные задачи в спектральной теории операторов, в особенности диф-
ференциальных операторов, изучаются с 1930-х гг. Основной работой в этом
направлении является [1]. В монографии [2], освещающей эту тематику, от-
дельная глава посвящена обратным задачам для порожденных уравнений с за-
паздыванием. В [3–6] представлены последние результаты в этой области. В
данной работе одновременно изучаются задачи для α = 1 и α ∈ (0, 1). Показа-
но, что набор собственных чисел однозначно определяет потенциал q в смысле
L2, только если он симметричен относительно точки π

2 для α = 1 и если он
удовлетворяет соотношениям

x ∈
(

0,
1− α

1 + α
π

)
⇒ q(x) =

1 + α

1− α
q

(
1 + α

1− α
x

)
,

x ∈
(

1− α

1 + α
π, π

)
⇒ q(x) = q

(
2π

1 + α
− x

)
, α ∈ (0, 1).

(∗)

Для α = 1 получен известный результат из [7, 8].

2. Анализ прямой задачи

Рассмотрим краевую задачу, определенную дифференциальным уравнени-
ем

−y′′(x) + q(x)y(αx) = λy(x), q ∈ L2[0, π], α ∈ (0, 1], (1)

с граничными условиями
y(0) = y(π) = 0, (2)
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где λ — спектральный параметр. Пусть λ = z2. Тогда характеристической для
(1), (2) является (см. [6]) функция

Fα(z) = sinπz +
1
z

π∫
0

q(t) sin z(π − t) sin zαt dt

+
1
z2

π∫
0

αt1∫
0

q(t1)q(t2) sin z(π − t1) sin z(αt1 − t2) sin zαt2 dt2dt1

+
∞∑
l=3

1
zl

∫
Dl
π

Q(Tl) sin z(π − t1)Sl(Tl) sin zαtl dTl

= sinπz +
1
z

π∫
0

q(t) sin z(π − t) sin z sinαt dt+ ψα(π, z). (3)

Функция Fα целая по λ порядка 1
2 для всех α ∈ (0, 1]. В дальнейшем будем

пользоваться обозначениями

ac,1(z) =
π∫

0

q(t) cos z(π − 2t) dt, z ∈ C, I1 =
π∫

0

q(t) dt.

Тогда

ψ1(π, z) = O

(
ac,1(z)
z2

)
при z →∞,

F1(z) = sinπz − I1
cosπz

2z
+
ac,1(z)

2z
+O

(
ac,1(z)
z2

)
при z →∞.

(4)

При α ∈ (0, 1) необходимо сначала определить функцию

q̃−(θ) =


0, θ ∈ (−π, απ),

1
1+αq

(
π−θ
1+α

)
, θ ∈ (−απ, απ),

1
1+αq

(
π−θ
1+α

)
− 1

1−αq
(
π−θ
1−α

)
, θ ∈ (απ, π).

(5)

Функция q̃−(θ) называется транзитивной.
Пусть

a−c,α(z) =
π∫

−π

q̃−(θ) cos zθ dθ, z ∈ C.

Из (3) получаем

Fα(z) = sinπz +
1
2z
a−c,α(z) +O

(
a−c,α(z)
z2

)
, z →∞. (6)

Пусть

a2n =
π∫

0

q(t) cos 2nt dt, b2n =
π∫

0

q(t) sin 2nt dt.
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Известно, что для собственных значений λn оператора, определяемого (1), (2),
при α = 1 имеют место асимптотические формулы

λn = n2 +
1
π
I1 −

1
π
a2n +O

(
b2n
n

)
при n→∞. (7)

При α ∈ (0, 1) положим

a−c (n) =
π∫

−π

q̃−(θ) cosnθ dθ, b−c (n) =
π∫

−π

q̃−(θ) sinnθ dθ.

Получаем асимптотические формулы для собственных значений λ(α)
n в виде (см.

[6])

λ(α)
n = n2 +

(−1)n+1

π
a−c (n) +O

(
b−c (n)
n

)
. (8)

Замечание 1. Если q — симметричная функция относительно точки π
2

при α = 1, то b2n = 0, n ∈ N, и

λ(1)
n = n2 +

1
π
I1 −

1
π
a2n +O

(
a2n

n2

)
. (91)

Если q удовлетворяет условию (∗), то

λ(α)
n = n2 +

(−1)n+1

π
a−c (n) +O

(
a−c (n)
n3

)
, α ∈ (0, 1). (9α)

По теореме Адамара о факторизации F определяется своими нулями одно-
значно с точностью до постоянного множителя (см. [6]). Найдем этот множи-
тель:

Fα(z) = Aαz
∞∏
n=1

(
1− z2

λ(α)
n

)
=
Aα

π

∞∏
n=1

n2

λ(α)
n

πz
∞∏
n=1

[(
1− z2

n2

)
+
λ(α)
n − n2

n2

]

=

(
Aα

π

∞∏
n=1

n2

λ(α)
n

)
πz

{ ∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
+

∞∑
j=1

∏
n 6=j

(
1− z2

n2

)
λ(α)
j − j2

j2

+
∞∑
l=2

∑
j1<j2<···<jl

∏
n 6=j1...jl

(
1− z2

n2

) l∏
i=j

λ(α)
ji

− j2i
j2i

}

= Bα

(
sinπz + sinπz

∞∑
n=1

λ(α)
n − n2

n2 − z2 + ψα(z)

)
, z ∈ C\Z, (10)

где

Bα =
Aα

π

∞∏
n=1

n2

λnα
.

Из (3) и (10) получаем Bα = 1, α ∈ (0, 1] (см. [2, 5]).
Поскольку функция

Bα(z) =
∞∑
n=1

λ(α)
n − n2

n2 − z2 , z ∈ C\Z,
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важна, исследуем ее. При α = 1 имеем

B1(z) =
∞∑
n=1

λ(1)
n − n2 − I1

π + 1
πa2n

n2 − z2 +
I1
π

∞∑
n=1

1
n2 − z2 −

1
π

π∫
0

q(t)
∞∑
n=1

cos 2nt
n2 − z2 dt

=
1
z2

∞∑
n=1

(
λ(1)
n − n2 − I1

π
+

1
π
a2n

)
n2

n2 − z2 −
S∗1
z2 +

I1
π

[
− π

2z
· cosπz

sinπz
+

1
2z2

]

− 1
π

∞∫
0

q(t)
(
− π

2z
· cos(π − 2t)z

sinπz
+

1
2z2

)
dt,

где S∗1 =
∞∑
n=1

(
λ(1)
n −n2− I1

π + 1
πa2n

)
— так называемый первый регуляризованный

след оператора. Стало быть,

B1(z) = − I1
2z
· cosπz

sinπz
+

1
2z
· 1
sinπz

ac1(z) +O

(
1
z2

)
, z ∈ C\Z, (111)

где

ac1(z) =
π∫

0

q(t) cos z(π − 2t) dt.

Из (4) и (10) получаем

ac,1(z) = 2z sinπz ·B1(z) + I1 cosπz +O

(
sinπz
z

)
, z ∈ C\Z. (121)

Для α ∈ (0, 1) имеем

Bα(z) =
∞∑
n=1

λ(α)
n − n2 − (−1)n+1

π a−c (n)
n2 − z2 +

1
π

∞∑
n=1

(−1)n+1a−c (n)
n2 − z2

=
1
z2

∞∑
n=1

(
λ(α)
n − n2 − (−1)n+1

π
a−c (n)

)
n2

n2 − z2 −
S∗1
z2 +

1
π

∞∑
n=1

(−1)n+1a−c (n)
n2 − z2 ,

π∫
−π

∞∑
n=1

(−1)n+1q̃−(θ) cosnθ
n2 − z2 dθ =

π∫
−π

q̃−(θ)
∞∑
n=1

(−1)n+1 cosnθ
n2 − z2 dθ

=
π∫

−π

q̃−(θ)
[
π

2z
· cos zθ
sinπz

− 1
2z2

]
dθ =

π

2z sinπz
a−c (z)− 1

2z2

π∫
−π

q̃−(θ) dθ,

Bα(z) =
1
z2

∞∑
n=2

(
λ(α)
n − n2 − (−1)n+1

π
a−c (n)

)
n2

n2 − z2

− S∗1
z2 +

1
2z sinπz

a−c (z)− 1
2z2

π∫
−π

q̃−(θ) dθ.

Тем самым
Bα(z) =

1
2z sinπz

a−c (z) +O

(
1
z2

)
при z →∞. (11α)
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Из (6) и (10) следует, что

a−c (z) = 2z sinπz ·Bα(z) +O

(
sinπz
z

)
при z →∞. (12α)

Анализируя функцию Bα(z) при z →∞, с помощью асимптотик собствен-
ных значений нетрудно понять, что асимптотическая формула для Fα(z), по-
лученная с помощью бесконечного произведения, совпадает с формулой, полу-
ченной в прямой задаче. Тем самым выводим следующий результат.

Теорема 1. Для функции Fα, α ∈ (0, 1], заданной формулой (3), при α = 1
имеет место асимптотическая формула (4), а при α ∈ (0, 1) — формула (6) в том
и только том случае, когда для квадратов нулей λ(α)

n , α ∈ (0, 1], функции имеют
место асимптотические формулы (7) при α = 1 и (8) при α ∈ (0, 1).

3. Связь λ(α)
n с коэффициентами

Фурье функций q и q̃−

С помощью функции Bα(z), z ∈ C\Z, α ∈ (0, 1], получим связь собственных
значений λ(α)

n оператора (1), (2) с коэффициентами Фурье a2m, b2m, m ∈ N0,
потенциала q на [0, π] при α = 1 и коэффициентами Фурье am, bm, m ∈ N0,
функции переноса q̃− на [−π, π].

Введем функцию

B̂1(z) =
∞∑
n=1

λn − n2 − 1
π I1

n2 − z2 , z ∈ C\Z.

Тогда

ac,1(z) = 2z sinπz · B̂1(z) +O

(
sinπz
z

)
при z →∞. (13)

Положим

a2m(t) =
t∫

0

q(t1) cos 2mt1 dt1, b2m(t) =
t∫

o

q(t1) sin 2mt1 dt1,

a2m = a2m(π), b2m = b2m(π),

ζk = 2k
π∫

0

a2m(t) sh k(π − 2t) dt, ηk = 2k
π∫

0

b2m(t) ch k(π − 2t) dt.

Тогда
ac,1(m+ ik) = (−1)m{a2m ch kπ + ζk + i[−b2m sh kπ + ηk]}.

Положим
σn,m,k = (n2 + k2 −m2) + 4m2k2,

C(α)
n,m,k = (−2k)

(
λn − n2 − 1

π
I1

)
(n2 +m2 + k2),

S(α)
n,m,k = 2m

(
λn − n2 − 1

π
I1

)
(n2 −m2 − k2).
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При z = m+ ik из (13) получаем

a2m = lim
k→∞

∞∑
n=1

C(1)
n,m,k

σn,m,k
, m ∈ N0, (131)

b2m = lim
k→∞

∞∑
n=1

S(1)
n,m,k

σn,m,k
, m ∈ N. (14)

Поступая аналогично при α ∈ (0, 1), имеем

a−m,α = − lim
k→∞

∞∑
n=1

C(α)
n,m,k

σn,m,k
, m ∈ N0, (15)

b−m,α = lim
k→∞

∞∑
n=1

S(α)
n,m,k

σn,m,k
, m ∈ N. (16)

Величины C(α)
n,m,k и S(α)

n,m,k порождаются с помощью значений, принимае-

мых λ(α)
n , а не на основе их асимптотик. Соотношения (131), (14) и (15), (16)

получены подходящим выбором асимптотического поведения функций B̃α(z),
z = m+ ik, k →∞, m ∈ R.

Соотношения (131), (14) для α = 1 и (15), (16) для α ∈ (0, 1) существенны
при решении обратной задачи (1), (2).

Заметим, что последние соотношения также верны для −m ∈ N. Действи-
тельно,

a−2m =
π∫

0

q(t) cos(−2m)t dt = a2m, a−2m =
π∫

0

q(π − t) cos 2mtdt, m ∈ N,

т. е.

a−−m =
π∫

−π

q̃−(θ) cos(−m)θ dθ = a−m, a−−m =
π∫

−π

q̃−(π − θ) cosmθ dθ, m ∈ N.

Таким образом, соотношения (131) и (15) устанавливают общий способ выраже-
ния коэффициентов {a2m} с помощью λ(1)

n и коэффициентов {am} с помощью
λ(α)
n соответственно.

Однако из (14) и (16) получаем

b−2m = −b2m =
π∫

0

q(π − t) sin 2mtdt, b−−m = −b−m

π∫
−π

q(π − θ) sinmθ dθ.

Следовательно, эта система определяет синус-коэффициенты Фурье и функции
q(x) и q(π − x) так, что q — симметричная функция относительно π

2 при α = 1,
и если неверно q(x) = q(π − x), то b2m 6= 0, тем самым b2m 6= −b2m.

Если q — симметричная функция относительно π
2 и q(x) = q(π − x), то

b2m = 0, m ∈ N. Таким образом, приходим к условию

lim
k→∞

∞∑
n=1

S(1)
n,m,k

σn,m,k
= 0, α = 1. (17)
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Аналогично при α ∈ (0, 1) получаем

x ∈
(

0,
1− α

1 + α
π

)
⇒ q(x) =

1 + α

1− α
q

(
1 + α

1− α
x

)
,

x ∈
(

1− α

1 + α
π, π

)
⇒ q(x) = q

(
2π

1 + α
− x

)
.

(18)

Если q не удовлетворяет равенству (18) и неверно q(x) = q(π − x), то b−m 6= 0
и тем самым b−m 6= −b−m. В противном случае имеем b−m = 0, m ∈ N, откуда
следует, что

lim
k→∞

∞∑
n=1

S(1)
n,m,k

σn,m,k
= 0. (19)

Таким образом, доказана

Теорема 2. Если λ(α)
n — ряд собственных значений оператора (1), (2) с

симметричным потенциалом при α = 1 и потенциалом, удовлетворяющим усло-
виям (∗) при α ∈ (0, 1), то коэффициенты Фурье потенциала q при α = 1 и
коэффициенты Фурье функции перехода q̃− при α ∈ (0, 1) определены одно-
значно.

4. Решение обратной задачи

Сформулируем основной результат данной работы.

Теорема 3. Пусть λ(α)
n , n ∈ N, — ряд собственных значений оператора (1),

(2) с потенциалом,
(1) симметричным относительно точки π

2 при α = 1;
(2) удовлетворяющим равенствам (∗) при α ∈ (0, 1).

Тогда потенциал q определен однозначно для всех α ∈ (0, 1].
Доказательство. Из (91) получим

1
π
I1 = lim

n→∞

(
λ(1)
n − n2) = a0.

Построим целые функции F1 и Fα, используя их нули z(α)
n = ±

√
λ(α)
n , с помощью

бесконечного произведения. Рассуждениями из разд. 2 и 3 придем к тождествам
(131) и (13α) в C\Z.

При z = m + ik, поступая, как в разд. 3, выводим (141) и (16). Таким
образом получаем значения коэффициентов Фурье функций q и q̃−. Имеем

q(x) =
a0

2
+

∞∑
m=1

a2m cos 2mx, x ∈ [0, π], q ∈ L2[0, π], (20)

q̃−(θ) =


a−0
2 +

∞∑
m=1

a−m cosmθ, θ ∈ [−απ, απ];

0, θ ∈ [(−π,−απ) ∪ (απ, π)].
(21)

Значения функции q̃− однозначно определяются по (21). Имеем

q̃−(π − (1 + α)x) =
a−0
2

+
∞∑

m=1

(−1)ma−m cosm(1 + α)x, x ∈
[
1− α

1 + α
π, π

]
, (22)
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q(x) =
(1 + α)a−0

2
+

∞∑
m=1

(−1)m(1 + α)a−m cosm(1 + α)x, x ∈
[
1− α

1 + α
π, π

]
. (23)

Тем самым потенциал q определен однозначно в смысле L2[0, π] на отрезке[ 1−α
1+απ, π

]
. На отрезке

[
0, 1−α

1+απ
]

потенциал определяется с помощью первого
равенства из (18), так что

q(x) =
1 + α

1− α
q

(
1 + α

1− α
x

)
, x ∈

[
0,

1− α

1 + α
π

]
. (24)

Рассмотрим разбиение[
0,

1− α

1 + α
π

]
=

∞⋃
l=1

[(
1− α

1 + α

)l+1

π,

(
1− α

1 + α

)l

π

]
,

в результате которого равенство (24) распадается на счетный набор верных
соотношений

q(x) =
1 + α

1− α
q

(
1 + α

1− α
x

)
, x ∈

[(
1− α

1 + α

)l+1

π,

(
1− α

1 + α

)l

π

]
,

1 + α

1− α
x ∈

[(
1− α

1 + α

)l

π,

(
1− α

1 + α

)l−1

π

]
, l = 1, 2, . . . .

Действительно, при l = 1 имеем

x ∈
[(

1− α

1 + α

)2

π,
1− α

1 + α
π

]
⇒ 1 + α

1− α
x ∈

[
1− α

1 + α
π, π

]
,

при l = 2 —

x ∈
[(

1− α

1 + α

)3

π,

(
1− α

1 + α

)2

π

]
⇒ 1 + α

1− α
x ∈

[(
1− α

1 + α

)2

π,
1− α

1 + α
π

]
.

Продолжая этот процесс, убеждаемся, что потенциал q определяется однознач-
но на

[
0, 1−α

1+απ
]

своими значениями на
[ 1−α

1+απ, π
]
.

Тем самым доказали, что потенциал определен однозначно в смысле L2[0, π]
для всех α ∈ (0, 1]. Теорема 3 доказана.
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