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О КОММУТИРУЮЩИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРАХ РАНГА ДВА

В. Н. Давлетшина, Э. И. Шамаев

Аннотация. Изучаются примеры формально самосопряженных коммутирующих
обыкновенных дифференциальных операторов порядков 4 и 4g+2 с аналитически-
ми в C коэффициентами. Доказано, что эти операторы не коммутируют с операто-
рами нечетного порядка. Тем самым дано строгое обоснование того, что рассмат-
риваемые операторы являются операторами ранга два.
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Недавно появилась серия примеров [1–3] коммутирующих обыкновенных
дифференциальных операторов порядков 4 и 4g+2, отвечающих гиперэллипти-
ческим спектральным кривым рода g, причем коэффициенты этих операторов
являются аналитическими функциями на C. В данной работе доказано, что эти
операторы не коммутируют с операторами нечетного порядка, тем самым дано
доказательство того, что операторы из [1–3] являются операторами ранга два.

Пусть Ln и Lm — дифференциальные операторы порядков n, m > 2,

Ln =
n∑
i=0

vi(x)∂ix, Lm =
m∑
j=0

uj(x)∂jx.

Будем считать, что vn = um = 1, vn−1 = 0. Этого можно добиться заменой
координат и сопряжением. Если LnLm = LmLn, то по лемме Бурхналла —
Чаунди [4] существует ненулевой полином Q(λ, µ) такой, что Q(Ln, Lm) = 0.
Спектральная кривая � ⊂ C2 пары Ln, Lm определяется уравнением Q = 0.
Если ψ является совместной собственной функцией:

Lnψ = λψ, Lmψ = µψ,

то (λ, µ) ∈ � . Размерность пространства совместных собственных функций

l = dim{ψ : Lnψ = λψ, Lmψ = µψ}

является общим делителем n и m. Рангом называется наибольший общий де-
литель всех порядков операторов из максимального коммутативного кольца,
содержащего Ln и Lm. Все коммутативное кольцо изоморфно кольцу меро-
морфных функций на компактной неприводимой алгебраической кривой �̂ с
единственным полюсом, при этом имеется естественный морфизм �̂ → � . От-
метим, что возможна ситуация, когда � — гладкая, а �̂ — сингулярная кривые.
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В случае операторов ранга 1 и гладкой спектральной кривой совместная
собственная функция ψ (функция Бейкера — Ахиезера) выражается через тэта-
функцию многообразия Якоби спектральной кривой по формуле Кричевера [5].
Отметим, что коэффициенты таких операторов являются мероморфными функ-
циями. Первые результаты об операторах ранга l > 1 получены в [6, 7]. Криче-
вером решена задача классификации коммутирующих операторов ранга l [5, 8].
В случае спектральной кривой рода g = 1 и l = 2 операторы найдены Кричеве-
ром и Новиковым [9]. Операторы Кричевера — Новикова изучались в [10–14].
При g = 1, l = 3 операторы найдены Моховым [15]. В [16–19] найдены некото-
рые примеры операторов ранга два и три при g = 2, 3, 4. В [1] получены уравне-
ния, которые в случае гиперэллиптической спектральной кривой эквивалентны
уравнениям Кричевера — Новикова на параметры Тюрина [9]. С помощью этих
уравнений получены следующие примеры коммутирующих формально самосо-
пряженных операторов порядков 4 и 4g + 2, отвечающих гиперэллиптическим
кривым рода g.

Теорема 1 [1]. Оператор

L]
4 =

(
∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0

)2 + α3g(g + 1)x, α3 6= 0,

коммутирует с оператором L]
4g+2 порядка 4g + 2.

При g = α3 = 1, α2 = α1 = 0 операторы L]
4, L

]
6 совпадают с операторами

Диксмье [7].

Теорема 2 [2]. Оператор

L[
4 =

(
∂2
x + α1 ch(x) + α0

)2 + α1g(g + 1) ch(x), α1 6= 0,

коммутирует с оператором L[
4g+2 порядка 4g + 2.

В [20] с помощью замены координат и автоморфизмов первой алгебры Вей-
ля из операторов L[

4, L[
4g+2 получены операторы ранга l.

Теорема 3 [3]. Оператор

L\
4 =

(
∂2
x + α1e

x + α0
)2 + α1g(g + 1)ex, α1 6= 0,

коммутирует с оператором L\
4g+2 порядка 4g + 2.

В этой работе дано доказательство того, что пары операторов L]
4, L

]
4g+2;

L[
4, L[

4g+2 и L\
4, L

\
4g+2 имеют ранг 2. Это вытекает из следующих теорем.

Теорема 4. Оператор L]
4 не коммутирует с оператором нечетного порядка.

Теорема 5. Оператор L[
4 не коммутирует с оператором нечетного порядка.

Теорема 6. Оператор L\
4 не коммутирует с оператором нечетного порядка.

Доказательство теоремы 4. Прямой проверкой можно убедиться в том,
что верна

Лемма 1. Пусть даны операторы

L4 =
(
∂2
x + V (x)

)2 +W (x),

Ln = an∂
n
x + an−1∂

n−1
x + · · ·+ a1∂x + a0, ai = ai(x).
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Их коммутатором является оператор

[Ln, L4] = bn+3∂
n+3
x + bn+2∂

n+2
x + · · ·+ b1∂x + b0, bi = bi(x),

порядка n+ 3, коэффициенты которого заданы формулами

bm+3 = −4a′m − 6a′′m+1 − 4a′′′m+2 − a′′′′m+3

− 2V am+1 − 4V a′m+2 − 2V a′′m+3 + 2
n∑

s=m+1

Cm+1
s as∂

s−m−1
x V

− 2V ′am+2 − 2V ′a′m+3 + 2
n∑

s=m+2

Cm+2
s as∂

s−m−1
x V

− (V 2 +W + V ′′)am+3 +
n∑

s=m+3

Cm+3
s as∂

s−m−3
x (V 2 +W + V ′′), (1)

где −3 6 m 6 n. Считаем, что as = 0 при s < 0 и as = 0 при s > n, Cp
q = q!

(q−p)!p!
при p > 0 и Cp

q = 0 при p < 0.
Если [Ln, L4] = 0, то из (1) следует, что an, an−1 — константы. В дальней-

шем будем считать, что an = 1, an−1 обозначим через γ.
Допустим, что существует дифференциальный оператор нечетного порядка

L2k+1 = ∂2k+1
x + γ∂2k

x + a2k−1∂
2k−1
x + · · ·+ a1∂x + a0,

коммутирующий с L]
4. Тогда формула (1) при m = 0, . . . , 2k − 1 дает

4a′m = −6a′′m+1 − 4a′′′m+2 − a′′′′m+3

+ (α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)(−2am+1 − 4a′m+2 − 2a′′m+3)

+ 2
m+4∑

s=m+1

Cm+1
s as∂

s−m−1
x (α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)

+ 2(3α3x
2 + 2α2x+ α1)(−am+2 − a′m+3)

+ 2
m+4∑

s=m+2

Cm+2
s as∂

s−m−1
x (α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)

+
m+9∑

s=m+4

Cm+3
s as∂

s−m−3
x (α3(g(g + 1) + 6)x+ (α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)2). (2)

Из (2) следует, что коэффициенты as — полиномы по x. С помощью ин-
дукции из формулы (2) получаем, что коэффициенты a2k+1−2s и a2k−2s при
s = 1, . . . , k являются полиномами степени 3s, более того,

a2k+1−2s =
αs3
2ss!

(
s−1∏
i=0

(2k + 1− 2i)

)
x3s + . . . , s = 1, . . . , k, (3)

a2k−2s = γαs3C
s
kx

3s + . . . , s = 1, . . . , k. (4)
При m = −3 формула (1) дает

b0 = −a′′′′0 − 2(α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)a′′0 − 2(3α3x
2 + 2α2x+ α1)a′0

+
6∑

s=1

as∂
s
x((α3g(g + 1) + 6α3)x+ (α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)2).
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Из (3) и (4) следует, что b0 является полиномом степени 3k + 5, точнее

b0 = 6
αk+2

3
2kk!

(
k−1∏
i=0

(2k + 1− 2i)

)
x3k+5 + . . . .

Таким образом, b0 6= 0, а значит, L2k+1 и L]
4 не коммутируют. Теорема 4 дока-

зана.

Доказательство теоремы 5. Предположим, что существует дифферен-
циальный оператор нечетного порядка L2k+1 = ∂2k+1

x +γ∂2k
x +a2k−1∂2k−1

x + · · ·+
a1∂x + a0, коммутирующий с L[

4. Из (1) при m = 0, . . . , 2k − 1 следует, что

4a′m = −6a′′m+1 − 4a′′′m+2 − a′′′′m+3

+ (α1 chx+ α0)(−4a′m+2 − 2a′′m+3) + 2α1

2k+1∑
s=m+2

Cm+1
s as∂

s−m−1
x chx

+ 2α1 shx(−am+2 − a′m+3) + 2α1

2k+1∑
s=m+2

Cm+2
s as∂

s−m−1
x chx

+ α1

2k+1∑
s=m+4

Cm+3
s as∂

s−m−3
x (α1 ch2 x+ (2α0 + g(g + 1) + 1) chx). (5)

Из (5) вытекает, что as — полином по ex и e−x и a2k+1−2s и a2k−2s при s = 1, . . . , k
являются полиномами по ex степени s, более того,

a2k+1−2s =
αs1
4ss!

(
s−1∏
i=0

(2k + 1− 2i)

)
esx + . . . , s = 1, . . . , k, (6)

a2k−2s =
αs1

2 · 4ss!

(
s

s∏
i=0

(2k+1−2i)+2γ
s∏

i=1

(2k+2−2i)

)
esx+. . . , s = 1, . . . , k. (7)

При m = −3 формула (1) примет вид

b0 = −a′′′′0 − (α1(ex + e−x) + 2α0)a′′0 − α1(ex − e−x)a′0

+ α1

2k+1∑
s=1

(
2s−2α1(e2x + (−1)se−2x) +

1
2
(2α0 + g(g + 1) + 1)(ex + (−1)se−x)

)
as.

Из (6) и (7) следует, что b0 является полиномом по ex степени k + 2, точнее

b0 =
αk+2

1
2 · 4k · k!

(
k−1∏
i=0

(2k + 1− 2i)

)
e(k+2)x + . . . .

Таким образом, b0 6= 0, следовательно, L2k+1 и L[
4 не коммутируют. Теорема 5

доказана.

Доказательство теоремы 6. Предположим, что существует оператор

L2k+1 = ∂2k+1
x + γ∂2k

x + a2k−1∂
2k−1
x + · · ·+ a1∂x + a0,
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коммутирующий с L\
4 =

(
∂2
x+α1ex+α0

)2 +α1g(g+1)ex. В этом случае формула
(1) при m = 0, . . . , 2k − 1 дает

4a′m = −6a′′m+1 − 4a′′′m+2 − a′′′′m+3

+ (α1e
x + α0)(−4a′m+2 − 2a′′m+3) + 2α1

2k+1∑
s=m+2

Cm+1
s exas

+ α1e
x(−2am+2 − 2a′m+3) + 2α1

2k+1∑
s=m+2

Cm+2
s exas

+ α1

2k+1∑
s=m+4

Cm+3
s as∂

s−m−3
x (α1e

2x + (2α0 + g(g + 1) + 1)ex). (8)

Из (8) следует, что коэффициенты as — многочлены по ex, а a2k+1−2s и
a2k−2s при s = 1, . . . , k являются полиномами по ex степени s, более того,

a2k+1−2s =
αs1
2ss!

(
s−1∏
i=0

(2k + 1− 2i)

)
esx + . . . , s = 1, . . . , k, (9)

a2k−2s =
αs1

2 · 2ss!

(
s

s∏
i=0

(2k + 1− 2i) + 2γ
s∏

i=1

(2k + 2− 2i)

)
esx + . . . , s = 1, . . . , k.

(10)
При m = −3 формула (1) дает

b0 = −a′′′′0 − 2(α1e
x + α0)a′′0 − 2α1e

xa′0

+ α1

2k+1∑
s=1

(2sα1e
2x + (2α0 + g(g + 1) + 1)ex)as.

Из (9) и (10) следует, что b0 является полиномом по ex степени k + 2, точнее

b0 =
αk+2

1
2k−1k!

(
k−1∏
i=0

(2k + 1− 2i)

)
e(k+2)x + . . . .

Таким образом, b0 6= 0. Поэтому L\
4 и L2k+1 не коммутируют. Теорема 6 дока-

зана.
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