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СМЕШАННОЙ ГЛАДКОСТИ

Ш. А. Балгимбаева

Аннотация. Изучаются аппроксимативные свойства Lq-жадных алгоритмов по
известной системе Ud, состоящей из сдвигов ядер Дирихле, на классах Никольс-
кого — Бесова SBr

p θ(Td) и Лизоркина — Трибеля SFr
p θ(Td) функций смешанной

гладкости.

Ключевые слова: наилучшее m-членное приближение, жадный алгоритм, перио-
дический всплеск, пространства Никольского — Бесова и Лизоркина — Трибеля,
смешанная гладкость.

1. Введение. Постановка задачи

Пусть N, Z и R — множества натуральных, целых и вещественных чисел
соответственно; X — действительное банахово пространство с нормой ‖ · ‖X ;
� = {ϕi}i∈N — система элементов из X такая, что ее линейная оболочка span�
плотна в X.

Наилучшим m-членным приближением элемента f ∈ X по системе �
называется величина

σm(f, �,X) = inf
�⊂N,]�=m

{∥∥∥f − ∑
k∈�

ckφk
∥∥∥
X

; ck ∈ R
}
, m ∈ N;

здесь и ниже ]A — число элементов конечного множества A. Для множества F
из X положим σm(F,�,X) = sup{σm(f, �,X) | f ∈ F}.

Предположим, что система � — базис пространства X, т. е. для любого эле-
мента f ∈ X существует единственная последовательность скаляров {ck(f)}k∈N
такая, что

f =
∞∑
k=1

ck(f)φk.

Определим «жадный» алгоритм, следуя [1]. Положим для f ∈ X

Ck(f,X,�) := ‖ck(f)φk‖X , k ∈ N,

обозначим через �m множество из m натуральных чисел такое, что

min
k∈�m

Ck(f,X,�) ≥ max
j∈N\�m

Cj(f,X,�),
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и определим «X-жадный» алгоритм (X-greedy algorithm) по системе � следую-
щим образом:

GX
m(f, �) :=

∑
k∈�m

ck(f)φk, m ∈ N.

Жадные алгоритмы относятся к классу нелинейных методов аппроксима-
ции, важны для приложений и активно изучаются. По поводу теории жадных
алгоритмов и подробной истории вопроса см. фундаментальный недавний обзор
[1], где можно найти также исчерпывающую библиографию.

Для множества F ⊂ X положим

GX
m(F,�) := sup

f∈F

∥∥f −GX
m(f, �)

∥∥
X
, m ∈ N. (1)

В настоящей работе изучаются аппроксимативные свойства жадных алго-
ритмов в случае, когда X = Lq(Td) на классах Никольского — Бесова SBr

p θ(Td)
и Лизоркина — Трибеля SFr

p θ(Td) функций смешанной гладкости (определе-
ние см. в разд. 2) по известной ортонормированной системе Ud типа кратных
периодических всплесков, образованной сдвигами кратных ядер Дирихле [2; 1,
гл. 1].

Более конкретно, устанавливаются точные в смысле порядка оценки вели-
чин

Gq
m(F, Ud) ≡ GLq

m (F, Ud),

где F — это либо SBr
p θ(Td), либо SFr

p θ(Td) при определенных соотношениях
между параметрами класса функций и пространства.

Введем некоторые обозначения. Пусть ed = {1, . . . , d}; d ∈ N; N0 = N ∪ {0};
R+ = (0,∞); Td := (R/2πZ)d — d-мерный тор; T ≡ T1. Для x = (x1, . . . , xd), y =
(y1, . . . , yd) ∈ Rd положим

x < y(x ≤ y) ⇔ xj < yj(xj ≤ yj), j ∈ ed; (x, y) = x1y1 + · · ·+ xdyd,

|s| =
d∑

k=1
sk — длина мультииндекса s ∈ Nd

0.

Пусть Lp := Lp(Td) (1 ≤ p ≤ ∞) — пространство 2π-периодических по каж-
дой переменной функций f , суммируемых в степени p (при p = ∞ существенно
ограниченных) на Td, с нормой ‖f‖p, где

‖f‖p =
{

(2π)−d
∫
Td

|f(x)|p dx
}1/p

(1 ≤ p <∞);

‖f‖∞ = ess sup{|f(x)| | x ∈ Td}.
Приведем определение системы Ud, следуя [2]. Одномерная система U

определяется следующим образом:

U ≡ {UI(x) | I ∈ D}, x ∈ T,

где
D =

⋃
n∈N

(D+
n ∪D−

n ) ∪D0, D0 = {[0, 1)},

D+
n := {I = I+

n,k = [(k + 1/2)2−n, (k + 1)2−n), k = 0, 1, . . . , 2n − 1},

D−
n := {I = I−n,k = [k2−n, (k + 1/2)2−n), k = 0, 1, . . . , 2n − 1}, n ∈ N;
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U[0,1) ≡ 1, UI±n,k
(x) = 2−n/2e±i2

nxUn(±(x− 2πk2−n)), Un(x) :=
2n−1∑
k=0

eikx.

В многомерном случае система Ud определяется как тензорное произведе-
ние одномерных систем U : если I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ D

εj
sj , εj = {−,+}, j ∈ ed

(x = (x1, . . . , xd) ∈ Td), то

UI(x) :=
d∏

j=1

UIj (xj).

Для s = (s1, . . . , sd) ∈ Nd
0 и ε = (ε1, . . . , εd) ∈ {−,+}d положим

Dε
s :=

{
I : I = I1 × · · · × Id, Ij ∈ Dεj

sj , j ∈ ed
}
; Dd :=

⋃
s,ε

Dε
s.

Для f ∈ L1 обозначим через

fI := (f, UI) = (2π)−d
∫
Td

f(x)U I(x) dx,

f̂k(x) = (2π)−d
∫
Td

f(x)e−i(k,x) dx, k ∈ Zd,

тригонометрические коэффициенты Фурье и через

δεs(f) :=
∑

k∈ρ(s,ε)

f̂(x)ei(k,x), s ∈ Nd
0, ε ∈ {−,+}d,

— соответствующие двоичные пачки ее ряда Фурье, где

ρ(s, ε) := ε1[2s1 , 2s1+1 − 1)× · · · × εd[2sd , 2sd+1 − 1).

Легко видеть, что для любых s ∈ Nd
0 и ε ∈ {−,+}d имеет место равенство

δεs(f) =
∑
I∈Dε

s

fIUI .

2. Классы функций

В этом разделе даются определения пространств Никольского — Бесова и
Лизоркина — Трибеля периодических функций смешанной гладкости.

Пусть `θ (1 ≤ θ ≤ ∞) — пространство числовых последовательностей{
aεs

}
s∈Nd0 ,ε∈{−,+}d

с конечной нормой

∥∥{
aεs

}∥∥
`θ

=
{ ∑
ε∈{−,+}d

∑
s∈Nd0

|aεs|θ
}1/θ

, 1 ≤ θ <∞;
∥∥{
aεs

}∥∥
`∞

= sup
s∈Nd0 ,ε∈{−,+}d

∣∣aεs∣∣;
`θ(Lp) ≡ `θ(Lp(Td)) (Lp(`θ) ≡ Lp(Td; `θ)) — пространство функциональных по-
следовательностей

{
fεs (x)

}
s∈Nd0 ,ε∈{−,+}d

, x ∈ Td, с конечной нормой∥∥{
fεs

}
| `θ(Lp)

∥∥ =
∥∥{∥∥fεs∥∥

p

}∥∥
`θ

(соответственно
∥∥{
fεs

}
| Lp(`θ)

∥∥ =
∥∥∥∥{

fεs
}∥∥

`θ

∥∥
p

с обычной модификацией при
θ = ∞).
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Для функции f(x), заданной на Td, пусть �k
h,jf(x) = �h,j . . .�h,j︸ ︷︷ ︸

k

f(x) — ее

разность порядка k ∈ N0 в точке x ∈ Td с шагом h ∈ R по переменной xj , здесь

�h,jf(x) = f(. . . , xj−1, xj + h, xj+1, . . . )− f(x),

�1
h,jf(x) := �h,jf(x), �0

h,jf(x) := f(x).

Если k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd
0 и h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd, то

�k
hf(x) = �k1

h1,1�
k2
h2,2 . . .�

kd
hd,d

f(x)

— смешанная разность функции f порядка k в точке x с шагом h.
Приведем определение пространства Никольского — Бесова SBr

p θ(Td) через
смешанные разности [3, 4].

Определение 1. Пусть 1 ≤ p, θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rd) ∈ Rd
+. Тогда про-

странство Никольского — Бесова SBr
p θ = SBr

p θ(Td) есть совокупность всех
функций f ∈ Lp, для которых

∥∥f | SBr
pθ

∥∥ = ‖f‖p +
∑

∅6=e⊂ed

{ ∫
[0,2π]]e

∥∥�ke

hef(·)
∥∥θ
p

∏
j∈e

dhj

h
1+rjθ
j

}1/θ

<∞, (2)

где k > r.
Приведем теорему характеризации пространства Никольского — Бесова

SBr
p θ(Td) с сопутствующей эквивалентной нормировкой [4, теорема 5.4].

Теорема А. Пусть 1 < p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Функция f ∈ Lp принадлежит
пространству SBr

p θ(Td) тогда и только тогда, когда функциональная последо-
вательность

{
2(r,s)δεs(f)

}
принадлежит `θ(Lp), при этом функционал∥∥f | SBr

pθ

∥∥ =
∥∥{

2(r,s)δεs(f)
}
| `θ(Lp)

∥∥
является нормой пространства SBr

pθ(Td), эквивалентной норме (2).
Здесь с учетом теоремы А нам удобно определить пространства Лизорки-

на — Трибеля SF r
p θ(Td) следующим образом.

Определение 2. Пусть 1 < p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rd) ∈ Rd
+. Тогда

пространство Лизоркина — Трибеля SF r
pθ = SF r

pθ(Td) есть совокупность всех
функций f ∈ Lp с конечной нормой∥∥f | SF r

pθ

∥∥ =
∥∥{

2(r,s)δεs(f)
}
| Lp(`θ)

∥∥.
Через SBr

pθ = SBr
pθ(Td) и SFr

pθ = SFr
pθ(Td) обозначим единичные шары про-

странств SBr
pθ и SF r

pθ соответственно.
Отметим, что SBr

p∞(Td) ≡ SHr
p(Td) при 1 ≤ p ≤ ∞ есть пространство

функций с ограниченной смешанной разностью, впервые введенное и исследо-
ванное С. М. Никольским [5, 6] с точки зрения теории представления, вложения
и интерполяции, а при 1 < p < ∞ пространство SF r

p 2(Td) ≡ SW r
p(Td) есть

пространство функций с ограниченной смешанной производной, впервые изу-
ченное с точки зрения теории приближений К. И. Бабенко [7, 8]; кроме того,
теоремы вложения и граничные свойства пространств SW r

p([0, 1]d) впервые изу-
чались в [9, 10]; подробнее о задачах теории приближений для классов SWr

p(Td)
и SHr

p(Td) см. [11; 12, гл. 3], а также обзоры [1, 13].
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Теория (представления, вложения, интерполяции) пространств SBr
p θ(Id)

(I = T или R) развита в [3] и достаточно подробно изложена в [14]. Теория про-
странств SBr

p θ(Rd) и SF r
p θ(Rd) на основе их фурье-аналитического определе-

ния дана в [15]; современное состояние теории пространств SBr
p θ(Id) и SF r

p θ(Id)
(I = T или R) см. в недавнем обзоре [16].

3. Предварительные сведения

Далее будем использовать знаки � и � порядкового неравенства и равен-
ства: для функций ϕ : R+ → R+ и ψ : R+ → R+ пишем ϕ(u) � ψ(u) при
u→∞, если найдется такая константа C = C(ϕ,ψ) > 0, что верно неравенство
ϕ(u) ≤ Cψ(u) для u ≥ u0 > 0; ϕ(u) � ψ(u), если одновременно ϕ(u) � ψ(u)
и ψ(u) � ϕ(u).

Ниже нам понадобится (многомерная) теорема Литтлвуда — Пэли (см.
[17]).

Теорема B. Пусть 1 < p < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp(Td)
верно равенство ∥∥{

δεs(f)
}
| Lp(`2)

∥∥ � ‖f‖p
с постоянными, зависящими только от p и d.

Кроме того, ниже будем часто использовать следующие свойства системы
Ud (см. [2]). Справедлив аналог теоремы Марцинкевича: если 1 < p <∞, то∥∥δεs(f)

∥∥p
p
�

∑
I∈Dε

s

‖fIUI‖pp; (3)

кроме того, если 1 < p, q <∞, то

‖UI‖p � |I|1/p−1/2 (4)

и как следствие
‖UI‖p � ‖UI‖q|I|1/p−1/q. (5)

Здесь |I| — (d-мерный) объем параллелепипеда I, а постоянные в (3)–(5) зависят
только от p и d.

4. Основная теорема

Сформулируем и обсудим основной результат работы — теорему 1. Всюду
ниже считаем, не ограничивая общности, что вектор r = (r1, . . . , rd) ∈ Rd

+ такой,
что r1 = · · · = rν < rj , j ∈ ed \ eν , с некоторым ν ∈ ed. Таким образом, r1 =
min{rj , j ∈ ed} и ν — количество минимальных компонент вектора r. Также
всюду ниже τ∗ = min{2, τ}, u = min{p, θ} и log — логарифм по основанию 2.

В [2] доказаны оценки наилучших m-членных приближений классов SHr
p

и SWr
p по системе Ud в пространстве Lq при 1 < p, q < ∞ в случае ν = d, т. е.

r = (r1, . . . , r1). Более точно, справедливы соотношения

σm
(
SHr

p, U
d, Lq(Td)

)
� m−r1(logm)(d−1)(r1+ 1

2 ), (6)

причем r1 > (1/p − 1/q)+, если q ≥ 2, и r1 > (max(2/p, 2/q) − 1)/q, если q < 2
(здесь a+ = max{a, 0});

σm
(
SWr

p, U
d, Lq(Td)

)
� m−r1(logm)(d−1)r1 , (7)

причем r1 > max(1/p, 1/2) − 1/q, если q ≥ 2, и r1 > (max(2/p, 2/q) − 1)/q, если
q < 2.

Основным результатом настоящей статьи является
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Теорема 1. Пусть 1 < p, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r ∈ Rd
+ такой, что r1 >

1
min{u,q}

2
q∗
− 1

q . Тогда верны соотношения

σm(F, Ud, Lq) � m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1
2−

1
θ ),

где F — это класс SBr
pθ или класс SFr

pθ.
Таким образом, теорема 1 развивает оценки (6), (7) в двух направлениях:

рассматриваем, во-первых, две шкалы функциональных классов SBr
pθ и SFr

pθ,
которые включают в себя классы SHr

p и SWr
p соответственно (см. разд. 2);

во-вторых, произвольный вектор смешанной гладкости r = (r1, . . . , rd) вместо
вектора r = (r1, . . . , r1).

Как отмечалось во введении, наилучшие m-членные приближения и спе-
циальные нелинейные методы приближения на разных множествах (классах
функций) с помощью разных систем � рассматриваются во многих работах.
Здесь отметим лишь работы [18, 19], которые имеют прямое отношение к данной
работе. В [18], в частности, получены оценки наилучших m-членных прибли-
жений по системе V , аналогичной Ud, которая строится на основе ядер Валле-
Пуссена: при 1 < p, q <∞, 2 ≤ θ ≤ ∞

σm
(
SBr

pθ, V, Lq(Td)
)
� (m/ logν−1m)−r1(logν−1m)

1
2−

1
θ ,

σm
(
SWr

pθ, V, Lq(Td)
)
� (m/ logν−1m)−r1 ,

в [19] доказаны, в частности, оценки, аналогичные оценкам из теоремы 1 по
системе, являющейся тензорным произведением одномерных систем периоди-
зированных всплесков Мейера.

Подчеркнем, что при доказательстве оценок сверху следуем схеме из [2], а
также [19].

5. Оценки сверху

При получении оценок сверху будет использовано очевидное неравенство

σm(F, Ud, Lq) � Gq
m(F, Ud) (8)

для любого F ⊂ Lp и фактически будут доказаны оценки сверху для жадных
алгоритмов на соответствующих классах функций.

Теорема 2. Пусть 1 < p, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r ∈ Rd
+ такой, что r1 >

1
min{u,q}

2
q∗
− 1

q . Тогда справедливы оценки

Gq
m

(
SBr

pθ, U
d
)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ), (9)

Gq
m

(
SFr

pθ, U
d
)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ). (10)

Для доказательства теоремы 2 понадобятся следующие леммы.
Для 1 < v <∞ и каждого n ∈ N определим функцию (см. [19, разд. 6])

hvn(I) =
2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ

‖UI‖v
, (11)

для f ∈ L1 определим множество

Av(f, n) :=
{
I : |fI | > hvn(I)

}
, n = 1, 2, . . . .
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Лемма 1. Пусть f ∈ SBr
pθ ∪SFr

pθ, 1 < p, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r ∈ Rd
+. Тогда

если r1 > 1
u −

1
v , то имеет место оценка

]Av(f, n) � 2nnν−1.

Доказательство. Возьмем f ∈ SBr
pθ ∪SFr

pθ и обозначим Nε
s := Av(f, n) ∩

Dε
s. Можем записать

]Av(f, n) =
∑
ε

∑
(s,γ)<n

]Nε
s +

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

]Nε
s =:

∑
n

+
∑n

,

где вектор γ = (γ1, . . . , γd) выбран по вектору r так, что γj = 1, если j ∈ eν ,
и 1 < γj <

rj
r1

, если j ∈ ed \ eν .
Сначала оценим

∑
n. Тривиальным образом получаем∑

n
=

∑
ε

∑
(s,γ)<n

]
(
Av(f, n) ∩Dε

s

)
≤

∑
ε

∑
(s,γ)<n

]Dε
s �

∑
(s,γ)<n

2|s| � 2nnν−1. (12)

Перейдем к оценке
∑n.

I. Пусть f ∈ SBr
pθ. Так как δεs(f) =

∑
I∈Dε

s

fIUI и согласно (4) имеет место

соотношение
‖UI‖q � 2|s|(

1
2−

1
q ),

то, учитывая (11), получим∑n
=

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

]Nε
s =

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

∑
I∈Nε

s

1 ≤
∑
ε

∑
(s,γ)≥n

∑
I∈Dε

s

(
|fI |
hvn(I)

)u

≤ 2n(r1+ 1
v )un(ν−1)uθ

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2|s|(
1
2−

1
v )u

∑
I∈Dε

s

|fI |u =: K1.

Рассмотрим все возможные соотношения между p и θ.
(a) Если u = p = θ, то

K1 = 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1) θθ

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2|s|(
1
2−

1
v )p2−|s|(

1
2−

1
p )p2|s|(

1
2−

1
p )p

∑
I∈Dε

s

|fI |p

� 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|[(
1
v−

1
2 )p+ p

2−1]
∑
I∈Dε

s

‖UI‖θp|fI |θ

� 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|p(
1
v−

1
p )2−(s,r)θ2(s,r)θ∥∥δεs(f)

∥∥θ
p

� 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1)2−n( pv−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|r1p2(s,r)θ∥∥δεs(f)
∥∥θ
p

� 2nr1pn(ν−1)2n2−nr1p
∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2(s,r)θ∥∥δεs(f)
∥∥θ
p

� 2nn(ν−1)∥∥f | SBr
pθ

∥∥θ ≤ 2nn(ν−1).

(b) Если u = p < θ <∞, то, применяя неравенство Гёльдера с показателем
P = θ

p , P ′ = θ
θ−p , получим

K1 = 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1) pθ

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )p

∑
I∈Dε

s

|fI |p
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= 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1) pθ

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )p2−(s,r)p2−|s|(

1
2−

1
p )p2(s,r)p

∑
I∈Dε

s

‖UI‖pp|fI |p

≤ 2n(r1+ 1
v )pn(ν−1) pθ

[∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2[−|s|p( 1
v−

1
p )−(s,r)p] θ

θ−p

] θ−p
θ

×
[∑

ε

∑
(s,γ)≥n

2(s,r)p θp
∥∥δεs(f)

∥∥p θp
p

] p
θ ≤ 2n(r1+ 1

v )pn(ν−1) pθ n(ν−1) θ−pθ

× 2−np(
1
v+r1)2n

∥∥f | SBr
pθ

∥∥p ≤ 2nnν−1.

(c) Если u = p < θ = ∞, то

K1 = 2n(r1+ 1
v )p

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )p

∑
I∈Dε

s

|fI |p

= 2n(r1+ 1
v )p

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
p )p2−(s,r)p

(
2(s,r)

[ ∑
I∈Dε

s

(‖UI‖p|fI |)p
] 1
p
)p

≤ 2n(r1+ 1
v )p

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|[(
1
v−

1
p )+r1]p

(
sup
s∈Nd0

2(s,r)∥∥δεs(f)
∥∥
p

)p
≤ 2n(r1+ 1

v )p2−n[( 1
v−

1
p )+r1]pnν−1∥∥f | SBr

pθ

∥∥p ≤ 2nnν−1.

(d) Если u = θ < p, то, применяя к внутренней сумме неравенство Гёльдера
с показателем Q = p

θ , Q
′ = p

p−θ , получим

K1 = 2n(r1+ 1
v )θn(ν−1) θθ

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )θ

∑
I∈Dε

s

|fI |θ

= 2n(r1+ 1
v )θn(ν−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )θ

∑
I∈Dε

s

2−|s|(
1
2−

1
p )θ‖UI‖θp|fI |θ

≤ 2n(r1+ 1
v )θn(ν−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )θ

[ ∑
I∈Dε

s

2−|s|(
1
2−

1
p )θ p

p−θ

] p−θ
p

[ ∑
I∈Dε

s

‖UI‖pp|fI |p
] θ
p

= 2n(r1+ 1
v )θn(ν−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )θ2|s|

p−θ
p 2−|s|(

1
2−

1
p )θ∥∥δεs(f)

∥∥p θp
p

≤ 2n(r1+ 1
v )θn(ν−1)

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2−|s|(
1
v−

1
2 )θ2|s|2−|s|

θ
2 2−(s,r)θ2(s,r)θ∥∥δεs(f)

∥∥θ
p

≤ 2n(r1+ 1
v )θnν−12−n( 1

v−
1
2 )θ2n2−n

θ
2 2−nr1θ

∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2(s,r)θ∥∥δεs(f)
∥∥θ
p

� 2nnν−1∥∥f | SBr
pθ

∥∥θ ≤ 2nn(ν−1).

Итак, оценка
∑n установлена для всех соотношений между p и θ. Отсюда и из

(12) находим, что для f ∈ SBr
pθ имеет место оценка ]Av(f, n) � 2nnν−1, где

постоянная не зависит от f и n.
II. Пусть f ∈ SFr

pθ. Предположим сначала, что p ≤ θ. Хорошо известны
вложения

SBr
pmin{p,θ} ↪→ SF r

pθ ↪→ SBr
pmax{p,θ}. (13)

В силу правой части (13) имеем

SF r
pθ ↪→ SBr

pθ. (14)
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Следовательно, из доказанного п. I получим∑n
� 2nnν−1∥∥f | SBr

pθ

∥∥λ � 2nnν−1∥∥f | SFr
pθ

∥∥λ � 2nnν−1

(с некоторым λ ≥ 1).
Пусть 1 ≤ θ < p. В силу неравенства между нормами ‖ · ‖θ ≤ ‖ · ‖p справед-

ливо вложение
SF r

pθ ↪→ SF r
θθ ≡ SBr

θθ. (15)

Отсюда снова из п. I имеем∑n
� 2nnν−1∥∥f | SBr

θθ

∥∥λ � 2nnν−1∥∥f | SFr
pθ

∥∥λ � 2nnν−1

(с некоторым λ ≥ 1).
Итак, оценка

∑n установлена полностью. Отсюда и из (12) находим, что
для f ∈ SFr

pθ имеет место оценка

]Av(f, n) � 2nnν−1,

причем постоянная здесь не зависит от f и n.
Лемма 1 доказана полностью.

Пусть f ∈ L1. Для n ∈ N обозначим

gn(f) =
∑

I∈Av(f,n)

fIUI , fn := f − gn(f).

Из определения функции fn, очевидно, имеем

fnI =
{
fI , если |fI | ≤ hvn(I),
0 иначе.

Следовательно, ∣∣fnI ∣∣ ≤ min
{
|fI |, hvn(I)

}
. (16)

Лемма 2. Пусть f ∈ SBr
pθ ∪SFr

pθ, 1 < p, v < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, p∗ ≤ q < ∞,
r ∈ Rd

+. Тогда если r1 > 1
v

( q
u − 1

)
, то имеет место оценка

‖fn‖q � 2−nr1n(ν−1)( 1
2−

1
θ )

с постоянной, не зависящей от f и M .
Доказательство. Так как по условию леммы q ≥ 2, из теоремы B следует,

что

‖fn‖2q �
∑
ε

∑
s

∥∥δεs(fn)
∥∥2
q

=
∑
ε

∑
(s,γ)<n

∥∥δεs(fn)
∥∥2
q

+
∑
ε

∑
(s,γ)≥n

∥∥δεs(fn)
∥∥2
q

=:
∑

n
+

∑n
.

Оценим сначала
∑

n. Поскольку
∣∣fnI ∣∣ ≤ hvn(I), I ∈ Dε

s, по определению
множества Av(f, n) и с учетом леммы Г из [11] имеем∥∥δεs(fn)

∥∥q
q
� hvn(I)q

∑
I∈Dε

s

‖UI‖qq � 2−n(r1+ 1
v )qn(1−ν) 1

θ q

× 2|s|(
1
v−

1
2 )q2|s|(

1
2−

1
q )q2|s| � (2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ )q2|s|

1
v q.
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Отсюда получаем∑
n

=
∑
ε

∑
(s,γ)<n

∥∥δεs(fn)
∥∥2
q
� (2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ )2

×
∑

(s,γ)<n

2|s|
1
v 2 � 2−n(r1+ 1

v )2n(1−ν) 2
θ 2n

1
v 2n(ν−1) = (2−nr1n(ν−1)( 1

2−
1
θ ))2. (17)

Теперь оценим
∑n. Пусть сначала f ∈ SBr

pθ.
Применяя неравенство разных метрик (5) и неравенство

∣∣fnI ∣∣ ≤ |fI |, полу-
чим∥∥δεs(fn)

∥∥q
q
�

∑
I∈Dε

s

∥∥fnI UI∥∥qq =
∑
I∈Dε

s

∥∥fnI UI∥∥q−pq

∥∥fnI UI∥∥pq
≤

∑
I∈Dε

s

hvn(I)q−p‖UI‖q−pq

∥∥fnI UI∥∥pq � hvn(I)q−p2|s|(
1
2−

1
q )(q−p)

∑
I∈Dε

s

∥∥fnI UI∥∥pq
�

[
hvn(I)2|s|(

1
2−

1
q )]q−p2|s|(1− p

q )
∑
I∈Dε

s

∥∥fnI UI∥∥pp
�

[
2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ 2|s|(

1
v−

1
2 )2|s|(

1
2−

1
q )]q−p2|s|(1−

p
q )∥∥δεs(fn)

∥∥p
p
.

Используя неравенство Гёльдера с показателем P = qθ
2p , P ′ = qθ

qθ−2p , получим∑
ε

∑
(s,γ)≥n

∥∥δεs(fn)
∥∥2
q
� [2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ ]

q−p
q 2

×
∑
ε

∑
(s,γ)≥n

2|s|
1
v
q−p
q 2∥∥δεs(fn)

∥∥ 2p
q

p
2−(s,r) 2p

q 2(s,r) 2p
q ≤ [2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ ]

q−p
q 2

×
[ ∑
(s,γ)≥n

2|s|
1
v
q−p
q 2 qθ

qθ−2p 2−|s|r1
2p
q

qθ
qθ−2p

] qθ−2p
qθ

×
[∑

ε

∑
(s,γ)≥n

∥∥δεs(fn)
∥∥ 2p

q
qθ
2p

p
2(s,r) 2p

q
qθ
2p

] 2p
qθ ≤ [2−n(r1+ 1

v )n(1−ν) 1
θ ]

q−p
q 2

× [nν−12−n
2θ

2p−qθ [ 1
v (q−p)−r1p]]

qθ−2p
qθ

∥∥f | SBr
pθ

∥∥ 2p
q ≤ (2−nr1n(ν−1)( 1

2−
1
θ ))2. (18)

Из (17) и (18) получаем требуемую оценку для классов SBr
pθ.

Предположим, что f ∈ SFr
pθ. Рассуждения аналогичны рассуждениям при

доказательстве леммы 1. При θ ≥ p в силу вложения (14) находим, что для
f ∈ SFr

pθ имеют место оценки

‖fn‖q � 2−nr1n(ν−1)( 1
2−

1
θ )∥∥f | SBr

min{p,θ}q
∥∥λ

� 2−nr1n(ν−1)( 1
2−

1
θ )‖f | SFr

pθ ‖λ ≤ 2−nr1n(ν−1)( 1
2−

1
θ )

(с некоторым λ ≥ 1).
Пусть 1 ≤ θ < p. В силу неравенства между нормами ‖ · ‖θ ≤ ‖ · ‖p справед-

ливо вложение (15). Тогда

‖fn‖q � 2−nr1n(ν−1)( 1
2−

1
θ )∥∥f | SBr

θθ

∥∥λ
� 2−nr1n(ν−1)( 1

2−
1
θ )∥∥f | SFr

pθ

∥∥λ ≤ 2−nr1n(ν−1)( 1
2−

1
θ )
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(с некоторым λ ≥ 1).
Лемма 2 доказана полностью.

Пусть 1 < v < ∞. Рассмотрим теперь «Lv-жадный» алгоритм Gv(·, Ud):
для f ∈ L1 переставим последовательность {‖fIUI‖v} в убывающем порядке

‖fI1UI1‖v ≥ ‖fI2UI2‖v ≥ . . .

и выпишем сумму

Gv
m(f, Ud) =

m∑
j=1

fIjUIj , m ∈ N.

Для множества F ⊂ Lq положим

Gv
m(F, Ud, Lq) := sup

f∈F

{∥∥f −Gv
m(f, Ud)

∥∥
q

}
.

Теорема 3. Пусть 1 < p, v <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, p∗ ≤ q <∞, r ∈ Rd
+ такой, что

r1 > max
{ 1
u −

1
v ,

( q
u − 1

) 1
v

}
. Тогда справедливы оценки

Gv
m

(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ),

Gv
m

(
SFr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ).

Доказательство. Зададим m ∈ N и положим

n(m) := max
{
n ∈ N : ]Av(f, n) ≤ m ∀ f ∈ SBr

pθ ∪SFr
pθ

}
.

Из леммы 1 следует, что
2n(m) � m(logm)1−ν .

Рассмотрим разность
g := f −Gv

m(f, Ud).

По определению g имеем gI = 0 при I ∈ {I1, . . . , Im} и gI = fI в противном
случае. Пусть I, J — любые диадические параллелепипеды из Dd такие, что

|fI | > hvn(m)(I), hvn(m)(J) ≥ |fJ |.

Тогда справедливо

‖fIUI‖v > hvn(m)(I)‖UI‖v = hvn(m)(J)‖UJ‖v ≥ ‖fJUJ‖v.

Так как по выбору n(m) имеем ]Av(f, n(m)) ≤ m, то I ∈ {I1, . . . , Im}. Поэтому
gI = 0. Следовательно, для g выполняется неравенство

|gI | ≤ hvn(m)(I), I ∈ Dε
s. (19)

Легко показать, что cg ∈ SBr
pθ (cg ∈ SFr

pθ) с постоянной c > 0, не зависящей
от f и n(m).

Стало быть, по лемме 2 с учетом (19) имеем

Gv
m

(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� 2−n(m)r1n(m)(ν−1)( 1

2−
1
θ ) � m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ),

соответственно

Gv
m

(
SFr

pθ, U
d, Lq

)
� 2−n(m)r1n(m)(ν−1)( 1

2−
1
θ ) � m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ).

Теорема 3 доказана.
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Доказательство теоремы 2. Доказательство проведем для классов SBr
pθ.

Для классов SFr
pθ доказательство совершенно аналогично.

(a) Пусть 2 ≤ q < ∞. Рассмотрим все возможные соотношения между p
и q.

(i) Пусть 1 < p ≤ q. Применяя теорему 3 с v = q, получим требуемую
оценку (9) и условие на параметры r1 >

1
u −

1
q .

(ii) Пусть q < p <∞. Из определения 1 и неравенства ‖ · ‖q ≤ ‖ · ‖p следует
включение SBr

pθ ⊂ SBr
qθ . Тогда имеем неравенство

Gq
m

(
SBr

pθ, U
d
)
≤ Gq

m

(
SBr

qθ, U
d
)
, где Gq

m

(
SBr

pθ, U
d
)

:= Gq
m

(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
.

Таким образом, можем свести этот случай к случаю (i), и условие на параметры
имеет вид r1 > 1

min{q,θ} −
1
q .

(b) Пусть 1 < q < 2. Снова рассмотрим все возможные соотношения между
p и q.

(iii) Пусть 1 < p ≤ q. Из неравенства ‖ · ‖q ≤ ‖ · ‖2 следует неравенство

Gq
m

(
SBr

pθ, U
d
)
≤ Gq

m

(
SBr

pθ, U
d, L2

)
.

Используя теорему 3 для величины Gq
m

(
SBr

pθ, U
d, L2

)
, получим требуемую оцен-

ку (9) и условие на параметры r1 >
( 2
u − 1

) 1
q .

(iv) Пусть q < p <∞. Здесь, снова используя неравенство из п. (a)

Gq
m

(
SBr

pθ, U
d
)
≤ Gq

m

(
SBr

qθ, U
d
)
,

получим аналогично (i) оценку (9) и условие на параметры r1 >
( 2

min{q,θ} −1
) 1
q .

Теорема 2 доказана.

С учетом (8) из теоремы 2 получаем

Следствие 1. В условиях теоремы 2 справедливы оценки

σm
(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ),

σm
(
SFr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ).

6. Оценки снизу

В этом разделе установим оценки снизу.

Теорема 4. Пусть 1 < p, q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r ∈ Rd
+ такой, что r1 >( 1

p −
1
q

)
+. Тогда справедливы оценки

σm
(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ), (20)

σm
(
SFr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(ν−1)(r1+ 1

2−
1
θ ). (21)

Ниже понадобятся некоторые факты из теории базисов Хаара и дополни-
тельные свойства системы Ud (см. [2]). Пусть H := {HI}I — одномерная
система Хаара, где I — диадические интервалы вида I = [(j − 1)2−n, j2−n),
j = 1, . . . , 2n; n = 0, 1, . . . , и

H[0,1)(x) = 1, x ∈ [0, 1),
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H[(j−1)2−n,j2−n) =


2n/2, x ∈

[
(j − 1)2−n,

(
j − 1

2

)
2−n

)
,

2−n/2, x ∈
[(
j − 1

2

)
2−n, j2−n

)
,

0 иначе.

Рассмотрим многомерный базис Хаара H d := H × · · · ×H , который со-
стоит из функций

HI(x) =
d∏

j=1

HIj (xj), I = I1 × · · · × Id, x = (x1, . . . , xd).

Будем говорить, что система � = {ψ} Lq-эквивалентна системе Хаара
H d, если для любого конечного набора � и для любых коэффициентов {cI}
имеем

C1(�, p, d)
∥∥∥∑
I∈�

cIHI

∥∥∥
q
≤

∥∥∥∑
I∈�

cIψI
∥∥∥
q
≤ C2(�, p, d)

∥∥∥∑
I∈�

cIHI

∥∥∥
q
.

Хорошо известно (см, например, [20]), что система Хаара удовлетворяет нера-
венству Литтлвуда — Пэли в строгой форме∥∥∥∑

I

cIHI

∥∥∥
q

=
∥∥∥(∑

I

|cIHI |2
)1/2∥∥∥

q
, 1 < p <∞. (22)

В [21] доказано, что система U является безусловным базисом и Lq-эквивалент-
на системе ХаараH для любого 1 < q <∞. Отсюда легко следует, что кратная
система Ud Lq-эквивалентна H d.

Доказательство теоремы 4. При получении оценок снизу, не ограни-
чивая общности, возьмем ν = d. Оценка (20) не зависит от p и q, поэтому ее
достаточно доказать для случая 1 < q < 2 < p <∞.

I. Рассмотрим классы SBr
pθ. Построим полином g по системе Ud следующим

образом (n ∈ N):
g(x) = gn(x) =

∑
|s|=n

δε̄s(g, x),

где ε̄ = (+, . . . ,+) и для каждого s ∈ Nd
0

δε̄s(g) = n(1−d) 1
θ 2−|s|(r1+

1
2 )

∑
I∈Dε

s

UI .

Подберем n ∈ N по m ∈ N так, чтобы

Tn :=
∑
|s|=n

]Dε̄
s(g) ≥ 2m, 2nnd−1 � m.

В силу теоремы A и формул (3), (4) имеем∥∥g | SBr
pθ

∥∥ � {∑
s

2|s|r1θ
[ ∑
I∈Dε̄

s

(|I|
1
p−

1
2 )p

] θ
p
} 1

θ

= n(1−d) 1
θ

{ ∑
|s|=n

2|s|r1θ2−|s|(r1+
1
2 )θ2|s|(

1
2−

1
p )θ(]Dε̄

s(g)
) θ
p

} 1
θ

� n(1−d) 1
θ

{ ∑
|s|=n

1
} 1

θ � 2−n
1
θ n(1−d) 1

θ

{ ∑
|s|=n

2(s,γ)
} 1

θ
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� 2−n
1
θ n(1−d) 1

θ (2nnν−1)
1
θ = 1.

Следовательно, полином cgn принадлежит классу SBr
pθ с постоянной c, не за-

висящей от n. Тогда, учитывая теорему А и формулу (22), имеем (ниже χI —
характеристическая функция I)

σm
(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� σm(gn, Ud, Lq) � min

]�=m

∥∥∥( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

(|gIHI |)2
) 1

2
∥∥∥
q

= n(1−d) 1
θ 2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

∥∥∥( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
) 1

2
∥∥∥
q
. (23)

Легко видеть (см. также [1, введение]), что
∑
|s|=n

1 � nd−1. Продолжим (23):

n(1−d) 1
θ 2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

∥∥∥( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
) 1

2
∥∥∥
q

= n(1−d) 1
θ 2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

( ∫
[0,1)d

( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
) q

2
dx

) 1
q

= n(1−d) 1
θ 2−n(r1+ 1

2 )n−(d−1)( 1
q−

1
2 )n(d−1)( 1

q−
1
2 ) min

]�=m

( ∫
[0,1)d

( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
) q

2
dx

) 1
q

� n(1−d)( 1
θ+ 1

q−
1
2 )2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

( ∫
[0,1)d

( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
) q

2
( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s

χI
)1− q

2
dx

) 1
q

≥ n(1−d)( 1
θ+ 1

q−
1
2 )2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

( ∫
[0,1)d

( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
) q

2
( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI
)1− q

2
dx

) 1
q

= n(1−d)( 1
θ+ 1

q−
1
2 )2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

( ∫
[0,1)d

∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI dx

) 1
q

. (24)

Наконец, с учетом выбора n (и Tn) по m, из (24) и (23) получим

σm
(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� n(1−d)( 1

θ+ 1
q−

1
2 )2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

( ∫
[0,1)d

∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI dx

) 1
q

= n(1−d)( 1
θ+ 1

q−
1
2 )2−n(r1+ 1

2 ) min
]�=m

( ∑
|s|=n

∑
I∈Dε̄

s\�

χI2−|s|
) 1
q

� n(1−d)( 1
θ+ 1

q−
1
2 )2−n(r1+ 1

2 )(2−n(Tn−m))
1
q

� n(1−d)( 1
θ+ 1

q−
1
2 )2−n(r1+ 1

2 )n(d−1) 1
q

� 2−nr1n(d−1)( 1
2−

1
θ ) � m−r1(logm)(d−1)(r1+ 1

2−
1
θ ),

что и требовалось.
II. Перейдем к рассмотрению класса SFr

pθ. Если q < p, то по левому из
вложений (13) и уже доказанной оценке для классов SBr

pθ получим

σm
(
SFr

pθ, U
d, Lq

)
� σm

(
SBr

pθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(d−1)(r1+ 1

2−
1
θ ).
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Если q > p, то в силу включения SBr
θθ ⊂ SFr

pθ и снова по доказанному выше
имеем

σm
(
SFr

pθ, U
d, Lq

)
� σm

(
SBr

θθ, U
d, Lq

)
� m−r1(logm)(d−1)(r1+ 1

2−
1
θ ).

Таким образом, оценка (20) для классов SFr
pθ также доказана.

Теорема 4 доказана полностью.

Из следствия 1 и теоремы 4 следует теорема 1.

Выражаю признательность Д. Б. Базарханову за ценные советы и внимание
к работе, а также за возможность ознакомиться с рукописью статьи [19].
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