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О ГРУППАХ С ФРОБЕНИУСОВЫМИ
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Аннотация. Найдены условия, при которых теоретико-множественное объедине-
ние ядер двупорожденных фробениусовых подгрупп группы G с фиксированным
циклическим дополнением порядка 3n является нормальной в G подгруппой.
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В работе исследуются группы с H-фробениусовым элементом a порядка,
кратного 3.

Элемент a группы G называется H-фробениусовым, если H — собствен-
ная подгруппа в G и все подгруппы вида Lg = 〈a, ag〉, где g ∈ G \ H, явля-
ются группами Фробениуса с дополнениями, содержащими элемент a. Если
при этом дополнения всех групп Lg совпадают с 〈a〉, то элемент a называется
циклически H-фробениусовым, а при условии H = NG(〈a〉) — фробениусовым
[1, 2]. Такие системы фробениусовых подгрупп появляются естественно в иссле-
дованиях групп с различными условиями конечности, факторизуемости, точной
2-транзитивности и др. Конечные группы с фробениусовым элементом порядка
> 2 изучались Фишером [3, 4] и Ашбахером [5]. Произвольные группы G с цик-
лически H-фробениусовым элементом a простого нечетного порядка рассмотре-
ны В. П. Шунковым [6], а в случае |a| > 2 — А. И. Созутовым [7]. В этих работах
доказано, что нормальные замыкания 〈aG〉 и 〈aH〉 циклически H-фробениусова
элемента a являются группами Фробениуса с дополнением 〈a〉.

Пусть G — группа с H-фробениусовым элементом a порядка > 2. Основная
задача наших исследований сформулирована в вопросе 10.61 из [8]: является ли
объединение всех ядер фробениусовых подгрупп с дополнением 〈a〉 подгруппой
группы G?

Положительный ответ на этот вопрос известен в случае |a| = 2n [9], а также
в случае, когда |a| /∈ {3, 5} и элемент a конечен в G [10]. При этом в первом
случае в доказательстве существенно использовались абелевость ядер фробени-
усовых подгрупп Lg и единственность инволюции в дополнении, во втором —
конечность всех подгрупп Lg (g ∈ G).

Как известно, ядро конечной группы Фробениуса нильпотентно, а под-
группа дополнения, порожденная всеми элементами простых порядков, либо
циклическая, либо изоморфна прямому произведению холловской циклической
подгруппы на одну из групп SL2(3), SL2(5) (это объясняет исключительность
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случая |a| ∈ {3, 5}). Каждая подгруппа конечной группы Фробениуса, порож-
денная парой сопряженных элементов, выбранных из разных дополнений, снова
фробениусова. В бесконечной группе Фробениуса указанные свойства не обя-
заны выполняться. Как доказано в [11], каждая группа изоморфно вложима в
ядро подходящей группы Фробениуса с циклическим дополнением, и согласно
[12, 13] периодическая группа Фробениуса с абелевым ядром не обязана быть
локально конечной. Поэтому полное решение вопроса 10.61 из [8] в настоя-
щий момент представляется авторам проблематичным. Но для случаев, ко-
гда порядок элемента a кратен 3 или 5, прогноз более оптимистичен в связи с
явным прогрессом в изучении групп и дополнений Фробениуса, порожденных
элементами малых порядков (см., например, [14–21]). Так, А. Х. Журтовым,
В. Д. Мазуровым и В. А. Чуркиным найден ряд перспективных для поставлен-
ной задачи условий, при которых группа Фробениуса, порожденная элементами
малых порядков, конечна. Работа опирается на эти результаты.

Напомним, что неединичный элемент b группы X называется конечным
в X, если для любого x ∈ X подгруппа 〈b, bx〉 конечна.

Теорема. Пусть a — H-фробениусов элемент группы G, |a| = 3n > 3, b —
элемент порядка 3 из 〈a〉 и выполнено хотя бы одно из следующих условий:

(1) множество b−1 · bH состоит из периодических элементов и n кратно 3;
(2) подгруппа 〈a〉 содержит конечный в H 3′-элемент.
Тогда объединение F всех ядер фробениусовых подгрупп с дополнением

〈a〉 является нормальной в G локально конечной нильпотентной подгруппой и
G = FH.

Необходимо отметить, что вопрос 10.61 в случае |a| = 3 остается пока нере-
шенным даже при дополнительном условии конечности группы G.

1. Определения и основные используемые результаты

Определение 1. Неединичная собственная подгруппа H группы G назы-
вается обособленной в G, если H∩Hg = 1 для любого элемента g ∈ G\H; (G,H)
в этом случае называется парой Фробениуса.

Определение 2. Группа G называется группой Фробениуса (фробениусо-
вой группой) с неинвариантным множителем (дополнением) H и ядром (ин-
вариантным множителем) F , если 1) (G,H) — пара Фробениуса; 2) F / G
и G = F hH; 3) G \ F# =

⋃
Hg.

Отметим также следующее свойство (см. эквивалентное определение 2.1
в [2]).

Предложение 1. Группа G = F h H тогда и только тогда есть группа
Фробениуса с ядром F и дополнением H, когда подгруппа H обособлена в G и
каждый неединичный элемент из G содержится либо в F , либо точно в одной
подгруппе, сопряженной с H.

Как доказал В. В. Блудов [11], каждая группа изоморфна некоторой под-
группе ядра подходящей группы Фробениуса, и для любой правоупорядоченной
группы H существуют группы Фробениуса с дополнением H. Дополнения мо-
гут быть также периодическими не локально конечными группами [12, 13]. Так,
например, следующее предложение вытекает из теоремы 3.1 в [12] и теоремы 5.1
в [2].
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Предложение 2. Пусть n, k, q — натуральные числа, q — простое число,
(q, k) = 1, π(n) ⊆ π(k), число n нечетно и n ≥ 665. Тогда для любого натураль-
ного m ≥ 2 существует бесконечная m-порожденная группа Фробениуса, яд-
ро F которой — элементарная абелева q-группа, а дополнение H — бесконечная
m-порожденная группа периода nk с циклическим локально конечным радика-
лом порядка k.

Очевидно, что в группе G = F hH из предложения 2 любой неединичный
элемент a ∈ H является H-фробениусовым. Если при этом элемент a выбран за
пределами локально конечного радикала группы H, то нетрудно убедиться, что
среди подгрупп Lg = 〈a, ag〉 (g ∈ G \H) есть бесконечные группы Фробениуса с
не локально конечным дополнением Hg = H ∩ Lg.

Значительный прогресс был достигнут в изучении групп и дополнений Фро-
бениуса, порожденных элементами малых порядков [15–19]. Особенно интересен
по контрасту с предыдущими примерами результат А. Х. Журтова о конечности
группы Фробениуса, порожденной двумя элементами порядка ≤ 4.

Предложение 3 (теорема Журтова). Пусть G — группа Фробениуса, по-
рожденная двумя элементами, порядки которых не превосходят 4. Тогда G
конечна и ядро группы G абелево.

Предложение 4 (теорема Мазурова — Чуркина [18]). Нормальное замы-
кание элемента x порядка 3 в группе G, свободно действующей на абелевой
группе, конечно при условии, что любой коммутатор [x, g] (g ∈ G) имеет конеч-
ный порядок.

Предложение 5 [2, лемма 1.1]. Конечная группа G, порожденная эле-
ментами простых порядков и действующая свободно на абелевой группе, изо-
морфна одной из следующих групп: 1) циклической группе Zm; 2) прямому
произведению Zm×SL2(5), где Zm — циклическая {2, 3, 5}′-группа; 3) прямому
произведению Zm × SL2(3), где Zm — циклическая {2, 3}′-группа.

Предложение 6 (теорема Горчакова [22]). Если G = F h H, подгруппа
H локально конечна и обособлена в G, а F локально нильпотентна, то G в том
и только том случае является группой Фробениуса с ядром F и дополнением
H, когда F — π(H)-полная группа.

Приведем также основные результаты работ [7, 9], используемые далее.

Предложение 7 [7]. Если G — группа с циклически H-фробениусовым
элементом a и |a| > 2, то 〈aG〉 = F h 〈a〉 — группа Фробениуса с дополнением
〈a〉 и G = F hNG(〈a〉).

Предложение 8 [9]. Если группа G содержит H-фробениусов элемент a
четного порядка > 2, то G = F h CG(i), где F — периодическая абелева под-
группа и i — инволюция из 〈a〉. В частности, F совпадает с объединением всех
ядер фробениусовых подгрупп группы G с дополнением 〈a〉 и G = FH.

2. Некоторые свойства групп Фробениуса

Нам понадобится ряд свойств групп Фробениуса. В предложениях 9–13
G = F hH — группа Фробениуса c ядром F и дополнением H.

Предложение 9 [2, лемма 2.1]. Пусть a ∈ H# и L = F h 〈a〉. Тогда
(1) Отображение f → [a, f ] биективно на F .
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(2) L — группа Фробениуса с неинвариантным множителем 〈a〉 и ядром F .
(3) Если L = Bh〈v〉 и NL(〈v〉) = 〈v〉, то B = F и 〈v〉 = 〈ac〉 для подходящего

c ∈ F .
(4) Если b ∈ L и M = 〈a, ab〉 — группа Фробениуса с дополнением 〈v〉, то

M ∩F — ядро группы M , подгруппы 〈a〉, 〈v〉 и 〈ab〉 сопряжены в M и M = 〈a, b〉.
Предложение 10 [2, леммы 2.1, 2.2]. Любая нормальная в G подгруппа

либо содержит ядро F , либо содержится в F . Для любой собственной под-
группы K дополнения H подгруппа F h K — группа Фробениуса с ядром F
и дополнением K.

Предложение 11 [2, лемма 2.5]. Если подгруппа R нормальна в G и соб-
ственно содержится в F и R hH является группой Фробениуса с дополнением
H и ядром R, то G/R — группа Фробениуса с ядром F/R и дополнением HR/R.

Предложения 12–14 хорошо известны.

Предложение 12 [2, леммы 2.3, 2.4]. Если H содержит инволюцию i, то
она единственна в H, f i = f−1 для любого элемента f ∈ F и F — абелева
группа. Если b — элемент порядка 3 из H, то для любого элемента f ∈ F
подгруппа 〈fF 〈b〉〉 абелева, а ядро F нильпотентно класса нильпотентности ≤ 2.

Предложение 13. Если ядро F нильпотентно, то пересечение π(H)∩π(F )
пусто.

Предложение 14. Если (G,H) — пара Фробениуса и группа G локаль-
но конечна, то G является группой Фробениуса с нильпотентным ядром F и
дополнением H.

Следующее предложение дополняет предложение 11.

Предложение 15. Пусть H,F,R — собственные подгруппы группы G,
F < R, F / G и R / G. Если подгруппа FH является группой Фробениуса
с ядром F и дополнением H, а фактор-группа G/F — группой Фробениуса с
ядром R/F и дополнением HF/F , то G — группа Фробениуса с ядром R и
дополнением H.

Доказательство. Из равенств FH = F h H, G/F = (R/F ) h (FH/F ) и
обособленности подгруппы FH/F в G/F следует равенство G = R h H (усло-
вие 2 определения 2). Если g ∈ G и H ∩Hg 6= 1, то (FH)Fg ∩ FH 6= F и ввиду
условий заключаем, что g ∈ FH и затем g ∈ H. Следовательно, подгруппа H
обособлена в G (условие 1 определения 2). Наконец, в силу предложения 1 эле-
мент g ∈ G\R содержится в смежном классе gF , сопряженном в фактор-группе
G/F с подходящим смежным классом hF (h ∈ H), каждый элемент которого
сопряжен в F h H с элементом из H. Стало быть, условие 3 определения 2
также выполнено, и предложение доказано.

В связи с предложением 15 и вопросами 6.55, 13.54 из [8] cформулируем
следующий

Вопрос. Существует ли периодическая группа Фробениуса, дополнение
которой является группой Фробениуса?

Предложение 16. Конечно порожденная группа Фробениуса с локально
нильпотентным ядром и локально конечным дополнением конечна.

Доказательство. Пусть G = F hH — контрпример. Понятно, что неин-
вариантный множитель H в G конечен, по теореме 7.2.8 из [23] ядро F — конеч-
но порожденная группа и ввиду условия группа F нильпотентна. Поскольку
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нильпотентная периодическая группа локально конечна, F — бесконечная не
периодическая группа. По теореме 16.2.7 из [24] все элементы конечных поряд-
ков из F составляют характеристическую подгруппу T — периодическую часть
группы F . Если T 6= 1, то понятно, что ThH — локально конечная группа Фро-
бениуса и по предложению 11 G/T является группой Фробениуса с ядром F/T
и дополнением HT/T , удовлетворяющей всем условиям предложения. Поэтому
далее считаем, что T = 1 и F — группа без кручения. Пусть Zk — предпо-
следний член верхнего центрального ряда группы F . По упражнению 16.2.10
из [24] фактор-группа F/Zk является абелевой группой без кручения и в силу
конечной порожденности F и теоремы 8.1.2 из [24] F/Zk — прямое произведение
бесконечных циклических подгрупп. Пусть 〈fZk〉 — один из этих множителей
и f — его прообраз в F . Тогда для любого натурального числа p > 1 уравне-
ние xp = f неразрешимо в F , в частности, это верно и для p ∈ π(H). Однако
последнее противоречит предложению 6. Следовательно, предложение верно.

3. Доказательство теоремы

Пусть далее G — группа, H — ее собственная подгруппа, a — H-фробениу-
сов элемент и 〈b〉 — подгруппа порядка 3 из 〈a〉.

Лемма 1. Для любого неединичного c ∈ 〈a〉 выполняется включение

NG(〈c〉) ≤ H.

Доказательство. Пусть g ∈ NG(〈c〉) \ H, тогда Lg = 〈a, ag〉 ≤ CG(〈c〉) и
в Lg нет обособленных подгрупп. Значит, Lg не является группой Фробениуса
(определения 1, 2); противоречие, доказывающее лемму.

Для элемента g ∈ G \H через Lg условимся обозначать подгруппу 〈a, ag〉 =
Fg h Hg, которая по условиям теоремы является группой Фробениуса с ядром
Fg и дополнением Hg, в котором содержится элемент a.

Лемма 2. Ядро Fg группы Lg нильпотентно класса нильпотентности ≤ 2.
Подгруппа 〈ag〉 содержится в некотором дополнении Hf

g , где f ∈ Fg.
Доказательство. По условию a ∈ Hg, по предложению 1 〈a〉 ≤ Hg. В си-

лу предложения 12 группа Fg нильпотентна класса нильпотентности ≤ 2. По
теореме 16.2.7 из [24] все элементы конечных порядков из F составляют ха-
рактеристическую подгруппу Tg, и ввиду теоремы Шмидта и предложения 14
Tg h 〈b〉 — локально конечная группа Фробениуса с дополнением 〈b〉 и ядром
Tg, не содержащим 3-элементов (предложение 13). Следовательно, ag /∈ Fg, и
〈ag〉 ≤ Hf

g согласно предложению 1 для подходящего неединичного элемента
f ∈ Fg. Лемма доказана.

Лемма 3. Для каждого элемента g ∈ G\H пересечение aG∩H ∩Hg пусто
и Fg � H.

Доказательство. Пусть g ∈ G \ H и ag ∈ H. По условию Lg = 〈a, ag〉
является группой Фробениуса с ядром Fg и дополнением K, a ∈ K. По лемме 2
ag ∈ Kf для подходящего элемента f ∈ Fg. По предположению f ∈ H, значит,
gf−1 /∈ H, и по условию L = 〈a, agf−1〉 = RhT — группа Фробениуса с ядром R
и дополнением T , при этом a ∈ T и L ≤ K. По предложению 10 M = Fg hR —
группа Фробениуса с ядром Fg и дополнением R, и согласно определениям 2
и 1 NM (R) = R. По предложению 15 (Fg h R) h T — группа Фробениуса с
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ядром M и дополнением 〈T 〉. По предложению 12 подгруппа M нильпотентна,
в частности, NM (R) 6= R; противоречие. Значит, ag /∈ H, и лемма верна.

Лемма 4. Для каждого элемента g ∈ G \H ядро Fg является периодиче-
ской группой.

Доказательство. В силу леммы 3 множество Fg \ H непусто, и пусть
c ∈ Fg \ H. Ввиду условия и предложения 9 Lc = 〈a, ac〉 = Fc h 〈a〉 — группа
Фробениуса с ядром Fc = Fg ∩ Lc и дополнением 〈a〉. По лемме 2 подгруппа
Fc нильпотентна, и по предложению 16 подгруппа Lc конечна. Следовательно,
|c| <∞, и каждый элемент из Fg \H имеет конечный порядок.

Пусть s ∈ Fg ∩ H, c ∈ Fg \ H. Тогда sc ∈ Fg \ H и по доказанному выше
порядок элемента sc конечен. Поскольку подгруппа Fg нильпотентна по лем-
ме 2, в силу теоремы 16.2.7 из [24] порядок элемента s также конечен. Лемма
доказана.

Лемма 5. Hg = 〈a, agf 〉 для единственного элемента f ∈ Fg, при этом
Hg ≤ H.

Доказательство. Существование точно одного элемента f ∈ Fg, для ко-
торого подгруппа Hg = 〈a, agf 〉 — дополнение в Lg, следует из леммы 2 и опре-
деления 2.

Допустим, что Hg � H. Тогда gf /∈ H и по условию Hg — группа Фро-
бениуса с ядром R и дополнением T , при этом a ∈ T . По предложению 13
M = Fg h R — группа Фробениуса с ядром Fg и дополнением R, в частности,
NM (R) = R. По предложению 15 (FghR)hT также является группой Фробени-
уса с дополнением T и ядром M . По предложению 12 группа M нильпотентна,
значит, NM (R) 6= R. Полученное противоречие означает, что Hg ≤ H, и лемма
доказана.

Лемма 6. В случае, когда 〈a〉 содержит конечный в H 3′-элемент, теорема
верна.

Доказательство. Пусть x — конечный в H 3′-элемент. Если |x| = 2m, то
теорема верна в силу предложения 8. Поэтому, не ограничивая общности, будем
считать, что порядок элемента x есть простое число p > 3. Пусть g ∈ G \ H,
Xg = 〈x, xg〉. Тогда Xg ≤ Lg, x ∈ Hg. Ввиду лемм 2 и 4 подгруппа Hg дей-
ствует свободно на периодической абелевой группе Z(Fg), при этом Hg ≤ H по
лемме 5. Для произвольного элемента y ∈ xHg подгруппа Y = 〈x, y〉 по условию
конечна и Y = 〈x〉 в силу предложения 5. Стало быть, подгруппа 〈x〉 нормальна
в Hg, и ввиду предложения 5 Xg ∩Hg = 〈x〉. Применяя леммы 2 и 4 и предло-
жение 14, заключаем, что Xg — конечная группа Фробениуса с ядром Fg ∩Xg

и дополнением 〈x〉, значит, x — циклически H-фробениусов элемент в G. По
предложению 7 〈xG〉 = F h 〈x〉 — группа Фробениуса с ядром F и дополнением
〈x〉 и G = F hNG(〈x〉).

Если g ∈ F \ H, то ввиду предложения 9 и доказанного выше g ∈ Fg,
поэтому F \ H совпадает с объединением всех множеств Fg \ H (g ∈ G \ H).
Рассмотрим группу G1 = F h 〈a〉. Поскольку для g ∈ G1 \ H имеем g = akf ,
где f ∈ Fg, в силу предложений 10 и 9 Lg = 〈a, ag〉 = 〈a, af 〉 = 〈a, f〉, поэтому
Lg — конечная группа Фробениуса с дополнением Hg = 〈a〉. Значит, a является
циклически H1-фробениусовым элементом группы G1, где H1 = G1 ∩ H. По
предложению 7 G1 = 〈aG1〉 = F1 h 〈a〉 — группа Фробениуса c ядром F1 и до-
полнением 〈a〉. Учитывая, что F \H = F1 \H, приходим к выводу, что F1 = F .
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По предложению 12 ядро F нильпотентно класса нильпотентности ≤ 2, и так
же, как в лемме 4, заключаем, что группа F локально конечна. Понятно, что
F совпадает с объединением ядер всех фробениусовых подгрупп с дополнением
〈a〉 в группе G и G = FH. Лемма доказана.

Лемма 7. Если множество b−1bH состоит из элементов конечного порядка,
то для любого g ∈ G \H подгруппа Bg = 〈bHg 〉 конечна и изоморфна одной из
групп Z3, SL2(3), SL2(5). В частности, b — конечный H-фробениусов элемент
группы G.

Доказательство. Ввиду лемм 2 и 4 подгруппа Hg действует свободно на
периодической абелевой группе Z(Fg). В силу предложения 4 подгруппа Bg =
〈bHg 〉 конечна. По предложению 5 Bg либо совпадает с подгруппой 〈b〉, либо
изоморфна одной из групп SL2(3), SL2(5). При этом понятно, что bg ∈ Fg hBg
и ввиду лемм 2, 4 и предложений 3, 14 подгруппа Mg = 〈b, bg〉 является конечной
группой Фробениуса с абелевым ядром. Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы. Согласно лемме 6 достаточно рассмот-
реть случай, когда b−1 ·bH состоит из периодических элементов. В силу леммы 7
для любого g ∈ G\H подгруппа Bg = 〈bHg 〉 конечна и изоморфна одной из групп
Z3, SL2(3), SL2(5). Поскольку по условию n кратно 3, а группы SL2(3), SL2(5)
не обладают автоморфизмом порядка 9, то Bg = 〈b〉. Это означает, что b — цик-
лически H-фробениусов элемент группы G. По предложению 7 〈bG〉 = F h〈b〉 —
группа Фробениуса с дополнением 〈b〉 и G = FhNG(〈b〉). Так же, как и в доказа-
тельстве лемм 4 и 6, устанавливаются нильпотентность и локальная конечность
группы F . Очевидно, что ядра всех фробениусовых подгрупп с дополнением 〈a〉
из G содержатся в F , F 6≤ H ввиду леммы 3, значит, для группы G1 = F h 〈a〉,
ее собственной подгруппы H1 = H ∩G1 и элемента a выполняются все условия
теоремы. Учитывая локальную конечность и нильпотентность подгруппы F ,
легко показать, что a — циклически H1-фробениусов элемент группы G1. По
предложению 7 G1 = F1 h NG1(〈a〉) и

〈
aG1
1

〉
= F1 h 〈a〉 — группа Фробениуса с

дополнением 〈a〉. Поскольку NG1(〈a〉) = 〈a〉, то F1 = F , и теорема доказана.
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