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ОБ АЛГЕБРАХ ЛИ

С ЭКСТРЕМАЛЬНЫМИ СВОЙСТВАМИ
С. М. Рацеев

Аннотация. Приводятся две серии алгебр Ли с экстремальными свойствами. Каж-
дая из алгебр первой серии порождает многообразие полиномиального роста, ми-
нимальное по отношению к степени полинома. Алгебры данной серии принадлежат
так называемому многообразию Воличенко, которое имеет почти полиномиальный
рост. Каждая из алгебр второй серии порождает многообразие полиномиального
роста, минимальное по отношению к старшему коэффициенту полинома. Алгебры
данной серии принадлежат многообразию почти полиномиального роста N2A.

Ключевые слова: алгебра Ли, многообразие алгебр, рост многообразия.

На протяжении всей работы предполагается, если это специально не огово-
рено, что основное поле имеет нулевую характеристику.

В теории ассоциативных алгебр очень важную роль играют бесконечномер-
ная алгебра Грассмана � и алгебра верхнетреугольных матриц порядка 2, кото-
рую обозначим через UT2. Из работы А. Р. Кемера [1] следует, что существуют
только два многообразия ассоциативных алгебр почти полиномиального роста:
var(�), var(UT2). В [2] Маттиной полностью описаны все подмногообразия в
var(�) и var(UT2).

В случае алгебр Ли на данный момент известны пять многообразий почти
полиномиального роста (см. обзор [3]). Два из этих многообразий по своим
свойствам схожи с многообразиями var(�) и var(UT2). Первое многообразие,

порожденное алгеброй матриц L =
(
� �
0 0

)
порядка 2 относительно операции

коммутирования, описано в работах И. Б. Воличенко [4, 5], второе многообразие
алгебр Ли N2A — в работе С. П. Мищенко [6].

Заметим, что в случае алгебр Пуассона (которые имеют две операции умно-
жения, причем относительно одной операции умножения данные алгебры явля-
ются алгебрами Ли, а относительно другой — ассоциативными коммутативными
алгебрами и данные операции связаны правилом Лейбница) существуют только
два многообразия почти полиномиального роста [7], которые по своим свойствам
схожи с многообразиями var(�) и var(UT2).

Данная работа посвящена описанию двух серий алгебр Ли с экстремаль-
ными свойствами. Алгебры первой серии принадлежат многообразию var(L),
алгебры второй серии — N2A.

Пусть L(X) — свободная алгебра Ли над полем K, где X = {x1, x2, . . . } —
счетное множество свободных образующих, Pn — подпространство в L(X), со-
стоящее из всех полилинейных элементов степени n от переменных x1, . . . , xn.
Пусть V — многообразие алгебр Ли, Id(V) — идеал тождеств многообразия V
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в свободной алгебре L(X) (все необходимые определения и сведения из теории
PI-алгебр можно найти в [8]). Обозначим

Pn(V) = Pn/(Pn ∩ Id(V)), cn(V) = dimPn(V).

Асимптотическое поведение последовательности {cn(V)}n≥1 определяет рост
многообразия V.

Действие σ(xi) = xσ(i) симметрической группы Sn естественным образом
продолжается на все пространство Pn(V). Исследование структуры Pn(V) как
Sn-модуля играет важную роль при изучении многообразия V.

Обозначим через χλ характер неприводимого представления симметриче-
ской группы, соответствующего разбиению λ числа n, и рассмотрим для мно-
гообразия V разложение

χn(V) = χ(Pn(V)) =
∑
λ`n,

mλ(V)χλ.

Обозначим через dλ размерность соответствующего λ неприводимого модуля.
Размерность данного модуля определяется следующей формулой крюков:

dλ =
n!∏

(i,j)∈d
hij(d)

,

где hij(d) = (λi− i)+(µj−j)+1, λi — длина i-й строки, µj — длина j-го столбца
диаграммы d.

В элементах будем опускать скобки при их левонормированной расстановке:
((ab)c) = abc.

Для удобства записи элементы, содержащие кососимметрический набор,
будем записывать без знака суммирования, помечая переменные этого набора
чертой или волной сверху. Например, лиев стандартный полином примет такой
вид:

x0x̄1 . . . x̄n =
∑
σ∈Sn

(−1)σx0xσ(1) . . . xσ(n).

Будем использовать символ ,̂ если соответствующий элемент пропущен.
Левонормированный моном вида z x . . . x︸ ︷︷ ︸

n

будем обозначать через zxn.

Далее понадобятся следующие два несложных замечания, которые нетруд-
но проверить.

Замечание 1. Пусть A — ассоциативная алгебра с операцией умножения
∧ над произвольным полем K. На декартовом квадрате L = A × A определим
операции сложения и умножения элементов множества L, а также операцию
умножения на элементы поля K:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2),

(x1, x2) · (y1, y2) = ([x1, y1], x1 ∧ y2 − y1 ∧ x2),

α(x1, x2) = (αx1, αx2),

где [x1, y1] = x1 ∧ y1 − y1 ∧ x1, α ∈ K, (x1, x2), (y1, y2) ∈ L. Тогда полученная
алгебра L является алгеброй Ли.
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Заметим, что алгебра Ли L из замечания 1 изоморфна алгебре
(
A A
0 0

)
относительно операции коммутирования. Вариант L = A×A используется для
компактности записи.

Замечание 2. Пусть A — некоторая ассоциативная алгебра с единицей 1
над произвольным полем K, L = A × A — алгебра Ли, построенная с помо-
щью замечания 1, ω — некоторый моном свободной алгебры Ли, являющийся
произведением ≥ 2 скобок, каждая из которых имеет длину ≥ 2. Будем некото-
рым образом в данный моном подставлять произвольные элементы множества
{(a, 0) | a ∈ A} ∪ {(0, b) | b ∈ A}. Пусть выполнено хотя бы одно из следующих
условий:

(i) в одну скобку попали только элементы вида (a, 0), среди которых имеется
хотя бы один элемент (1, 0);

(ii) среди подставленных элементов имеются хотя бы два элемента вида
(0, b);

(iii) в две различные скобки попадают хотя бы по одному элементу (1, 0).
Тогда в результате получится нулевой элемент алгебры L.

Пусть � — бесконечномерная алгебра Грассмана с единицей, �2k — алгебра
Грассмана с единицей и 2k образующими элементами {e1, . . . , e2k}, G = � × �,
G2k = �2k × �2k — алгебры Ли, построенные с помощью замечания 1.

Теорема 1 [4, 5]. В случае основного поля нулевой характеристики для
алгебры Ли G верны следующие утверждения:

1) идеал тождеств Id(G) порождается тождествами

(x1x2x3)(x4x5x6) = 0, (1)

(x1x2)(x3x4)(x1x3) = 0; (2)

2) многообразие var(G) имеет почти полиномиальный рост, причем для лю-
бого n ≥ 3 выполнено равенство cn(G) = (n− 2)2n−2;

3) для любого n ≥ 5 выполнено равенство

χn(G) =
n−2∑
i=1

χ(n−i,1i) +
n−2∑
i=2

χ(n−i,2,1i−2);

4) многообразие var(G) является наименьшим многообразием алгебр Ли,
в котором не выполнено ни одно лиево стандартное тождество.

Лемма. Следствиями тождеств (1) и (2) являются тождества

(z1z2z3)(y1x)(xy2) = 0, (3)

(z1z2z3)x̄1x̄2 . . . x̄2n =
(2n)!
2n

(z1z2z3)(x1x2) . . . (x2n−1x2n). (4)

Доказательство. Подставим в тождество (2) вместо переменной x1 сум-
му x1 + (z1z2) и воспользуемся тождеством (1). Тем самым получим тождество
(3).

Заметим, что в любой алгебре Ли выполнено тождество

zx̄1x̄2 . . . x̄2n =
1
2n
z(x̄1x̄2) . . . (x̄2n−1x̄2n). (5)
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Действительно, применяя тождество антикоммутативности и тождество Якоби,
получаем

2zx̄1x̄2 . . . x̄2n = zx̄1x̄2 . . . x̄2n − zx̄2x̄1 . . . x̄2n = z(x̄1x̄2) . . . x̄2n.

Продолжая аналогичным образом, приходим к тождеству (4).
Заметим, что для любой перестановки σ ∈ S2n из тождества (3) следует

такое тождество:

(−1)σ(z1z2z3)(xσ(1)xσ(2)) . . . (xσ(2n−1)xσ(2n)) = (z1z2z3)(x1x2) . . . (x2n−1x2n).

Поэтому с учетом тождества (5) имеем

(z1z2z3)x̄1x̄2 . . . x̄2n =
1
2n

(z1z2z3)(x̄1x̄2) . . . (x̄2n−1x̄2n)

=
1
2n

∑
σ∈S2n

(−1)σ(z1z2z3)(xσ(1)xσ(2)) . . . (xσ(2n−1)xσ(2n))

=
(2n)!
2n

(z1z2z3)(x1x2) . . . (x2n−1x2n). �

Под lin будем подразумевать полную линеаризацию полинома.
Пусть f(n) и g(n) — две функции натурального аргумента. Будем обозна-

чать f(n) ≈ g(n), если

lim
n→∞

f(n)
g(n)

= 1.

В [9] показано, что если последовательность коразмерностей {cn(R)}n≥1
ассоциативной алгебры (алгебры Ли) R ограничена полиномом, то найдется
такое рациональное q и целое d, что cn(R) ≈ qnd. Данное свойство выполнено
и для алгебр Пуассона [10].

Нетрудно проверить, что идеал тождеств алгебры G0 порождается тожде-
ством (x1x2)(x3x4) = 0, для любого n ≥ 3 выполнены равенства

cn(G0) = n− 1, χn(G0) = χ(n−1,1), Pn(G0) = KSn
(
lin x̄1x

n−2
1 x̄2

)
и любое собственное подмногообразие в var(G0) нильпотентно. Данные сведе-
ния играют роль доказательства базы индукции следующей теоремы.

Теорема 2. В случае основного поля нулевой характеристики для алгебры
Ли G2k, k ≥ 1, верны следующие утверждения:

1) идеал тождеств Id(G2k) порождается тождествами

(x1x2x3)(x4x5x6) = 0, (x1x2)(x3x4)(x1x3) = 0, (x1y1)(x2y2) . . . (xk+2yk+2) = 0;
(6)

2) для любого n ≥ 2k+3 полилинейные элементы от переменных x1, . . . , xn:

xi1 . . . xir (xj1xj2) . . . (xj2s−1xj2s),
r + 2s = n, i1 > i2 < · · · < ir, j1 < j2 < · · · < j2s, 0 ≤ s ≤ k, r ≥ 3,

(7)

образуют базис пространства Pn(G2k);
3) коразмерности вычисляются по следующей формуле:

cn(G2k) =


(n− 2)2n−2, 3 ≤ n ≤ 2k + 2,
k∑
i=0

(n− 2i− 1)C2i
n , n ≥ 2k + 3,
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причем для любого n ≥ 2k + 3

cn(G2k) = cn(G2k−2) + (n− 2k − 1)C2k
n ≈ n2k+1

(2k)!
, n→∞,

где Ck
n — число сочетаний из n по k;

4) для кохарактеров верно следующее равенство:

χn(G2k) =


χn(G), 1 ≤ n ≤ 2k + 2,
2k+1∑
i=1

χ(n−i,1i) +
2k+1∑
i=2

χ(n−i,2,1i−2), n ≥ 2k + 3,

причем для любого n ≥ 2k + 3

χn(G2k) = χn(G2k−2) + χ(n−2k,12k) + χ(n−2k−1,12k+1)

+ χ(n−2k,2,12k−2) + χ(n−2k−1,2,12k−1);

5) для любого n ≥ 2k+ 3 пространство Pn(G2k) имеет следующее разложе-
ние на неприводимые Sn-модули:

Pn(G2k) = Pn(G2k−2)⊕KSn
(
lin x̄1x

n−2k−1
1 x̄2 . . . x̄2k+1

)
⊕KSn

(
lin x̄1x

n−2k−2
1 x̄2 . . . x̄2k+2

)
⊕KSn

(
linx2x

n−2k−1
1 x̄1x̄2 . . . x̄2k

)
⊕KSn

(
linx2x

n−2k−2
1 x̄1x̄2 . . . x̄2k+1

)
=

2k+1⊕
i=1

KSn
(
lin x̄1x

n−i−1
1 x̄2 . . . x̄i+1

) 2k+1⊕
i=2

KSn
(
linx2x

n−i−1
1 x̄1x̄2 . . . x̄i

)
,

причем элемент x̄1x
n−i−1
1 x̄2 . . . x̄i+1 соответствует разбиению (n− i, 1i), элемент

x2x
n−i−1
1 x̄1x̄2 . . . x̄i — разбиению (n− i, 2, 1i−2);
6) если W — некоторое собственное подмногообразие в var(G2k), cn(W) ≈

qnd, то d < 2k + 1.
Доказательство. Понятно, что тождества (6) выполнены в алгебре G2k

и для любого n ≥ 2k + 3 с учетом тождества (3) пространство Pn(G2k) являет-
ся линейной оболочкой элементов вида (7). Предположим, что для некоторого
n ≥ 2k + 3 элементы вида (7) линейно зависимы в Pn(G2k). В полученной
нетривиальной линейной комбинации элементов вида (7) найдем такое слагае-
мое, которое имеет ненулевой коэффициент и минимальное значение s (число
скобок). Пусть это слагаемое имеет вид

αxi1 . . . xir (xj1xj2) . . . (xj2s−1xj2s), 0 6= α ∈ K.

В этом случае, учитывая замечание 2, во всей линейной комбинации делаем
такую подстановку:

xi1 → (0, 1), xiq → (1, 0), q = 2, . . . , r, xja → (ea, 0), a = 1, . . . , 2s.

Тогда все слагаемые, кроме рассматриваемого, будут равны нулю, а данное
слагаемое будет равно α(−1)r+s2s(0, e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2s). Понятно, что равенство

α(−1)r+s2s(0, e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2s) = (0, 0)

выполнено лишь в случае α = 0; противоречие. Таким образом, условия 1 и 2
доказаны.

Условие 3 следует из условия 2 и теоремы 1.
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Условия 4 и 5 доказываются с помощью математической индукции по k.
База индукции для k = 0 представлена до теоремы.

Используя формулу крюков, нетрудно проверить, что для любого n ≥ 2k+3
выполнено равенство

d(n−2k,12k) + d(n−2k−1,12k+1) + d(n−2k,2,12k−2) + d(n−2k−1,2,12k−1) = (n− 2k − 1)C2k
n .

Поэтому, учитывая предположение индукции и условие 3, достаточно показать,
что для любого n ≥ 2k + 3 следующие элементы не принадлежат идеалу тож-
деств Id(G2k):

(a) x̄1x
n−2k−1
1 x̄2 . . . x̄2k+1, (b) x̄1x

n−2k−2
1 x̄2 . . . x̄2k+2,

(c) x2x
n−2k−1
1 x̄1x̄2 . . . x̄2k, (d) x2x

n−2k−2
1 x̄1x̄2 . . . x̄2k+1.

(a) Учитывая, что

x̄1x
n−2k−1
1 x̄2 . . . x̄2k+1 =

2k+1∑
i=2

(−1)i+1xix
n−2k−1
1 x̄1 . . . x̂i . . . x̄2k+1,

применим к каждому слагаемому данной сумы тождество (4) и, принимая во
внимание замечание 2, сделаем в рассматриваемом элементе такую подстанов-
ку:

x1 → (1, 0) + (e1, 0), x2 → (e2, 0), . . . , x2k → (e2k, 0), x2k+1 → (0, 1).

(b) Аналогично с учетом того, что

x̄1x
n−2k−2
1 x̄2 . . . x̄2k+2 =

∑
1≤i,j≤2k+2,

i6=j

αijxix
n−2k−2
1 xj x̄1 . . . x̂i . . . x̂j . . . x̄2k+2,

где αij ∈ {−1, 1}, применим к каждому слагаемому данной сумы тождество (4)
и сделаем в рассматриваемом элементе такую подстановку:

x1 → (1, 0) + (e1, 0), x2 → (e2, 0), . . . ,

x2k → (e2k, 0), x2k+1 → (0, 1), x2k+2 → (1, 0).

В элементах из пп. (c), (d) сделаем такие подстановки:

(c) x1 → (1, 0) + (e1, 0), x2 → (0, 1) + (e2, 0), x3 → (e3, 0), . . . , x2k → (e2k, 0),

(d) x1 → (1, 0) + (e1, 0), x2 → (0, 1) + (e2, 0), x3 → (e3, 0),
. . . , x2k → (e2k, 0), x2k+1 → (1, 0).

Таким образом, условия 4 и 5 доказаны.
Покажем условие 6. Пусть W — некоторое собственное подмногообразие

в var(G2k). Покажем, что в этом случае в многообразии W выполнено нетри-
виальное полилинейное тождество вида∑

i1<···<ip,
j1<···<j2k

α
i1,...,ip
j1,...,j2k

z1z2z3xi1 . . . xip(xj1xj2) . . . (xj2k−1xj2k) = 0, α
i1,...,ip
j1,...,j2k

∈ K, (8)

в котором числа p и k фиксированы.
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С учетом условий 4 и 5 найдется такое p ≥ 1, что в многообразии W будет
выполнено хотя бы одно из тождеств следующего вида:

x2x
p
1x̄1x̄2 . . . x̄m = 0, 2 ≤ m ≤ 2k + 1, (9)

x̄1x
p
1x̄2 . . . x̄m = 0, 2 ≤ m ≤ 2k + 2. (10)

Пусть в многообразии W выполнено тождество (9). Если m = 2a+1 нечет-
ное, a ≤ k, то запишем данное тождество в виде

2a+1∑
i=1

(−1)i+1x2x
p
1xix̄1 . . . x̂i . . . x̄2a+1 = 0

и к каждому слагаемому данной суммы применим тождество (4). Получим
такое тождество:

2a+1∑
i=1

(−1)i+1x2x
p
1xi(x1x2) . . . x̂i . . . (x2ax2a+1) = 0.

Если a < k, то домножим данное тождество последовательно на k − a скобок
(x2a+2x2a+3), . . . , (x2kx2k+1). В полученном тождестве вместо переменной x2
подставим сумму x2+(z1z2z3). Учитывая тождества (1) и (x1y1) . . . (xk+2yk+2) =
0, приходим к тождеству

2a+1∑
i=1

(−1)i+1z1z2z3x
p
1xi(x1x2) . . . x̂i . . . (x2kx2k+1) = 0.

Полностью линеаризуя последнее тождество, получим тождество вида (8).
Если же m = 2a четное, a ≤ k, то из условия 5 следует, что p ≥ 2. Если a <

k, то домножим данное тождество поочередно на k− a скобок (x2a+1x2a+2), . . . ,
(x2k−1x2k). К полученному тождеству применим тождество (4). В итоге имеем

x2x
p
1(x1x2) . . . (x2k−1x2k) = 0.

Вместо переменной x2 подставим сумму x2 + (z1z2z3). Остается полностью ли-
неаризовать полученное тождество и прийти к тождеству вида (8).

Пусть в многообразии W выполнено тождество (10). Если m = 2a, a ≤ k+1,
то запишем данное тождество в виде∑

1≤i,j≤2a,
i6=j

αijxix
p
1xj x̄1 . . . x̂i . . . x̂j . . . x̄2a = 0, αij ∈ {−1, 1},

применим к каждому слагаемому последней суммы тождество (4), после чего
если a < k + 1, то последовательно домножим данное тождество на k + 1 − a
скобок (x2a+1x2a+2), . . . , (x2k+1x2k+2) и вместо переменной x2 подставим сумму
x2 +(z1z2z3). Затем полностью линеаризуем полученное тождество и приходим
к тождеству вида (8).

Если же m = 2a + 1, a ≤ k, то из условия 5 следует, что p ≥ 2. Поэтому
сначала запишем тождество (10) в виде

2a+1∑
i=2

(−1)i+1xix
p
1x̄1 . . . x̂i . . . x̄2a+1 = 0,
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в котором каждое слагаемое полученной суммы подпадает под предыдущий
случай.

Таим образом, в многообразии W выполнено тождество вида (8). Пере-
именовав переменные в данном тождестве, получим полилинейное тождество
вида

z1z2z3x2k+1 . . . x2k+p(x1x2) . . . (x2k−1x2k)

=
∑

i1<···<ip, {i1,...,ip}6={2k+1,...,2k+p},
j1<···<j2k, {j1,...,j2k}6={1,...,2k}

β
i1,...,ip
j1,...,j2k

z1z2z3xi1 . . . xip(xj1xj2) . . . (xj2k−1xj2k).
(11)

Пусть A и B — два непустых подмножества множества натуральных чисел.
Положим A < B, если a < b для любых a ∈ A, b ∈ B.

Для всех достаточно больших n сопоставим каждому элементу вида (7) с
s = k скобками такие два множества:

{ir−p+1, ir−p+2, . . . , ir} — индексы p последних элементов монома xi1 . . . xir ;
{j1, . . . , j2k} — индексы всех элементов монома (xj1xj2) . . . (xj2k−1xj2k).
Ввиду тождества (11) и условия 2 пространство Pn(W) для всех достаточно

больших n является линейной оболочкой таких элементов вида (7), что для
элементов с s = k скобками не выполнено неравенство

{ir−p+1, ir−p+2, . . . , ir} > {j1, . . . , j2k}.

Заметим, что число элементов вида (7) с s = k скобками, для которых выпол-
нено данное неравенство, не менее чем (n− 2k − 1)C2k

n−p−1. Поэтому

cn(W) ≤ cn(G2k)− (n− 2k − 1)C2k
n−p−1.

Остается заметить, что степень полинома C2k
n −C2k

n−p−1 по переменной n строго
меньше чем 2k. �

Пусть UTk = UTk(K) — алгебра верхнетреугольных матриц порядка k над

полем K. Обозначим через J =
k−1∑
i=1

ei,i+1 квадратную матрицу порядка k, кото-

рая на диагонали выше главной диагонали содержит единицы, а все остальные
элементы равны нулю, eij — матричные единички. Рассмотрим следующую
подалгебру в UTk над полем K:

Nk = 〈E, J, J2, . . . , Jk−2; e12, e13, . . . , e1k〉K ,

где E — единичная матрица порядка k. В [2], в частности, показано, что алгебры
�2k, k ≥ 1, Nk, k ≥ 3, порождают минимальные многообразия ассоциативных
алгебр полиномиального роста.

Пусть Rk = Nk × Nk — алгебра Ли, построенная с помощью замечания 1.
Понятно, что var(R2) = var(Q0).

Теорема 3. В случае основного поля нулевой характеристики для алгебры
Ли Rk, k ≥ 3, верны следующие утверждения:

1) идеал тождеств Id(Rk) порождается полилинейными тождествами

(x1x2)(x3x4)(x5x6) = 0, (x1x2 . . . xk)(y1y2 . . . yk) = 0; (12)

2) для любого n ≥ 1 полилинейные элементы от переменных x1, . . . , xn:

xi1xi2 . . . xin , i1 > i2 < · · · < in, (13)
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(xi1xi2 . . . xis)(xj1xj2 . . . xjt), (14)

s+ t = n, i1 > i2 < · · · < is, j1 > j2 < · · · < jt,

2 ≤ s ≤ t ≤ n− 2 (s = t⇒ i2 < j2), s < k,

образуют базис пространства Pn(Rk);
3) коразмерности вычисляются по следующей формуле:

cn(Rk) =


(n− 1)!, 1 ≤ n ≤ 4,
(n− 1)(2n−3(n− 4) + 2), 5 ≤ n ≤ 2k − 2,

(n− 1) +
k−1∑
i=2

(i− 1)(n− i− 1)Ci
n, n ≥ 2k − 1,

причем для любого n ≥ 2k − 1

cn(Rk) = cn(Rk−1) + (k − 2)(n− k)Ck−1
n ≈ k − 2

(k − 1)!
nk, n→∞;

4) если W — некоторое собственное подмногообразие в var(Rk), cn(W) ≈
qnd, то либо d < k, либо q ≤ k−3

(k−1)! .

Доказательство. Нетрудно видеть, что тождества (12) выполнены в ал-
гебре Rk и что Pn(Rk) является линейной оболочкой элементов вида (13) и (14).
Покажем, что элементы вида (13) и (14) линейно независимы. Предположим,
что для некоторого n нетривиальная линейная комбинация элементов вида (13)
и (14) принадлежит идеалу тождеств Id(Rk). Если в данной линейной комбина-
ции хотя бы один элемент вида (13) с ненулевым коэффициентом αxi1xi2 . . . xin ,
0 6= α ∈ K, то во всей линейной комбинации сделаем такую подстановку:

xi1 → (0, E), xi2 → (E, 0), . . . , xin → (E, 0).

Тогда все слагаемые, кроме данного, станут равны нулю, а линейная комбина-
ция примет вид

α(−1)n−1(0, E) = (0, 0),

что возможно только при α = 0.
Если же все элементы вида (13) в линейной комбинации имеют нулевые

коэффициенты, то выберем в данной линейной комбинации элемент вида (14)
с наименьшим значением s и ненулевым коэффициентом. Пусть это слагаемое
имеет вид α(xi1xi2 . . . xis)(xj1xj2 . . . xjt), 0 6= α ∈ K. В рассматриваемой линей-
ной комбинации, учитывая замечание 2, сделаем подстановку

xi1 → (e12, 0), xi2 → (J, 0), . . . , xis → (J, 0),

xj1 → (0, E), xj2 → (E, 0), . . . , xjt → (E, 0).

Тогда линейная комбинация примет такой вид:

α(−1)t−1(0, es+1) = (0, 0),

что возможно только при α = 0; противоречие. Тем самым условия 1 и 2
доказаны.

Условие 3 следует из условия 2.
Пусть W — некоторое собственное подмногообразие в var(Rk). Тогда для

некоторого n элементы вида (13) и (14) линейно зависимы в пространстве Pn(W).
Возможны следующие случаи.
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В нетривиальной линейной комбинации хотя бы один элемент вида (13)
имеет ненулевой коэффициент: αxi1xi2 . . . xin , 0 6= α ∈ K. В этом случае в дан-
ной линейной комбинации вместо переменной xi1 подставим скобку (z1z2), а
всю линейную комбинацию домножим на скобку (y1y2). Тогда ввиду тождества
(x1x2)(x3x4)(x5x6) = 0 в многообразии W выполнено тождество вида

(x1 . . . xp)(y1y2) = 0.

Поэтому для всех достаточно больших n выполнено неравенство cn(W) ≤ n−1.
Пусть в рассматриваемой линейной комбинации все элементы вида (13)

имеют нулевые коэффициенты. В этом случае зафиксируем элемент вида (14)
c наименьшим значением q = s и ненулевым коэффициентом. Возможны такие
варианты.

(a) 1 < q < k − 1. Вместо переменных xi1 и xj1 подставим соответственно
скобки (y1 . . . yk−q) и (z1 . . . zk). Получаем, что в многообразии W выполнено
нетривиальное полилинейное тождество вида∑

i2<···<iq,
j2<···<jp

α
i1,...,ip
j1,...,jq−1

(y1 . . . yk−qxi2 . . . xiq )(z1 . . . zkxj2 . . . xjp) = 0,

в котором числа p, q и k фиксированы. Переименовав переменные в данном
тождестве, получим полилинейное тождество вида

(y1 . . . yk−qx1 . . . xq−1)(z1 . . . zkxq . . . xq+p−2)

=
∑

i1<···<iq−1,
{i1,...,iq−1}6={1,...,q−1},

j1<···<jp−1,
{j1,...,jp−1}6={q,...,q+p−2}

β
i1,...,ip
j1,...,jq−1

(y1 . . . yk−qxi1 . . . xiq−1)(z1 . . . zkxj1 . . . xjp−1).
(15)

С учетом тождества (15) пространство Pn(W) для всех достаточно боль-
ших n является линейной оболочкой таких элементов вида (13) и (14), что для
элементов вида (14) при s = k − 1 не выполнено неравенство

{ik−q+1, . . . , ik−1} < {jt−p+2, . . . , jt}.

Заметим, что число элементов вида (14), для которых выполнено данное нера-
венство, не менее чем (k − 2)(n− k)Ck−1

n−p. Поэтому

cn(W) ≤ cn(Rk)− (k − 2)(n− k)Ck−1
n−p = f(n).

Остается заметить, что степень полинома f(n) по переменной n строго меньше
чем k.

(b) q = k−1. В полученной нетривиальной линейной комбинации элементов
вида (14) при s = k−1 зафиксируем любое слагаемое с ненулевым коэффициен-
том и сделаем в линейной комбинации такую подстановку: xj1 → (z1z2). Тогда
в многообразии W выполнено нетривиальное полилинейное тождество вида∑

i1>i2<···<ik−1,
j2<···<jp

α
i1,...,ik−1
j2,...,jp

(xi1 . . . xik−1)(z1z2xj2 . . . xjp) = 0, α
i1,...,ik−1
j2,...,jp

∈ K,

в котором числа p и k фиксированы. Переименовав переменные в данном
тождестве, получим, что элемент (xk−1x1 . . . xk−2)(z1z2xk . . . xk+p−2) равен ли-
нейной комбинации элементов вида (xi1 . . . xik−1)(z1z2xj1 . . . xjp−1), для которых
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i1 > i2 < · · · < ik−1, j1 < j2 < · · · < jp−1, причем либо не выполнено неравен-
ство {i1, . . . , ik−1} < {j1, . . . , jp−1}, либо не выполнено неравенство i1 > ik−1.
Поэтому пространство Pn(W) для всех достаточно больших n является линей-
ной оболочкой таких элементов вида (14), что для элементов с s = k − 1 либо
не выполнено неравенство {i1, . . . , ik−1} < {jt−p+2, . . . , jt}, либо не выполнено
неравенство i1 > ik−1. Стало быть,

cn(W) ≤ cn(Rk)− (n− k)Ck−1
n−p. �
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