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Все сведения по теории размерности, которые используются в этой статье,
содержатся в [1], а по теории полугрупп — в [2].

Пусть X — топологическое пространство, а σ — произвольная система под-
множеств множества Y . Кратностью системы множеств σ в данной точке
x ∈ X (обозначается через kpx σ) называется мощность множества σx всех эле-
ментов системы σ, содержащих точку x. Верхняя грань [3] всех кардинальных
чисел kpx σ, взятых по всем x ∈ X, называется кратностью системы σ и обо-
значается через kpσ. В дальнейшем вместо kpσ будем всюду использовать
обозначение ordσ.

Для любого топологического пространства X полагаем dimX ≤ n, если
в любое конечное открытое покрытие � пространства X можно вписать конеч-
ное открытое покрытие ω кратности ≤ n+ 1.

Если пространство X удовлетворяет неравенству dimX ≤ n, но не удовле-
творяет неравенству dimX ≤ n− 1, то полагаем dimX = n.

Если ни для какого n не выполняется неравенство dimX ≤ n, то полагаем
dimX = ∞.

Система σ′ называется комбинаторно вписанной в систему σ, если эле-
менты обеих систем можно таким образом поставить во взаимно однозначное
соответствие, что каждый элемент системы σ′ содержится в соответствующем
ему элементе системы σ.

Пусть дана система β подмножеств множества X. Систему γ = {�λ} на-
зывают укрупнением системы β, если каждое �λ есть сумма некоторых B ∈ β,
причем каждое B ∈ β входит в качестве слагаемого ровно в одну сумму. Оче-
видно, ord γ ≤ ordβ.

Пусть система β вписана в систему α. Укрупнение γ называется укруп-
нением системы β относительно системы α, если система γ комбинаторно
вписана в систему α.

Укрупнения покрытия β относительно покрытия α всегда существуют.
Стандартный метод построения таких укрупнений приводится в [1].

Система множеств называется центрированной, если всякое конечное число
множеств, являющихся элементами этой системы, имеет непустое пересечение.
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Пусть дана центрированная система σ множеств, являющихся подмноже-
ствами некоторого множества X. Центрированная система σ называется мак-
симальной, если она не является подсистемой никакой отличной от нее центри-
рованной системы подмножеств множества X. Доказательства существования
максимальных центрированных систем приводятся в [1; 3; 4, задача 127, с. 49].

Правым идеалом полугруппы S называется такое непустое подмножество
A из S, что AS ⊆ A. Главным правым идеалом полугруппы S, порожденным
элементом a ∈ S, называется правый идеал aS1, где S1 — полугруппа S с при-
соединенной к ней единицей [2].

Пусть X — произвольное подмножество с непустой внутренностью в ко-
нечномерном евклидовом пространстве En. Через H(X) обозначим полугруппу
всех гомеоморфных отображений X в себя, а через K(X) — множество всех
тех a ∈ H(X), для которых найдутся n-мерные элементы Ba (множества, го-
меоморфные замкнутому n-мерному шару) такие, что aX ⊂ intBa, Ba ⊂ intX.
Очевидно, K(X) — идеал в H(X).

Под определимостью топологического пространства X класса K полугруп-
пой S(X) (гомеоморфных, непрерывных, замкнутых, открытых и т. д) отобра-
жений пространства X в себя будем понимать выполнение следующего утвер-
ждения.

Для любых двух пространств X и Y класса K из алгебраической изоморф-
ности S(X) и S(Y ) следует гомеоморфизм пространств X и Y .

В [5] доказано, что если X — компакт с непустой внутренностью в ко-
нечномерном евклидовом пространстве En, то K(X) — минимальный идеал
полугруппы H(X). Так как полугруппа K(X) определяет такой компакт [6],
он определяется и полугруппой H(X). Легко заметить, что полугруппы H(X)
и H(Y ), где X — открытый интервал, а Y — замкнутый интервал, изоморфны.
Таким образом, произвольное подмножество с непустой внутренностью в конеч-
номерном евклидовом пространстве не определяется полугруппой H(X). В [7]
доказано, что если X и Y — произвольные подмножества с непустой внутрен-
ностью в конечномерных евклидовых пространствах, то изоморфизм их полу-
групп H(X) и H(Y ) влечет гомеоморфизм их внутренностей, а значит, размер-
ность этих множеств определяет полугруппа H(X). Также отсюда, очевидно,
следует определимость произвольного открытого подмножества в конечномер-
ном евклидовом пространстве полугруппой H(X). Кроме того, в [7] доказано,
что если X — произвольное подмножество с непустой внутренностью в конечно-
мерном евклидовом пространстве, то K(X) — минимальный идеал полугруппы
H(X).

Аркадием Анатольевичем Мальцевым была поставлена задача: охаракте-
ризовать размерность произвольного подмножества X с непустой внутренно-
стью в конечномерном евклидовом пространстве в терминах его полугруппы
H(X). В [8] такая задача решена, в частности, для открытого подмножества X
в конечномерном евклидовом пространстве, которое, как было сказано выше,
определяется полугруппой H(X). Произвольное подмножество X с непустой
внутренностью в конечномерном евклидовом пространстве, которое не опреде-
ляется полугруппой H(X), не входит в класс пространств, выделенных в [8].
Однако из решения этой задачи для произвольных подмножеств X и Y с непу-
стой внутренностью в конечномерных евклидовых пространствах, очевидно,
следует, что если полугруппы H(X) и H(Y ) произвольных подмножеств X и Y с
непустой внутренностью в конечномерных евклидовых пространствах изоморф-
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ны, то размерности пространств X и Y одинаковы.
Через Dx обозначим произвольную подполугруппу полугруппы H(X) та-

кую, что K(X) ⊆ Dx ⊆ H(X). Пусть R — правый идеал полугруппы Dx.
Множество

⋃
a∈R

int aX назовем телом правого идеала R и будем обозначать его

через sR.

Лемма 1. Пусть {Rk}nn=1 — конечная система правых идеалов полугруппы

Dx. Тогда
n⋂

k=1
Rk 6= ∅ ↔

n⋂
k=1

sRk 6= ∅.

Доказательство. Пусть
n⋂

k=1
Rk 6= ∅ и c ∈

n⋂
k=1

Rk. Тогда, очевидно,

int cX ⊆
n⋂

k=1
sRk, поэтому

n⋂
k=1

sRk 6= ∅. Пусть
n⋂

k=1
sRk 6= ∅ и ξ ∈

n⋂
k=1

sRk.

Очевидно, найдутся элементы ak ∈ Rk такие, что ξ ∈
n⋂

k=1
int akX. Легко най-

ти также гомеоморфизм c ∈ Dx и n-мерные элементы Bc и B′c такие, что

Bc ⊂
n⋂

k=1
int akX и cX ⊆ B′c ⊆ intBc. Тогда

a−1
k cX ⊆ a−1

k cX ⊆ a−1
k B′c = a−1

k B′c ⊂ a−1
k intB′c = int a−1

k Bc,

a−1
k Bc — n-мерный элемент и a−1

k Bc ⊂ intX. Значит, a−1
k c ∈ Dx, c = ak

(
a−1
k c

)
∈

RkDx ⊆ Rk и c ∈ Rk, k = 1, 2, . . . , n.

Лемма 2. Если a, b ∈ Dx и c ∈ K(X) — решение уравнения ax = b, то
b ∈ K(X) и bX ⊂ int aX.

Доказательство. Очевидно, b ∈ K(X) и

bX = acX ⊆ acX = acX ⊂ a intBc ⊂ a intX = int aX.

Всюду ниже подK1 иD1
x будем понимать соответственно полугруппыK(X)

и Dx с присоединенными к ним единицами.

Лемма 3. Пусть {aαK1}a∈A — некоторая максимальная центрированная
система главных правых идеалов полугруппы K{X}. Существует единственная
точка ξ ∈ intX такая, что ξ =

⋂
α
aαX =

⋂
α

int aαX. Кроме того, если a ∈ K(X),

ξ ∈ int aX, то aK1 ∈ {aαK1}α∈A.
Доказательство. Телом главного правого идеала aαK1 будет множество

int aαX, так как если c ∈ aαK1, то c = aαb, где b ∈ K1 и int cX = int aαbX ⊆
int aαX. Из леммы 1 следует, что и система {int aαX}α∈A будет центриро-
ванной системой множеств пространства X. Систему всевозможных пересе-
чений конечного числа элементов системы {int aαX} обозначим через {�β}β∈B .
Система {�β}β∈B также центрированная система подмножеств пространства
X, а {�β}β∈B — центрированная система компактных подмножеств простран-
ства X. Поэтому

⋂
β
�β 6= ∅. Понятно, что

⋂
β
�β ⊂ intX. Если ξ ∈

⋂
β
�β ,

a ∈ K(X) и ξ ∈ int aX, то int aX ∩ �β 6= ∅ для любого β ∈ B. Далее, ес-
ли {akK1}nk=1 — какая-нибудь конечная подсистема системы {aαK1}α∈A, то

найдется �β′ ∈ {�β}β∈B такое, что �β′ ∈
n⋂

k=1
int akX. Отсюда следует, что
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int aX ∩
( n⋂
k=1

int akX
)
6= ∅. Из леммы 1 вытекает, что aK1 ∩

( n⋂
k=1

akK1
)
6= ∅,

а это означает, что aK1 ∈ {aαK1}α∈A. Очевидно, что ξ ∈
⋂
α
aαX. Пусть

ξ′ 6∈ ξ и ξ′ ∈
⋂
α
aαX. Найдутся окрестность Vξ точки ξ и элемент b ∈ K(X)

такие, что ξ′ 6∈ Vξ, ξ ∈ int bX ⊂ bX ⊂ Vξ. Понятно, что ξ′ 6∈ bX. Из преды-
дущего следует, что bK1 ∈ {aαK1}α∈A. Ясно, что ξ ∈

⋂
α

int aαX. Так как⋂
α

int aαX ⊆
⋂
α
aαX = ξ, то

⋂
α

int aαX = ξ.

Будем говорить, что системе {aαK1}α∈A соответствует точка ξ.
Заметим, что любая точка ξ ∈ intX соответствует некоторой максималь-

ной центрированной системе главных правых идеалов полугруппы K(X). Возь-
мем такую последовательность {am}∞m=1 элементов полугруппы K(X), что ξ ∈
int amX, am+1X ⊂ int amX, m = 1, 2, . . . , и

∞⋂
m=1

int amX = ξ. Тогда ясно, что

{amK1}∞m=1 — центрированная система главных правых идеалов полугруппы
K(X) и из леммы 3 следует, что максимальной центрированной системе глав-
ных правых идеалов полугруппы K(X), содержащей {amK1}∞m=1, будет соот-
ветствовать точка ξ.

Лемма 4. Пусть {aαK1}∞α=1 — максимальная центрированная система глав-
ных правых идеалов полугруппы K(X), которой соответствует точка ξ. Если
{aβK1}β∈B — другая максимальная центрированная система главных правых
идеалов полугруппы K(X), которой также соответствует точка ξ, то, какие
бы ни были элементы aα′K1 ∈ {aαK1}α∈A и aβ′K1 ∈ {aβK1}β∈B , удовлетво-
ряющие условию aα′K1 ∩ αβ′K1 = ∅, нет элементов aα′′K1 ∈ {aαK1}a∈A и
aβ′′K1 ∈ {aβK1}β∈B таких, что в K(X) разрешимы уравнения aα′x = aα′′

и αβ′x = aβ′′ . Если {aγK1}γ∈� — произвольная максимальная центрирован-
ная система главных правых идеалов полугруппы K(X), которой соответству-
ет точка ξ′ 6= ξ, то существуют элементы aα′K1 aα′′K1 ∈ {aαK1}α∈A и aγ′K1,
aγ′′K1 ∈ {aγK1}γ∈� такие, что одновременно выполняются следующие условия:

1) aα′K1 ∩ aγ′K1 = ∅,
2) уравнения aα′x = aα′′ и aγ′x = aγ′′ разрешимы в K(X).

Доказательство. Пусть {aαK1}α∈A и {aβK1}β∈B — максимальные цен-
трированные системы главных правых идеалов полугруппы K(X), которым со-
ответствует одна и та же точка ξ. Предположим, что aα′K1 ∈ {aαK1}α∈A,
aβ′K1 ∈ {aβK1}β∈B и aα′K1 ⋂

aβ′K1 = ∅. Из леммы 1 следует, что int aα′X ∩
int aβ′X = ∅. Допустим, что найдутся α′′ ∈ A и β′′ ∈ B, для которых уравне-
ния aα′x = aα′′ и aβ′x = aβ′′ разрешимы в K(X). Тогда из леммы 2 вытекает,
что aα′′X ⊂ int aα′X, aβ′′X ⊂ int aβ′X. Точка ξ принадлежит как aα′′X, так
и aβ′′X. Поэтому ξ ∈ int aα′X ∩ int aβ′X 6= ∅; противоречие.

Переходим к доказательству второй части леммы. Пусть {αγK1}γ∈� —
максимальная центрированная система главных правых идеалов полугруппы
K(X), которой соответствует точка ξ′ 6= ξ. Выберем какие-нибудь дизъюнкт-
ные окрестности Vξ и Vξ′ точек ξ и ξ′ соответственно. Найдутся гомеоморфизмы
aα′ , aγ′ ∈ K(X) такие, что aα′X ⊂ Vξ, ξ ∈ int aα′X, aγ′X ⊂ Vξ′ , ξ′ ∈ int aγ′X. Вы-
берем замкнутые шары Bξ и Bξ′ , удовлетворяющие условию ξ ∈ Bξ ⊂ int aα′X,
ξ′ ∈ Bξ′ ⊂ int aγ′X. Найдутся гомеоморфизмы aα′′ , aγ′′ ∈ K(X) такие, что
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ξ ∈ int aα′′X, aα′′X ⊂ intBξ, ξ′ ∈ int aγ′′X, aγ′′X ⊂ intBξ′ . Имеем

a−1
α′ aα′′X ⊆ a−1

α′ aα′′X = a−1
α′ aα′′X ⊂ a−1

α′ intBξ = int a−1
α′ Bξ,

a−1
α′ Bξ ⊂ a−1

α′ int aα′X = a−1
α′ aα′ intX = intX,

т. е. a−1
α′ aα′′ ∈ K(X). Аналогично α−1

γ′ aγ′′ ∈ K(X). Очевидно, элементы
a−1
α′ aα′′ и α−1

γ′ aγ′′ будут решениями уравнений aα′x = aα′′ и αγ′x = aγ′′ . Так
как ξ ∈ int aα′X, ξ ∈ int aα′′X, то aα′K1 ∈ {aαK1}α∈A и aα′′K1 ∈ {aαK1}α∈A.
Аналогично aγ′K1 ∈ {aγK1}γ∈� и aγ′′K1 ∈ {aγK1}γ∈� .

Замечание. Таким образом, множество всех максимальных центрирован-
ных систем главных правых идеалов полугруппы K(X) разбивается на непере-
секающиеся классы.

В дальнейшем под максимальной центрированной системой всегда подра-
зумеваем максимальную центрированную систему главных правых идеалов по-
лугруппы K(X).

Лемма 5. Пусть {aαK1}α∈A — максимальная центрированная система,
которой соответствует точка ξ и {amK1}∞m=1 — последовательность ее элемен-
тов такая, что уравнения amx = am+1 разрешимы в K(X) при m = 1, 2, . . . .
Любое расширение последовательности {amK1}∞m=1 до максимальной центри-
рованной системы соответствует точке ξ тогда и только тогда, когда для каждой
окрестности Vξ точки ξ найдется целое n такое, что amX ⊂ Vξ при m ≥ n.

Доказательство. Пусть {amK1}∞m=1 — последовательность, о которой
говорится в лемме, и точка ξ соответствует некоторому максимальному расши-
рению этой последовательности. Пусть для некоторой окрестности Vξ не най-
дется требуемого n. Можно вместо окрестности Vξ, очевидно, взять окрестность
V ′ξ такую, что V ′ξ ⊂ Vξ. Из разрешимости уравнений amx = am+1 следует, что
am+1x ⊂ int amX при m = 1, 2, . . . . Поэтому int amX \ V ′ξ 6= ∅ при m = 1, 2, . . . .
Очевидно, система множеств {int amX \ V ′ξ}∞m=1 центрирована. Тем самым цен-

трирована и система компактов {int amX \ V ′ξ}∞m=1. Значит,
∞⋂
m=1

int amX \ V ′ξ 6=

∅. Пусть ξ′ ∈
∞⋂
m=1

int amX \ V ′ξ . Очевидно, ξ′ 6= ξ. Отделим друг от друга

точки ξ и ξ′ окрестностями Uξ и Uξ′ соответственно. Найдется гомеоморфизм
a0 ∈ K(X) такой, что a0X ⊂ Uξ′ , ξ′ ∈ int a0X. Ясно, что система {int amX}∞m=0
центрирована. Поэтому центрирована по лемме 1 и система {amK1}∞m=0. Возь-
мем элемент aα′ ∈ K(X) такой, что ξ ∈ int aα′X ⊆ aα′X ⊂ Uξ. Тогда по лемме 3
имеем, что aα′K1 ∈ {aαK1}α∈A. Очевидно aα′K1∩a0K1 = ∅. Поэтому aα′K1 не
принадлежит максимальному расширению последовательности {amK1}∞m=1, о
котором идет речь в начале доказательства леммы. Пусть {amK1}∞m=1 — после-
довательность элементов максимальной центрированной системы {aαK1}α∈A,
которой соответствует точка ξ, и пусть уравнения amx = am+1 разрешимы
в K(X) при m = 1, 2, . . . . Пусть, кроме того, для каждой окрестности Vξ точки
ξ найдется целое n такое, что amX ⊂ Vξ при m ≥ n.

Так как {amK1}∞m=1 — подсистема максимальной центрированной системы

{aαK1}α∈A, то ξ ∈
∞⋂
m=1

int amX. Предположим, что кроме точки ξ есть еще

некоторая точка ξ′ в
∞⋂
m=1

int amX. Возьмем окрестность Vξ точки ξ такую, что
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ξ′ 6∈ V ξ. Начиная с некоторого m ≥ n имеем amX ⊂ Vξ. Значит, ξ′ 6∈ amX при

m ≥ n и ξ 6∈
∞⋂
m=1

int amX.

Итак, любое расширение последовательности {amK1}∞m=1 до максималь-
ной центрированной системы обладает тем свойством, что этой максимальной
центрированной системе соответствует точка ξ.

Замечание. Пусть {aαK1}α∈A — максимальная центрированная система,
которой соответствует точка ξ. Последовательность, удовлетворяющую усло-
виям леммы 5, можно выделить в ней, например, следующим образом.

Пусть {Br/k}∞k=1 — последовательность замкнутых шаров с центрами в точ-
ке ξ и радиусами r/k, где Br ⊂ intX, а {bk}∞k=1 — последовательность гомео-
морфизмов пространства X в себя таких, что ξ ∈ int bkX и bkX ⊂ intBr/k,
k = 1, 2, . . . . Гомеоморфизм b1 обозначим через a1. Найдется первый шар ради-
уса r/k1, где k1 — некоторое натуральное число, такой, что Br/k1 ⊂ int a1X. Со-
ответствующий этому шару гомеоморфизм bk1 обозначим через a2. Очевидно,
в K(X) разрешимо уравнение a1x = a2. Пусть выделен элемент am. Возьмем
первый шар радиуса Br/km , где km — некоторое натуральное число, такой, что
Br/km ⊂ int amX. Соответствующий этому шару гомеоморфизм bkm обозначим
через am+1. Уравнение amx = am+1, очевидно, разрешимо в K(X). Последо-
вательность {am}∞m=1 согласно построению удовлетворяет условиям леммы 5.
Значит, любому расширению последовательности {amK1}∞m=1 до максимальной
центрированной системы будет соответствовать точка ξ.

Назовем B-последовательностью полугруппы K(X) центрированную по-
следовательность {amK1}∞m=1 главных правых идеалов полугруппы K(X) та-
кую, что все уравнения amx = am+1, m = 1, 2, . . . , разрешимы в K(X) и все
максимальные центрированные системы главных правых идеалов в K(X), со-
держащие эту последовательность, принадлежат одному классу (замечание к
лемме 4). Из лемм 4 и 5 и замечаний к ним следует, что в каждой максималь-
ной центрированной системе содержатся B-последовательности. Систему пра-
вых идеалов {Rθ}θ∈� полугруппы Dx назовем B-системой правых идеалов, если
для каждой B-последовательности {amK1}∞m=1 найдутся am′K1 ∈ {amK1}∞m=1
и Rθ′ ∈ {Rθ}θ∈� такие, что am′K1 ⊆ Rθ′ .

Лемма 6. Система правых идеалов {Rθ}θ∈� является B-системой правых
идеалов тогда и только тогда, когда

⋃
θ
sRθ = intX.

Доказательство. Пусть ξ ∈ intX, {aαK1}α∈A — максимальная центри-
рованная система, которой соответствует точка ξ, {amK1}∞m=1 — B-последова-
тельность полугруппы K(X), состоящая из ее элементов. Тогда ξ ∈ int amX при
m = 1, 2, . . . . Если {Rθ}θ∈� — B-система правых идеалов, то для некоторых
m′ ∈ N и θ′ ∈ � имеет место am′K1 ⊆ Rθ′ . Очевидно, s(am′K1) ⊆ sRθ′ . Значит,
ξ ∈ int am′X ⊆ sRθ′ , поэтому

⋃
θ
sRθ = intX. Рассмотрим систему правых идеа-

лов {Rθ}θ∈� полугруппы Dx такую, что
⋃
θ
sRθ = intX. Пусть ξ ∈ intX, тогда

ξ принадлежит некоторому sRθ, а значит, ξ ∈ intX для некоторого a ∈ Rθ.
Далее, пусть {aαK1}α∈A — максимальная центрированная система, которой со-
ответствует точка ξ, и {amK1}∞m=1 — B-последовательность, состоящая из ее
элементов. Выберем замкнутые шары Bξ и B′ξ с центром в точке ξ такие, что
B′ξ ⊂ intBξ, Bξ ⊂ int aX. По лемме 5 найдется такое m′ ∈ N , что am′X ⊂ intB′ξ.
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Имеем
a−1am′X ⊆ a−1am′X = a−1am′X ⊂ a−1 intBξ = int a−1Bξ,

a−1Bξ ⊂ a−1 int aX = a−1a intX = intX.
Таким образом, уравнение ax = am′ разрешимо в K(X). Получаем, что am′ ∈
aK1, am′K1 ⊆ aK1 ⊆ aD1

x ⊆ Rθ′ . Итак, система {Rθ}θ∈� является B-системой
правых идеалов.

Теорема 7. Пусть X — подмножество с непустой внутренностью в конеч-
номерном евклидовом пространстве. Равенство dimX = n выполняется тогда
и только тогда, когда в каждую конечную B-систему правых идеалов полу-
группы Dx можно вписать конечную B-систему правых идеалов полугруппы
Dx кратности ≤ n + 1. При этом для некоторой конечной B-системы правых
идеалов полугруппы Dx каждая вписанная в нее конечная B-система правых
идеалов полугруппы Dx имеет кратность ≥ n+ 1.

Доказательство. Достаточность. Пусть {�p}qp=1 — конечное откры-
тое покрытие множества intX и ξ ∈ intX. Тогда ξ ∈ �p0 , где �p0 ∈ {�p}

q
p=1.

Возьмем aξ ∈ K(X) такое, что aξX ⊂ �p0 , ξ ∈ int aξX. Через Rp0 обозначим

правый идеал
⋃

ξ∈�p0
aξD1

x. Очевидно, sRp0 = �p0 и
q⋃

p=1
sRp =

q⋃
p=1

�p = intX.

По лемме 6 {Rp}qp=1 является B-системой правых идеалов полугруппы Dx.
По предположению в {Rp}qp=1 можно вписать некоторую конечную B-систему
{R′k}mk=1 правых идеалов полугруппы Dx кратности ≤ n+1. Так как {R′k}mk=1 —

B-система, то
m⋃
k=1

sR′k = intX. Пусть R′k′ ∈ {R′k}mk=1. Найдется Rp′ ∈ {Rp}qp=1

такое, что R′k′ ⊆ Rp′ . Это означает, что sR′k′ ⊆ sRp′ = �p′ . Кроме того,
так как ord{R′k}mk=1 ≤ n + 1 и ord{R′k}mk=1 = ord{sR′k}mk=1 (по лемме 1), то
ord{sR′k}mk=1 ≤ n+ 1.

Таким образом, в любое конечное открытое покрытие множества intX мож-
но вписать конечное открытое покрытие {sR′k}mk=1 кратности ≤ n+ 1. Возьмем
такую конечную B-систему {Rp}qp=1 правых идеалов полугруппы Dx, что каж-
дая вписанная в нее конечная B-система правых идеалов полугруппы Dx имеет

кратность ≥ n + 1. Так как {Rp}qp=1 — B-система, то
q⋃

p=1
sRp = intX, т. е. се-

мейство {sRp}qp=1 является открытым покрытием множества intX. Обозначим
sRp через �p. Пусть {�′k}mk=1 — некоторое вписанное в {�p}qp=1 конечное откры-
тое покрытие множества intX. Пусть �′k′ ∈ {�′k}mk=1. Выберем �p′ ∈ {�p}qp=1
такое, что �′k ⊆ �p′ . Так как �p′ = sRp′ , то для каждой точки ξ ∈ �′k′ най-
дется элемент aξ ∈ Rp′ такой, что ξ ∈ int aξX. Найдется элемент bξ ∈ K(X)
такой, что bξX ⊂ �′k′ ∩ int aξX, ξ ∈ int bξX, и уравнение aξx = bξ будет разреши-
мо в K(X) (доказательство аналогично рассуждениям в конце леммы 6), т. е.
a−1
ξ bξ ∈ K(X). Таким образом,

s
(
bξD

1
x

)
= int bξX ⊂ �′k′ , bξ = aξ

(
a−1
ξ bξ

)
, bξD

1
x = aξ

(
a−1
ξ bξ

)
D1
x ⊂ aξD

1
x ⊆ Rp′ .

Значит,
⋃

ξ∈�′
k′

bξD1
x ⊂ Rp′ и s

( ⋃
ξ∈�′

k′

bξD1
x

)
= �′k′ . Обозначим правый идеал⋃

ξ∈�′
k′

bξD1
x через R′k′ . Для каждого �′k, k = 1, 2, . . . ,m, построим аналогич-

ным образом правый идеал R′k. Очевидно, что по построению система пра-
вых идеалов {R′k}mk=1 будет вписанной в систему правых идеалов {Rp}qp=1 и
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m⋃
k=1

sR′k =
m⋃
k=1

�′k = intX, т. е. система {R′k}mk=1 является конечной B-системой

правых идеалов полугруппы Dx, вписанной в систему {Rp}qp=1 и по предполо-
жению ord{R′k}mk=1 ≥ n + 1. Но ord{�′k}mk=1 = ord{R′k}mk=1 ≥ n + 1. Таким
образом, для покрытия {�p}qp=1 каждое вписанное в него открытое покрытие
{�′k}mk=1 имеет кратность ≥ n + 1. Значит, dim intX = n, поэтому и dimX = n
[1].

Необходимость. Пусть dimX = n и {Rp}qp=1 — какая-то B-система пра-

вых идеалов полугруппы Dx. Из леммы 6 следует, что
q⋃

p=1
sRp = intX, т. е.

семейство открытых множеств {sRp}qp=1 является конечным открытым покры-
тием множества intX. Это означает, что в покрытие {sRp}qp=1 можно комбина-
торно вписать конечное открытое покрытие {�p}qp=1 кратности ≤ n+1. Отсюда
�p ⊆ sRp при p = 1, . . . , q. Пусть �p′ ∈ {�p}qp=1. Для каждой точки ξ ∈ �p′

найдется элемент aξ ∈ Rp′ такой, что ξ ∈ int aξX. Также легко найти элемент
bξ ∈ K(X) такой, что ξ ∈ int bξX, bξX ⊂ int aξX ∩�p′ и уравнение aξx = bξ раз-
решимо в K(X). Имеем bξ ∈ aξK1, bξ ∈ aξD1

x, bξD1
x ⊂ aξD1

x и
⋃

ξ∈�p′
int bξX = �p′ .

Кроме того, ⋃
ξ∈�p′

bξD
1
x ⊂

⋃
ξ∈�p′

aξD
1
x ⊆ Rp′ .

Обозначим правый идеал
⋃

ξ∈�p′
bξD1

x через R′p′ . Так как sR′p′ =
⋃

ξ∈�p′
int bξX =

�p′ , то
ord{R′p}

q
p=1 = ord{�p}qp=1 ≤ n+ 1.

Далее, найдется такое конечное открытое покрытие {�p}qp=1 множества intX,
что любое вписанное в него конечное открытое покрытие имеет кратность ≥
n+ 1. Пусть ξ ∈ �p0 , где 1 ≤ p0 ≤ q. Возьмем aξ ∈ K(X) такой, что aξX ⊂ �p0 ,
ξ ∈ int aξX. Рассмотрим правый идеал

⋃
ξ∈�p0

aξD1
x и обозначим его через Rp0 .

Очевидно, sRp0 = �p0 и
q⋃

p=1
sRp = intX. Из леммы 6 следует, что система

{Rp}qp=1 является B-системой правых идеалов полугруппы Dx. Предположим,
что в систему {Rp}qp=1 можно вписать какую-то конечную B-систему правых
идеалов кратности < n + 1. Обозначим укрупнение этой системы до комбина-
торной вписанности относительно системы {Rp}qp=1 через {R′p}

q
p=1. Ясно, что

ord{R′p}
q
p=1 < n + 1. Обозначим sR′p через �′p для каждого p = 1, . . . , q. Легко

видеть, что
⋃
p
�′p =

⋃
p
sR′p = intX, так как система {R′p}

q
p=1 как укрупнение

B-системы сама является B-системой. Но R′p ⊆ Rp при каждом p, поэтому
sR′p ⊆ sRp при каждом p. Из леммы 1 следует, что

ord{R′p}
q
p=1 = ord{sR′p}

q
p=1 = ord{�′p}

q
p=1.

Таким образом, ord{�′p}
q
p=1 < n+ 1, что невозможно.

Теорема доказана.
Выражаю глубокую благодарность Аркадию Анатольевичу Мальцеву за

ценные советы, поддержку и постоянное внимание к работе, а также рецензенту,
внимательно ознакомившемуся с работой и сделавшему замечания, улучшившие
изложение.
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