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ОПЕРАТОР ГРИНА ОБОБЩЕННОЙ МАТРИЧНОЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО–АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

С. М. Чуйко

Аннотация. Найдены условия разрешимости, а также конструкция обобщенного
оператора Грина линейной нётеровой матричной дифференциально-алгебраической
краевой задачи. Получены достаточные условия приводимости обобщенного мат-
ричного дифференциально-алгебраического уравнения к традиционному диффе-
ренциально-алгебраическому уравнению с неизвестной в виде вектор-столбца. Для
решения матричной дифференциально-алгебраической краевой задачи использова-
ны оригинальные условия разрешимости, а также конструкция общего решения
матричного уравнения типа Сильвестра.
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1. Постановка задачи

Исследуем задачу о построении решений [1–3]

Z(t) = (Z(i,j)(t)), Z(i,j)(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β, j = 1, 2, . . . , γ,

обобщенного матричного дифференциально-алгебраического уравнения

DZ(t) = A Z(t) + F (t), (1)

подчиненных краевому условию

LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν . (2)

Здесь

DZ(t) :=
p∑

i=1

Si(t)Z ′(t)Ri(t), A Z(t) :=
q∑

j=1

�j(t)Z(t)�j(t)

— линейные матричные операторы, Si(t), �i(t) ∈ Rα×β , Ri(t), �j(t) ∈ Rγ×δ и F (t)
— непрерывные матрицы, LZ(·) — линейный ограниченный матричный функ-
ционал: LZ(·) : C1[a; b] → Rµ×ν , кроме того, α, β, γ, δ, µ, ν — произвольные на-
туральные числа. Матричное дифференциально-алгебраическое уравнение (1)
обобщает традиционные постановки задач для матричных дифференциальных
уравнений [1–3] и, в частности, дифференциально-алгебраических уравнений
[4–7]. С другой стороны, матричная дифференциально-алгебраическая краевая
задача (1), (2) обобщает традиционные постановки нётеровых краевых задач
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений [8–10].
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Обозначим через �(j) ∈ Rβ×γ , j = 1, 2, . . . , βγ, естественный [11] базис про-
странства Rβ×γ , при этом задача о нахождении решений уравнения (1) приводит
к задаче о нахождении вектора y(t) ∈ Rβγ , компоненты которого yj(t) ∈ C1[a; b]
определяют разложение матрицы

Z(t) =
βγ∑
j=1

�(j)yj(t), yj(t) ∈ R1, j = 1, 2, . . . , βγ,

по векторам �(j) ∈ Rβ×γ базиса пространства Rβ×γ . Определим оператор [12, 13]

M [B] : Rβ×γ → Rβγ

как оператор, который ставит в соответствие матрицеB ∈ Rβ×γ вектор-столбец
M [B] ∈ Rβγ , составленный из γ столбцов матрицы B, а также обратный опе-
ратор

M
−1{M [B]} : Rβγ → Rβ×γ ,

который ставит в соответствие вектору M [B] ∈ Rβγ матрицу B ∈ Rβ×γ . В но-
вых обозначениях линейный матричный оператор DZ(t) принимает вид

DZ(t) :=
p∑

i=1

Si(t)Z ′(t)Ri(t) =
βγ∑
j=1

p∑
i=1

Si(t)�(j)Ri(t)y′j(t),

при этом
M [DZ(t)] = Q(t)y′(t), Q(t) := [Qi(t)]

βγ
i=1 ∈ Rαδ×βγ ,

где

Qj(t) =M

[
p∑

i=1

Si(t)�(j)Ri(t)

]
, j = 1, 2, . . . , βγ.

Аналогично

M [A Z(t)] = �(t)y(t), �(t) := [�i(t)]
βγ
i=1 ∈ Rαδ×βγ ,

где

�j(t) =M

[
q∑

i=1

�i(t)�(j)�i(t)

]
, j = 1, 2, . . . , βγ.

Таким образом, задача о построении решений обобщенного матричного диф-
ференциально-алгебраического уравнения (1) приведена к задаче о нахождении
решений

y(t) = col(yi(t)) ∈ Rβγ , yi(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , βγ,

традиционного дифференциально-алгебраического уравнения [4–7]

Q(t)y′(t) = �(t)y(t) +F (t), F (t) :=M [F (t)]. (3)

2. Случай разрешимости относительно производной

При условии [10]

PQ∗(t)�(t) = 0, PQ∗(t)F (t) = 0, Q+(t)�(t), Q+(t)F (t) ∈ C[a; b] (4)
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система (3) по меньшей мере одним способом разрешима относительно произ-
водной

dy

dt
= Q+(t)�(t)y +Q+(t)F (t).

Здесь Q+(t) — псевдообратная (по Муру — Пенроузу) матрица, PQ∗(t) — (αδ ×
αδ)-матрица-ортопроектор, PQ∗(t) : Rαδ → N(Q∗(t)). Обозначим через X(t) нор-
мальную фундаментальную матрицу [8]

dX(t)
dt

= Q+(t)�(t)X(t), Q+(t)�(t) ∈ Rβγ×βγ , X(a) = Iβγ ,

полученной традиционной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. При условии (4) система (3) имеет решение вида

y(t, c) = X(t)c+K[Q+(s)F (s)](t), K[f(s)](t) := X(t)
t∫

a

X−1(s)f(s) ds, c ∈ Rβγ ,

которое определяет решение обобщенного матричного дифференциально-алгеб-
раического уравнения (1)

Z(t, c) = W (t, c) +K [F (s)](t), W (t, c) :=M−1[X(t)c], c ∈ Rβγ , (5)

где K [F (s)](t) := M−1{K[Q+(s)F (s)](t)} — обобщенный оператор Грина мат-
ричной задачи Коши с Z(a) = 0 для дифференциально-алгебраической системы
(1), W (t, c) — общее решение задачи Коши с Z(a) = M−1(c) для однородной
части уравнения (1). Таким образом, доказано следующее достаточное условие
разрешимости задачи Коши для дифференциально-алгебраической системы (1).

Лемма. При условии (4) матричная задача Коши с Z(a) = A для диффе-
ренциально-алгебраической системы (1) для любого начального значения A ∈
Rµ×ν имеет по меньшей мере одно решение (5) при c =M {A}.

Обозначим через �(j), j = 1, 2, . . . , βγ, естественный базис [11] пространства
Rβγ . Подставляя решение обобщенного матричного дифференциально алгебра-
ического уравнения (1) в краевое условие (2), приходим к задаче о нахождении
решений

c =
βγ∑
j=1

�(j)ξj ∈ Rβγ , ξj ∈ R1, j = 1, 2, . . . , βγ,

матричного уравнения типа Сильвестра [12]

LW (·, c) +LK [F (s)](·) = A ∈ Rµ×ν . (6)

В критическом случае (PQ∗ 6= 0) при условии (4) и

PQ∗
d
M {A−LK [F (s)](·)} = 0 (7)

решение матричного уравнения (6) определяет вектор [12, 13]

c = Q+
M {A−LK [F (s)](·)}+ PQrcr, cr ∈ Rr.

Здесь PQ∗ — (µν × µν)-матрица-ортопроектор, PQ∗ : Rµν → N(Q∗), где

Q := [Qi]
βγ
i=1 ∈ Rµν×βγ , Qi :=M {LM−1[X(·)�(i)]}, i = 1, 2, . . . , βγ,
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матрица PQr составлена из r линейно независимых столбцов (βγ×βγ)− матрицы-
ортопроектора PQ : Rβγ → N(Q). Матрица PQ∗

d
составлена из d линейно неза-

висимых строк матрицы-ортопроектора PQ∗ . Таким образом, в критическом
случае при условиях (4) и (7) по меньшей мере одно решение обобщенного
матричного дифференциально-алгебраического уравнения (1), удовлетворяю-
щее краевому условию (2)

Z(t, cr) = W (t, cr) +G[F (s);A](t), W (t, cr) :=M−1[X(t)PQrcr], cr ∈ Rr, (8)

определяет обобщенный оператор Грина

G[F (s);A](t) =M−1{X(t)Q+
M {A−LK [F (s)](·)}}+K [F (s)](t) (9)

краевой задачи (1), (2). Таким образом, доказано следующее достаточное усло-
вие разрешимости матричной дифференциально-алгебраической задачи (1), (2).

Теорема 1. В критическом случае (PQ∗ 6= 0) при условиях (4) и (7) по
меньшей мере одно решение (8) обобщенного матричного дифференциально-ал-
гебраического уравнения (1), удовлетворяющее краевому условию (2), опреде-
ляет обобщенный оператор Грина (9) матричной дифференциально-алгебраиче-
ской краевой задачи (1), (2).

Пример 1. Требованиям доказанной теоремы 1 удовлетворяет задача о по-
строении 2π-периодических решений матричной дифференциально-алгебраи-
ческой системы

DZ(t) = A Z(t) + F (t), (10)
где

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,

R1 :=
(

1 0 0
0 0 0

)
, R2 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
,

�1 := �2 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 0 0
0 sin t 0

sin t cos t 0
cos t 0 0

 ,

�1 := R2, �2 :=
(

0 1 0
0 1 0

)
.

Обозначим через

�1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , �2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , . . . , �6 :=

 0 0
0 0
0 1


естественный базис пространства R3×2. Поскольку PQ∗(t)�(t) = 0, PQ∗(t)F (t) =
0, условие (4) выполнено. Произведение Q+(t)�(t) определяет матрицу

X(t) =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 t 0 1 2t
0 0 0 0 0 1
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и общее решение

W (t, c) =

 c1 c4
c2 tc3 + c5 + 2tc6
c3 c6


задачи Коши c

Z(a) =M−1(c) :=

 c1 c4
c2 c5
c3 c6

 , c :=

 c1
...
c6

 ∈ R6

для однородной части уравнения (10). Традиционный оператор Грина зада-
чи Коши K[f(s)](t) определяет обобщенный оператор Грина задачи Коши для
системы (10)

K [F (s)](t) :=M−1{K[Q+(s)F (s)](t)} =

 0 0
sin t 3 + t− 3 cos t− sin t

1− cos t sin t

 ;

здесь

Q+(t)F (t) =
(

0 cos t sin t
0 sin t cos t

)∗

.

Поскольку PQ∗ 6= 0, в задаче о построении 2π-периодических решений матрич-
ной дифференциально-алгебраической системы (10) имеет место критический
случай, здесь

Q = −2π


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0

 , PQ∗ =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 .

Общее решение

W (t, cr) =

 c1 c3
c2 c4
−2c5 c5


однородной части 2π-периодической матричной задачи для дифференциально-
алгебраической системы (10) определяют матрицы

PQ =
1
5


5 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0
0 0 4 0 0 −2
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 5 0
0 0 −2 0 0 1

 , PQr =
1
5


5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 0 0 −2
0 0 5 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 1

 .

Поскольку условие (7) выполнено, решение 2π-периодической матричной зада-
чи для дифференциально-алгебраической системы (10) определяет обобщенный
оператор Грина

G[F (s);A](t) =

 0 0
sin t 3− 3 cos t− sin t

4
5 − cos t − 2

5 + sin t

 .
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3. Случай неразрешимости относительно производной

При условии PQ∗(t)�(t) 6= 0 либо PQ∗(t)F (t) 6= 0 система (3) не разрешима
относительно производной, при этом система (1) может иметь решения вида

Z(t) =P` Y (t)Pr, P` ∈ Rβ×β , Pr ∈ Rγ×γ ,

где P`,Pr — неизвестные постоянные матрицы. В этом случае линейный мат-
ричный оператор DZ(t) принимает вид

DZ(t) =
p∑

i=1

Si(t)P` Y
′(t)PrRi(t) =

βγ∑
j=1

p∑
i=1

Si(t)P`�
(j)
PrRi(t)y′j(t),

при этом

M [DZ(t)] = Q1(t)y′(t), Q1(t) :=
[
Q(i)

1 (t)
]βγ
i=1 ∈ Rαδ×βγ ,

где

Q(j)
1 (t) =M

[
p∑

i=1

Si(t)P`�
(j)
PrRi(t)

]
, j = 1, 2, . . . , βγ.

Аналогично

M [A Z(t)] = �1(t)y(t), �1(t) :=
[
�(j)

1 (t)
]βγ
i=1 ∈ Rαδ×βγ ,

где

�(j)
1 (t) =M

[
q∑

i=1

�i(t)P`�
(j)
Pr�i(t)

]
, j = 1, 2, . . . , βγ.

Таким образом, задача о построении решений обобщенного матричного диф-
ференциально-алгебраического уравнения (1) приведена к задаче о нахождении
решений традиционного дифференциально-алгебраического уравнения [4–7]

Q1(t)y′(t) = �1(t)y(t) +F (t), F (t) :=M [F (t)]. (11)

При условии [10]
PQ∗

1(t)�1(t) = 0, PQ∗
1(t)F (t) = 0 (12)

в случае
Q+

1 (t)�1(t), Q+
1 (t)F (t) ∈ C[a; b] (13)

система (11) по меньшей мере одним способом разрешима относительно произ-
водной

dy

dt
= Q+

1 (t)�1(t)y +Q+
1 (t)F (t).

Условие (12) представляет собой, вообще говоря, нелинейное уравнение отно-
сительно постоянных матриц P`, Pr, определяющих матрицы Q1(t) = Q1(P`,
Pr, t) и �1(t) = �1(P`,Pr, t). Предположим, что система уравнений (12) име-
ет действительные решения P` ∈ Rβ×β , Pr ∈ Rγ×γ , для которых выполнено
условие (13). Обозначим через X(t) нормальную фундаментальную матрицу [8]

dX(t)
dt

= Q+
1 (t)�1(t)X(t), Q+

1 (t)�1(t) ∈ Rβγ×βγ , X(a) = Iβγ ,

полученной традиционной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. При условии (13) система (11) имеет решение вида

y(t, c) = X(t)c+K[Q+
1 (s)F (s)](t),
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которое определяет решение обобщенного матричного дифференциально-алгеб-
раического уравнения (1)

Z(t, c) = W(t, c) +K [F (s)](t), W(t, c) :=P`M
−1[X(t)c]Pr, c ∈ Rβγ ,

где
K [F (s)](t) :=P`M

−1{K[Q+(s)F (s)](t)}Pr (14)
— обобщенный оператор Грина матричной задачи Коши с Z(a) = 0 для диф-
ференциально-алгебраической системы (1). Подставляя решение обобщенного
матричного дифференциально-алгебраического уравнения (1) в краевое усло-
вие (2), приходим к задаче о нахождении решений

c =
βγ∑
j=1

�(j)ξj ∈ Rβγ , ξj ∈ R1, j = 1, 2, . . . , βγ,

матричного уравнения типа Сильвестра [12]

LW(·, c) +LK [F (s)](·) = A ∈ Rµ×ν . (15)

В критическом случае (PQ∗ 6= 0) при условии (12) и

PQ∗
d
M {A−LK [F (s)](·)} = 0 (16)

решение матричного уравнения (15) определяет вектор [12, 13]

c = Q+
M {A−LK [F (s)](·)}+ PQrcr, cr ∈ Rr.

Здесь PQ∗ — (µν × µν)-матрица-ортопроектор, PQ∗ : Rµν → N(Q∗), где

Q := [Qi]
βγ
i=1 ∈ Rµν×βγ , Qi :=M {LP`M

−1[X(·)�(i)]Pr}, i = 1, 2, . . . , βγ;

матрица PQr составлена из r линейно независимых столбцов (βγ × βγ)-матри-
цы-ортопроектора PQ : Rβγ → N(Q). Матрица PQ∗

d
составлена из d линейно

независимых строк матрицы-ортопроектора PQ∗ , кроме того, Xr(t) := X(t)PQr .
Таким образом, в критическом случае при условии (12) и (16) по меньшей ме-
ре одно решение обобщенного матричного дифференциально-алгебраического
уравнения (1), удовлетворяющее краевому условию (2)

Z(t, cr) = W(t, cr) + G[F (s);A](t), W(t, cr) :=P`M
−1[Xr(t)cr]Pr, cr ∈ Rr,

(17)
определяет обобщенный оператор Грина

G[F (s);A](t) =P`M
−1{X(t)Q+

M {A−LK [F (s)](·)}}Pr +K [F (s)](t) (18)

матричной дифференциально-алгебраической краевой задачи (1), (2). Таким
образом, доказано следующее достаточное условие разрешимости матричной
дифференциально-алгебраической краевой задачи (1), (2).

Теорема 2. В критическом случае (PQ∗ 6= 0) при условии (16), а также
PQ∗(t)�(t) 6= 0 либо PQ∗(t)F (t) 6= 0 для любых действительных решений P` ∈
Rβ×β ,Pr ∈ Rγ×γ уравнения (12), для которых выполнено условие (13), по мень-
шей мере одно решение (17) обобщенного матричного дифференциально-алгеб-
раического уравнения (1), удовлетворяющее краевому условию (2), определяет
обобщенный оператор Грина (18) матричной дифференциально-алгебраической
краевой задачи (1), (2).

Существенное отличие дифференциально-алгебраической системы (1) при
условии (16), а также PQ∗(t)�(t) 6= 0 либо PQ∗(t)F (t) 6= 0 от более простого
случая PQ∗(t)�(t) = 0, PQ∗(t)F (t) = 0 демонстрирует следующее утверждение.
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Следствие. В критическом случае (PQ∗ 6= 0) при условии (16), а так-
же PQ∗(t)�(t) 6= 0 либо PQ∗(t)F (t) 6= 0 для действительных решений P`, Pr

уравнения (12), для которых выполнено условие (13), по меньшей мере одно ре-
шение (17) задачи Коши c Z(a) = A для дифференциально-алгебраической си-
стемы (1) определяет обобщенный оператор Грина (18) задачи Коши c Z(a) = A
для дифференциально-алгебраической системы (1).

Пример 2. Требованиям теоремы 2 удовлетворяет задача о построении 2π-
периодических решений матричной дифференциально-алгебраической системы

DZ(t) = A Z(t) + F (t), (19)

где

S1 :=


1 0 1
0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , S2 :=


1 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

R1 :=
(

1 0 1
0 1 0

)
, R2 :=

(
1 0 1
0 1 0

)
,

�1 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , �2 :=


1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 sin t 0
0 0 0
0 0 0
0 cos t 0

 ,

�1 := �2 :=
(

0 1 0
0 1 0

)
.

Поскольку PQ∗(t)�(t) 6= 0, условие (4) не выполнено, при этом система (19)
может иметь решения вида

Z(t) =P` Y (t)Pr, P` ∈ R3×3, Pr ∈ R2×2,

гдеP`,Pr — неизвестные постоянные матрицы. Система уравнений (12) имеет
действительное решение

P` :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , Pr := I2,

для которого выполнено условие (13). ПроизведениеQ+
1 (t)�1(t) определяет мат-

рицу

X(t) =
1
8


8 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0
0 0 8 0 0 0
4 0 0 8 0 0

t(t+ 4) 0 0 4t 8 0
0 0 0 0 0 8


и общее решение

W(t, c) =

 c1 c4 + c1
2 t

c2 c5 + t
8 (4c4 + c1(t+ 4))

0 0

 , c :=

 c1
...
c5

 ∈ R5
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задачи Коши c Z(a) = A для однородной части дифференциально-алгебраиче-
ской системы (19). Традиционный оператор Грина задачи КошиK[f(s)](t) опре-
деляет обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы (19)

K [F (s)](t) :=
1
4

 0 4 sin2 t
2

0 t+ sin t
0 0

 .

Поскольку PQ∗ 6= 0, в задаче о построении 2π-периодических решений матрич-
ной дифференциально-алгебраической системы (19) имеет место критический
случай, здесь

Q = −π
4


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0

4 + 2π 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0

 , PQ∗ =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 .

Общее решение

W(t, cr) =

 0 0
c1 c2
0 0


однородной части 2π-периодической матричной задачи для дифференциально-
алгебраической системы (19) определяют матрицы

PQ =


0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , PQr =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Поскольку условие (16) выполнено, семейство решений 2π-периодической мат-
ричной задачи для дифференциально-алгебраической системы (19)

Z(t, cr) = W(t, cr) + G[F (s);A](t)
определяет обобщенный оператор Грина

G[F (s);A](t) = K [F (s)](t)− 1
2

 0 1
0 2t
0 0

 .

Найденные условия разрешимости, а также конструкция обобщенного опе-
ратора Грина линейной нётеровой матричной дифференциально-алгебраиче-
ской краевой задачи (1), (2) обобщают традиционные результаты для нётеровых
краевых задач для систем обыкновенных дифференциальных, а также диффе-
ренциально-алгебраических уравнений [8–10, 14]. Предложенная формула част-
ного решения уравнения типа Сильвестра (6) может быть использована при ис-
следовании задач с краевыми условиями типа «interface conditions» для диффе-
ренциально-алгебраических систем [15], в теории устойчивости движения [16],
а также при решении дифференциальных уравнений Риккати [3] и матричного
уравнения Сильвестра [12]. С другой стороны, найденные условия разрешимо-
сти, а также конструкция обобщенного оператора Грина краевой задачи (1), (2)
обобщают условия разрешимости и конструкцию обобщенного оператора Грина
линейной нётеровой матричной краевой задачи [17].
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