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Аннотация. Изучаются коммутирующие дифференциальные операторы ранга два
с полиномиальными коэффициентами. Доказано, что для любой фиксированной
спектральной кривой вида w2 = z3 + c2z2 + c1z + c0 с произвольными коэффици-
ентами ci существуют коммутирующие несамосопряженные операторы порядков 4
и 6 с полиномиальными коэффициентами произвольной степени.
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1. Введение

В статье изучаются пары коммутирующих дифференциальных операторов
порядков 4 и 6 ранга два. Общий вид таких операторов в терминах специальных
функций на эллиптической спектральной кривой найден И. М. Кричевером и
С. П. Новиковым [1]. Оператор порядка 4 имеет вид

LKN =
(
∂2
x + V1(x)

)2 + V2(x)∂x + ∂xV2(x) + V3(x), (1)

где

V1(x) = − 1
4c2x

+
c2xx
4c2x

+ 2(ζ(γ0 + c)− ζ(2c)− ζ(γ0 − c))cx −
cxxx
2cx

+ c2x(2℘(2c)− ℘(γ0 + c)− ℘(γ0 − c)− (ζ(γ0 + c)− ζ(2c)− ζ(γ0 − c))2),

V2(x) = cx(℘(γ0 − c(x))− ℘(γ0 + c(x))), V3(x) = −(℘(γ0 − c(x)) + ℘(γ0 + c(x))),

℘(z), ζ(z) — функции Вейерштрасса, c(x) — произвольная функция, γ0 — по-
стоянная. Оператор LKN коммутирует с оператором L̃KN порядка 6. Эти опе-
раторы удовлетворяют тождеству

L̃2
KN = 4L3

KN + g2LKN + g3, g2, g3 ∈ C.
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Совместные собственные функции LKN и L̃KN образуют векторное расслоение
ранга два над аффинной алгебраической (спектральной) кривой

w2 = 4z3 + g2z + g3

(общую теорию операторов ранга больше 1 см. в [2]). Операторы LKN , L̃KN
изучались в [3–11]. Примечательно, что операторы Кричевера — Новикова мо-
гут иметь полиномиальные коэффициенты. Первые примеры таких операторов
были найдены Диксмье [12]:

LD =
(
∂2
x−x3−a

)2−2x, L̃D =
(
∂2
x−x3−a

)3− 3
2
(
x
(
∂2
x−x3−a

)
+

(
∂2
x−x3−a

)
x
)
,

при этом L̃2
D = L3

D + a.
П. Г. Гриневич [11] нашел условия, когда операторы Кричевера — Новикова

имеют рациональные коэффициенты.

Теорема 1.1 [11]. Пара коммутирующих операторов LKN , L̃KN с неособой
алгебраической кривой � , определяемой уравнением w2 = P (z) = 4z3 +g2z+g3,
имеет рациональные коэффициенты тогда и только тогда, когда

c(x) =
∞∫

q(x)

dt√
P (t)

,

где q(x) — произвольная рациональная функция. Если γ0 = 0, q(x) = x и
P (z) = 4z3 + 4a, то LKN , 1/2L̃KN совпадают с операторами Диксмье LD, L̃D.

Формально самосопряженные операторы с полиномиальными коэффициен-
тами изучались в [13]. В этой статье мы изучаем общий (несамосопряженный)
случай и показываем, что для любой эллиптической спектральной кривой су-
ществуют несамосопряженные операторы порядка 4 и 6 с полиномиальными
коэффициентами произвольной степени. Основным результатом является

Теорема 1.2. Для произвольной спектральной кривой � , заданной урав-
нением

w2 = F (z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0, ci ∈ C,

произвольных (z0, w0) ∈ � , w0 6= 0, и произвольного целого n ≥ 1 существуют
полиномы

R = δ2n+2x
2n+2 + · · ·+ δ0, P = βnx

n + · · ·+ β0

с δ2n+2 6= 0, βn 6= 0 такие, что оператор

L4 =
(
∂2
x +R

)2 + (4w0Px)∂x + ∂x(4w0Px)− 16F (z0)P 2 + 4F ′(z0)P −
1
2
F ′′(z0) + z0

коммутирует с оператором L6 порядка 6 с полиномиальными коэффициентами.
Спектральной кривой операторов L4, L6 является � .

Отметим, что операторы ранга три в случае эллиптических спектральных
кривых найдены О. И. Моховым [14]. Было бы интересно найти среди этих
операторов операторы с полиномиальными коэффициентами. Отметим также,
что недавно получены новые результаты о коммутирующих операторах ранга
больше 1 в случае спектральных кривых рода больше единицы (см. [15–24]).
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2. Доказательство теоремы 1.2

Коэффициенты оператора LKN выражены через функциональный пара-
метр c(x) с помощью функций Вейерштрасса (см. (1)). Такая параметризация
не очень удобна для изучения операторов с полиномиальными коэффициента-
ми. Для доказательства теоремы 1.2 понадобится другая параметризация через
функциональный параметр коэффициентов LKN .

Лемма 2.1. Пусть � — кривая, заданная уравнением
w2 = F (z) = z3 + c2z

2 + c1z + c0, ci ∈ C.
Тогда оператор

L4 =
(
∂2
x+R

)2+(4w0Px)∂x+∂x(4w0Px)−16F (z0)P 2+4F ′(z0)P−
1
2
F ′′(z0)+z0, (2)

где (z0, w0) ∈ � ,

P (x) =
1

W (x) + 2z0 + c2
,

R(x) =
1

4P 2
x

(
2P (x)− 16F (z0)P 4(x) + 8F ′(z0)P 3(x)

− 2F ′′(z0)P 2(x) + P 2
xx − 2PxPxxx

)
,

(3)

W (x) — произвольная гладкая функция, коммутирует с некоторым оператором
шестого порядка L6. При этом спектральной кривой L4 и L6 является � .

Доказательство. Рассмотрим коммутирующие формально самосопря-
женные операторы L̃4, L̃6 порядков 4 и 6 со спектральной кривой � . Опера-
тор L̃4 может быть записан в виде

L̃4 =
(
∂2
x + V (x)

)2 +W (x).
Тогда V (x) выражается через W (x) следующим образом:

V (x) =
−16F

(
− 1

2 (c2 +W )
)

+W 2
xx − 2WxWxxx

4W 2
x

(см., например, [22] или [4]). Оператор L̃4 − z0 разлагается на множители сле-
дующим образом (см. [22]):

L̃4 − z0 =
(
∂2
x + V (x)

)2 +W (x)− z0 =
(
∂2
x + χ1∂x + χ2

)(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)
, (4)

где

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
, χ2 =

3Qxx

2Q
+
w

Q
− Q2

x

Q2 + V,

Q = z0 +
1
2
(W + c2).

При этом
L̃6 − w0 = l4

(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)
, (5)

где l4 — некоторый оператор четвертого порядка. По теореме Лазама — Пре-
виато [6, следствие 2] несамосопряженные операторы Кричевера — Новикова
могут быть получены из формально самосопряженных операторов L̃4 − z0 и
L̃6 − w0 с помощью преобразования Дарбу, т. е. перестановкой множителей в
(4) и (5):
L4 =

(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)(
∂2
x + χ1∂x + χ2

)
+ z0, L6 =

(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)
l4 + w0.

Прямыми вычислениями можно убедиться, что L4 принимает вид (2). �

Далее предполагаем, что w0 6= 0 (иначе L4 формально самосопряженный).
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Лемма 2.2. Оператор L4 имеет полиномиальные коэффициенты тогда и
только тогда, когда P (x) и R(x) — полиномы.

Доказательство. Если P и R — полиномы, то очевидно, что L4 имеет
полиномиальные коэффициенты. Покажем обратное утверждение. Для этого
перепишем L4 в следующем виде:

L4 = ∂4
x + a2(x)∂2

x + a1(x)∂x + a0(x),

где из (2) следует, что

a2 = 2R =
1

2P 2
x

(2P (x)− 16F (z0)P 4(x) + 8F ′(z0)P 3(x)− 2F ′′(z0)P 2(x)

+ P 2
xx − 2PxPxxx),

a1 = 2Rx + 8w0Px.

Следовательно, a2x − a1 = 8w0Px. Таким образом, если a1 и a2 — полиномы, то
и Px — полином, а значит, и P — полином. �

Из (3) следует, что

4P 2
xR = 2P − 16F (z0)P 4 + 8F ′(z0)P 3 − 2F ′′(z0)P 2 + P 2

xx − 2PxPxxx. (6)

Далее предполагаем, что P , R — полиномы вида

R = α2
2n+2x

2n+2 + · · ·+ α2
0, P = βnx

n + · · ·+ β0, α2n+2 6= 0, βn 6= 0. (7)

Теорема 2.1. Для любого n > 0 существует решение уравнения (6) ви-
да (7).

Доказательство. Продифференцируем обе части (6) по x, а затем раз-
делим на Px. Получим

32F (z0)P 3 + 4RPxx + 2RxPx − 12F ′(z0)P 2 + 2F ′′(z0)P + Pxxxx − 1 = 0. (8)

Уравнение (6) эквивалентно системе уравнений: уравнению (8) и уравнению на
свободный член в (6):

2α2
0β

2
1 = β0 − 8F (z0)β4

0 + 4F ′(z0)β3
0 − F ′′(z0)β2

0 + 2β2
2 − 6β1β3. (9)

Уравнение (8) эквивалентно системе из 3n+1 уравнений с 3n+4 переменны-
ми αi, βj . Заметим, что все уравнения имеют степень 3 и множество их решений
состоит из точек в C3n+4 (с координатами αi, βj), которые лежат в пересечении
3n + 1 кубик, заданных этими уравнениями. По теореме 7.2 из [25, гл. 1] пере-
сечение X этих кубик с квартикой (9) в P3n+4 (с однородными координатами
αi, βj , u) непусто и каждая его неприводимая компонента имеет размерность,
большую или равную 2. По этой же причине пересечение X с гиперплоскостью
Z = {u = 0} на бесконечности непусто и каждая его неприводимая компонента
имеет размерность, большую или равную 1.

Для доказательства утверждения достаточно доказать, что для любого
фиксированного n > 0 существует одномерная неприводимая компонента X∩Z.
Из этого факта можем заключить, что аффинная часть пересечения X непуста
(на самом деле увидим, что эта аффинная часть содержит точку с ненулевыми
координатами α2n+2 и βn).
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Однородные части наших уравнений в P3n+4, которые не зависят от u, мо-
гут быть легко записаны: для уравнения (8) это в точности коэффициенты при
xi уравнения

KP 3 + 4RPxx + 2RxPx = 0, (10)

где K = 32F (z0), и для уравнения (9) это

α2
0β

2
1 + 4F (z0)β4

0 = 0. (11)

Следующим наблюдением является то, что уравнения (10) всегда имеют
решения вида

O = (α2n+2 6= 0 : βn 6= 0 : 0 : · · · : 0), т. е. R = α2
2n+2x

2n+2, P = βnx
n

для любого n > 0. Поэтому можно положить, например, βn = 1, α2n+2 =
i
√
K/(

√
8n).

Докажем, что для любого фиксированного n > 0 любая неприводимая ком-
понента X ∩ Z, содержащая O, имеет размерность 1. Рассмотрим открытую
аффинную окрестность O: βn = 1, и пересечение X ∩Z с аффинной гиперплос-
костью β0 = 0. Так как пересечение содержит ту же точку O, оно непусто, по-
этому каждая его неприводимая компонента имеет размерность, большую или
равную нулю. Докажем что это пересечение содержит в точности две точки: O
и O′ = (−α2n+2 : 1 : 0 · · · : 0) (а следовательно, все неприводимые компоненты
X ∩ Z, содержащие O, имеют размерность один).

Из (11) следует, что либо α0 = 0, либо β1 = 0. Если β0 = β1 = 0, то
из уравнения (10) вытекает, что α0 = 0. С другой стороны, можно рассмот-
реть (10) как обыкновенное дифференциальное уравнение с полиномиальными
коэффициентами на функцию R(x). Решением этого уравнения является

R =
−KP 4/8 + C

P 2
x

, C ∈ C.

Так как α0 = β0 = 0, постоянная C должна быть нулем. Но тогда P должно
делиться на Px, т. е. P = xn, ибо βn = 1 и β0 = 0. Поэтому имеется толь-
ко одно решение (P,R) у (10) и только два решения O,O′ у соответствующих
однородных уравнений.

Это означает что имеется точка в аффинной карте u 6= 0 в X, которая
близка к O, т. е. ее координаты α2n+2 и βn ненулевые. �

Замечание 2.1. Практически дословно таким же способом можно дать
более короткое доказательство теоремы 1.1 в [13].
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