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§ 1. Введение и основные результаты

Согласно классической теореме С. Л. Соболева [1] при rp 6= s для вложения
класса Соболева W r

p ((0, 1)s) в пространство C((0, 1)s) равномерно непрерывных
на (0, 1)s функций необходимо и достаточно выполнение неравенства rp > s.
В связи с этим естественно задаться вопросом о переходе к более узким классам
r раз дифференцируемых функций с производными из лебегова пространства
Lp((0, 1)s), для которых выполнено вложение в C((0, 1)s) при rp < s, что нахо-
дится в русле теории вложений функциональных пространств и их приложений.

Данная статья посвящена решению этой общей задачи в случае, когда нор-
ма Лебега заменяется нормой Морри [2].

Для того чтобы сформулировать результаты статьи, напомним соответству-
ющие определения и обозначения (в целом придерживаясь [3, 4]).

Пусть даны целые положительные числа s и rj (j = 1, . . . , s), положитель-
ные числа κj (j = 1, . . . , s), 1 ≤ p <∞ и положительная неубывающая на (0, 1]
функция �(δ).

Определим множество параллелепипедов Tκ1,...,κs :

Tκ = Tκ1,...,κs =

{
Iϑκ (y) =

s∏
j=1

[
yj −

1
2
ϑκj , yj +

1
2
ϑκj

]
⊂ [0, 1]s :

0 < yj < 1, j = 1, . . . , s, 0 < ϑ ≤ 1

}

c© 2016 Темиргалиев Н., Жайнибекова М. А., Джумакаева Г. Т.



Критерий вложения анизотропных классов Соболева — Морри 1157

и соответствующую ему норму

‖ϕ‖p,�,Tκ ≡ ‖ϕ‖p,�,Tκ1,...,κs
≡ ‖ϕ‖p,�,κ1,...,κs ≡ sup

E∈Tκ

1
�(|E|)

(∫
E

|ϕ(x)|p dx
) 1

p

,

где |E| есть лебегова мера множества E.
Классом Соболева — Морри W r1,...,rs

p,�,κ1,...,κs
((0, 1)s) назовем множество, состо-

ящее из всех измеримых на [0, 1]s функций f(x), для каждой из которых

‖f‖W r1,...,rs
p,�,κ1,...,κs

≡ ‖f‖p,�,κ1,...,κs +
s∑

j=1

∥∥Drj
xjf
∥∥
p,�,κ1,...,κs

≤ 1,

где Drj
xjf — обобщенная производная порядка rj по переменной xj .

Класс W r1,...,rs
p,�,κ1,...,κs

((0, 1)s) в случае r1 = · · · = rs = r, κ1 = · · · = κs обозна-
чим через W r

p,�,T ((0, 1)s), где T есть семейство всех s-мерных кубов из (0, 1)s,
стороны которых параллельны осям координат.

Ясно, что при �(δ) ≡ 1 классы W r1,...,rs
p,�,κ1,...,κs

≡W r1,...,rs
p,1,κ1,...,κs

сводятся к соот-
ветствующим пространствам Соболева W r1,...,rs

p ((0, 1)s). Для степенных функ-
ций �(δ) классы W r

p,�,T впервые были изучены Морри [2].
Через c(α, β, . . . ) будем обозначать некоторые положительные величины,

разные, вообще говоря, в разных формулах и зависящие лишь от указанных в
скобках параметров.

Если {AN}∞N=1 — последовательность положительных чисел и {BN}∞N=1 —
произвольная числовая последовательность, то запись BN �

α,β,...
AN означает,

что найдется постоянная c(α, β, . . . ), для которой при каждом целом положи-
тельном N выполнено неравенство |BN | ≤ c(α, β, . . . )AN . Запись AN �

α,β,...
BN

равносильна одновременному выполнению соотношений AN �
α,β,...

BN и BN �
α,β,...

AN . Также для κ1 > 0, . . . ,κs > 0 будем писать |κ| = κ1 + · · ·+ κs.

Теорема 1. Пусть даны целые положительные числа s, r1, . . . , rs, положи-
тельные числа κj (j = 1, . . . , s), действительное число 1 ≤ p < ∞ и неубываю-
щая на (0, 1] положительная функция �(δ), удовлетворяющая условию �(2δ) �
�(δ). Тогда для того чтобы имело место вложение

W r1,...,rs
p,�,κ1,...,κs

((0, 1)s) ⊂ C((0, 1)s), (1.1)

достаточно, а в случае выполнения условий

1
p

s∑
j=1

1
rj
6= 1, rτκτ = 1, τ = 1, . . . , s, (1.2)

η�(δ) � δ�(η), 0 < η < δ < 1, (1.3)

необходимо, чтобы

1∫
0

δ

(
1− 1

p

s∑
j=1

1
rj

) max
τ=1,...,s

rτκτ

|κ|
�(δ)

dδ

δ
< +∞. (1.4)

При r1 = · · · = rs = r, κ1 = · · · = κs, Tκ = T эта теорема сводится к
следующей теореме.
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Теорема A [4]. Пусть даны числа p, 1 ≤ p <∞, s и r, s, r = 1, 2, . . . , такие,
что rp 6= s. Пусть также дана неубывающая на (0, 1] положительная функция
�(δ), для которой справедливо неравенство (1.3). Тогда для того чтобы имело
место вложение

W r
p,�,T ((0, 1)s) ⊂ C((0, 1)s),

необходимо и достаточно выполнение условия

1∫
0

δ
r
s−

1
p · �(δ)

dδ

δ
< +∞.

Критерий А можно понимать как неулучшаемое дополнение к критерию
Соболева W r

p ((0, 1)s) ⊂ C((0, 1)s) ↔ rp > s путем замены исходного класса более
узким классом дифференцируемых функций в случае rp < s, а теорему 1 — как
распространение этого критерия на анизотропный случай.

Исследования Морри 1938 г. [2] получили продолжение в работах Греко,
Ниренберга, Компанато, Бароцци, В. П. Ильина, Росса, Ю. В. Нетрусова и др.
(см. [3, § 27]).

К. Ж. Наурызбаевым и Г. Т. Джумакаевой в первой половине 1980-х гг.
был сделан новый шаг — переход от степенного �(δ) = δβ к произвольному
случаю (см., например, [4–8]).

В последнее время наблюдается большая научная активность по темам вло-
жений классов Бесова — Морри, Лизоркина — Морри и Трибеля — Морри,
ограниченности классических операторов, в их числе максимального и Харди,
риссовских потенциалов и т. п., и интерполяции в пространствах Морри (см.,
например, [9–23] и имеющуюся в них библиографию).

Теперь обратимся к случаю rp = s, впервые изученному в [24], краткий
обзор последующих результатов дан в [3, § 10, пп. 6, 7]. Справедлива

Теорема 2. Пусть 1
p

s∑
j=1

1
rj

= 1. В случае �(δ) = log−β 1
δ , 0 < δ < 1, β > 0,

вложение
W r1,...,rs

p=
s∑

j=1

1
rj
,�,κ1,...,κs

((0, 1)s) ⊂ C((0, 1)s) (1.5)

имеет место при β > 1 и при всех κj > 0 (j = 1, . . . , s) и не имеет места при
β ≤ 1− 1

p , p > 1, κj = 1
rj

(j = 1, . . . , s).

Замечание 1. Теорему 2 можно рассматривать как распространение тео-

ремы 10.4 из [3, § 10, п. 4] на случай
s∑

j=1

1
rj

= p, 1 ≤ p ≤ +∞. Здесь случай

1 − 1
p < β ≤ 1 остается открытым. Не исключено, что вложение (1.5) име-

ет место во всех этих случаях. В заключение отметим, что полученные здесь
результаты частично анонсированы в [25].

§ 2. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 1. Доказательство достаточности проводится
по схеме из [3, § 27, пп. 2–4] с вычислениями, соответствующими изучаемому
случаю.
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Поскольку всякий s-мерный куб (0, 1)s при любом λ = (λ1, . . . , λs) удо-
влетворяет условию λ-рога, то при λ̄ =

( 1
r1
, . . . , 1

rs

)
имеет место теоретико-

множественное равенство (см. [3, § 8, п. 1])

(0, 1)s =
K⋃
k=1

Jk =
K⋃
k=1

(Jk + Vk),

где Vk есть λ̄-рог раствора θ > 0 и радиуса T > 0:

Vk = Vk

(
1
r1
, . . . ,

1
rs

;T
)

=
⋃

0≤t≤T

[(
a(k)
1 tλ1 , . . . , a(k)

s tλs
)

+{(tλ1θλ1τ1, . . . , t
λsθλsτs) : |τj | ≤ 1, j = 1, . . . , s}

]
,
(
a(k) = a(k)

1 , . . . , a(k)
s

)
∈ [−1, 1]s.

Тем самым исходное множество J = (0, 1)s разбивается на совокупность
открытых множеств Jk, k = 1, . . . ,K, приспособленных для применения инте-
гральных представлений (см. тождество 7(49) из [3, § 7, п. 4]), в соответствии
с чем для всякой функции f ∈ W r1,...,rs

p,�,κ,...,κs
((0, 1)s) ⊂ W r1,...,rs

p ((0, 1)s) и почти
каждой точки x ∈ Jk имеем равенство

f(x) = f
h

1
r
(x) +

h∫
0

ϑ
−

s∑
t=1

1
rt

(
s∑

j=1

∫
Rs

Drj
xjf(x+ y)Mj(y : ϑ

1
r ) dy

)
dϑ, (2.1)

где

f
h

1
r
(x) = h

−
s∑

t=1

1
rt
∫
Rs

f(x+ y)�(y : h
1
r ) dy, (2.2)

0 < h ≤ h0 ≤ 1, y : θ
1
r = (y1 · θ−

1
r1 , . . . , ys · θ−

1
rs ), 0 < θ < 1,

функции � и Mj являются функциями класса C∞
0 (Rs), а их носители содер-

жатся в
[
− 1

2 ,
1
2

]s.
При каждом j = 1, . . . , s оценим сверху соответствующее слагаемое в (2.1):

Aj ≡

∣∣∣∣∣∣
h∫

0

ϑ
−

s∑
t=1

1
rt

∫
Rs

Drj
xjf(x+ y)Mj(y : ϑ

1
r ) dydϑ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
h∫

0

ϑ
−

s∑
t=1

1
rt

∫
x+

s∏
t=1

[− 1
2ϑ

1
rt , 12ϑ

1
rt ]

Drj
xjf(y) dydϑ

∣∣∣∣∣∣

≤
h∫

0

ϑ

− 1
p

s∑
t=1

1
rt
( ∫
x+

s∏
t=1

[− 1
2ϑ

1
rt , 12ϑ

1
rt ]

∣∣Drj
xjf(y)

∣∣p dy) 1
p

.

Далее при 0 < ϑ < 1
ϑ

1
rt = ϑ

1
rtκt

·κt ≤ ϑbκt ,

где

b = min
τ=1,...,s

1
rτκτ

=
1

max
τ=1,...,s

rτκτ
,

1
rtκt

≥ min
τ=1,...,s

1
rτκτ

= b,
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так что
s∏

t=1

[
− 1

2
ϑ

1
rt ,

1
2
ϑ

1
rt

]
⊂

s∏
t=1

[
− 1

2
ϑbκt ,

1
2
ϑbκt

]
.

Поэтому в силу условия D
rj
xjf ∈W r1,...,rs

p,�,κ,...,κs
((0, 1)s) имеем

Aj ≤
h∫

0

ϑ
− 1
p

s∑
j=1

1
rj

( ∫
s∏

t=1
[− 1

2ϑ
bκt , 12ϑ

bκt ]

∣∣Drj
xj (y)

∣∣p dy) 1
p

dϑ

�
h∫

0

ϑ
− 1
p

s∑
j=1

1
rj
�(ϑ

|κ|
max

τ=1,...,s
rτκτ

) dϑ. (2.3)

Из (2.1)—(2.3) следует, что для почти всех x ∈ (0, 1)s (обозначим множество,
составленное из всех таких x, через U) выполнено неравенство

|f(x)− f
h

1
r
(x)| �

h∫
0

ϑ
− 1
p

s∑
j=1

1
rj
�(ϑ

|κ|
max

τ=1,...,s
rτκτ

) dϑ. (2.4)

Докажем непрерывность f . Поскольку f ∈W r1,...,rs
p,�,κ1,...,κs

((0, 1)s) определена
лишь с точностью до эквивалентности, на самом деле в теореме 1 утверждается
эквивалентность f некоторой непрерывной на [0, 1]s функции f̄ , что и будем
доказывать.

Замена ϑ = δ

max
τ=1,...,s

rτκτ

|κ| показывает, что интегралы

1∫
0

ϑ
− 1
p

s∑
j=1

1
rj
�(ϑ

|κ|
max

τ=1,...,s
rτκτ

) dϑ,
1∫

0

δ

max rτκτ
τ=1,...,s
|κ| [1− 1

p

s∑
j=1

1
rj

]
�(δ)

dδ

δ

сходятся или расходятся одновременно, поэтому в силу условия (1.4) из (2.4)
следует равномерная сходимость f

h
1
r
(x) к f(x) на множестве U при h→ +0.

Согласно (2.2) функция f
h

1
r
(x) как свертка интегрируемой и бесконечно

гладкой функций непрерывна на [0, 1]s при всех 0 < h ≤ h0 ≤ 1, поэтому f(x)
равномерно непрерывна на U как равномерный предел непрерывных функций.

Стало быть, функция f(x) непрерывным образом продолжаема на замыка-
ние U , т. е. на [0, 1]s. Именно эта продолженная с U на [0, 1]s функция и будет
искомой непрерывной функцией f̄(x).

Достаточность в теореме 1 доказана.

Доказательство необходимости условий (1.2)–(1.4) для вложения (1.1)
начнем с установления одного неравенства. Применяя неравенство Иенсена
(см., например, [26, § 2.10])

(
+∞∑
m=n

bβm

) 1
β

≤

(
+∞∑
m=n

bαm

) 1
α

, 0 < α < β <∞,
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для 0 < θ ≤ 1, β = 1
θ ≥ 1 = α, bm = ρθm, a > 1 и сходящегося ряда

∑
ρm с

неотрицательными членами, получим

∞∑
k=1

ak
( ∞∑
m=k

ρm

)θ

=
∞∑
k=1

ak
[ ∞∑
m=k

(
ρθm
) 1
θ

]θ

≤
∞∑
k=1

ak
∞∑

m=k

ρθm =
∞∑

m=1

ρθm

m∑
k=1

ak ≤ C
∞∑

m=1

amρθm. (2.5)

Пусть
1∫

0

δ

(
1− 1

p

s∑
j=1

1
rj

) max
τ=1,...,s

rτκτ

|κ|
�(δ)

dδ

δ
= +∞. (2.6)

Покажем, что тогда существует существенно неограниченная на (0, 1)s функция
f ∈W r1,...,rs

p,�,κ1,...,κs
((0, 1)s). Условие (2.6) эквивалентно соотношению

∞∑
k=1

1
2(k−1)|κ|∫

1
2k|κ|

δ

(
1− 1

p

s∑
j=1

1
rj

) max
τ=1,...,s

rτκτ

|κ|
�(δ)

dδ

δ

�
∞∑
k=1

2
k( 1

p

s∑
j=1

1
rj
−1) max

τ=1,...,s
rτκτ

�

(
1

2k|κ|

)
= +∞,

которое, в свою очередь, для

a = 2

(
1
p

s∑
j=1

1
rj
−1
)

max
τ=1,...,s

rτκτ

> 1

(поскольку при условии 1
p

s∑
j=1

1
rj
6= 1 из (1.2) и (2.6) необходимо следует нера-

венство 1
p

s∑
j=1

1
rj
> 1),

0 < θ =
1
p
≤ 1, ρm = �p

(
1

2m|κ|

)
− �p

(
1

2(m+1)|κ|

)
в силу (2.5) влечет

∞∑
k=1

2
k
(

1
p

s∑
j=1

1
rj
−1
)

max
τ=1,...,s

rτκτ
[
�p
(

1
2k|κ|

)
− �p

(
1

2(k+1)|κ|

)] 1
p

= +∞. (2.7)

Полагая

ck = 2
k
((

1
p

s∑
j=1

1
rj
−1
)

max
τ=1,...,s

rτκτ+|κ|
)[
�p
(

1
2k|κ|

)
− �p

(
1

2(k+1)|κ|

)] 1
p

, (2.8)

y(j)
k =

2κj−1

2κj − 1
· 2κj + 1
2κj(k+1) ,

определим на (0, 1)s функцию

g(t1, . . . , ts) =
∑
k≥1

ck

s∏
j=1

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
, (2.9)
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ω(z) =

{
e
− 1

1−z2 при |z| < 1,
0 при остальных z.

Отметим, что suppω(z) = [−1, 1] и

suppω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
=
[
b(j)k+1, b

(j)
k

]
, (2.10)

где

b(j)k =
2κj

(2κj − 1)2κjk
≡ dj

2κjk
, (2.11)

поэтому члены функционального ряда (2.9) имеют носители, перекрывающиеся
самое большее на множестве s-мерной меры 0. Далее,

b(j)k∫
b(j)k+1

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
dtj =

1
2kκj+1

+1∫
−1

ω(tj) dtj �
1

2kκj
. (2.12)

Из (2.9)–(2.12) следует, что

1∫
0

· · ·
1∫

0

g(t1, . . . , ts) dt1 . . . dts

=
∑
k≥1

b(1)k∫
b(1)k+1

· · ·

b(s)k∫
b(s)k+1

g(t1, . . . , ts) dt1 . . . dts �
∑
k≥1

ck
1

2|κ|k
. (2.13)

Подставляя в последний ряд (2.8), в силу (2.7) получим

1∫
0

· · ·
1∫

0

g(t1, . . . , ts) dt1 . . . dts

=
∞∑
k=1

2
k( 1

p

s∑
j=1

1
rj
−1) max

τ=1,...,s
rτκτ

[
�p
(

1
2k|κ|

)
− �p

(
1

2(k+1)|κ|

)] 1
p

= +∞. (2.14)

Рассмотрим на (0, 1)s функцию

f(x1, . . . , xs) =
1∫

x1

· · ·
1∫

xs

g(t1, . . . , ts) dt1 . . . dts. (2.15)

Из (2.14) следует, что функция f существенно неограниченная на (0, 1)s, поэто-
му она не может быть эквивалентна никакой равномерно непрерывной на (0, 1)s
функции.

Покажем, что f ∈W r1,...,rs
p,�,κ1,...,κs

((0, 1)s). Из (2.15) следует

Dr1
x1
f(x1, . . . , xs) = −

1∫
x2

· · ·
1∫

xs

Dr1−1
x1

g(x1, t2, . . . , ts) dt2 . . . dts,
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далее (см. (2.9))

Dr1−1
x1

g(x1, t2, . . . , ts)

=
∑
k≥1

ck

s∏
j=2

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
Dr1−1
x1

ω
(
2kκ1+1(x1 − y(1)

k

))
=
∑
k≥1

ck2(kκ1+1)(r1−1)ω(r1−1)(2kκ1+1(x1 − y(1)
k

)) s∏
j=2

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
.

Конкретизируем x1: пусть b(1)n+1 ≤ x1 ≤ b(1)n , n = 1, 2, . . . . Тогда (см. (2.10),
(2.11))

Dr1−1
x1

g(x1, t2, . . . , ts) = cn2(nκ1+1)(r1−1)

× ω(r1−1)(2nκ1+1(x1 − y(1)
n

)) s∏
j=2

ω
(
2nκj+1(tj − y(j)

k

))
. (2.16)

Если для данных x2, . . . , xs найдется j1 = 2, . . . , s такое, что xj1 > b(j1)n , то

Dr1
x1
f(x1, x2, . . . , xs) = −

1∫
x2

· · ·
1∫

xs

Dr1−1
x1

g(x1, t2, . . . , ts) dt2 . . . dts = 0.

Поэтому для всех j = 2, . . . , s полагаем xj ≤ b(j)n .
Обозначим

En =
s∏

j=1

[
b(j)n+1, b

(j)
n

]
=
[

d1

2(n+1)κ1
,
d1

2nκ1

]
× · · · ×

[
ds

2(n+1)κs
,
ds

2nκs

]
. (2.17)

Тогда для всех x = (x1, . . . , xs) ∈ En имеем (см. (2.16), (2.17) и (2.12))

∣∣Dr1
x1
f(x1, x2, . . . , xs)

∣∣ ≤ 1∫
x2

· · ·
1∫

xs

∣∣Dr1−1
x1

g(x1, t2, . . . , ts)
∣∣ dt2 . . . dts

� cn2nκ1(r1−1)‖ω(r1−1)‖L∞(−1,1)

×
s∏

j=2

+∞∫
−∞

ω
(
2nκj+1(tj − y(j)

n

))
dtj � cn2nκ1(r1−1)

s∏
j=2

1
2nκj

= cn2nκ1(r1−1)−n(κ2+···+κs) = cn2nκ1r1−n|κ|,

или, в общем случае, для всех x ∈ En и j = 1, . . . , s получим∣∣Drj
xjf(x)

∣∣� cn2
n max
τ=1,...,s

rτκτ−n|κ|
. (2.18)

Отсюда для любых j = 1, . . . , s и n ≥ 1

b(1)n∫
b(1)n+1

· · ·
b(s)n∫

b(s)n+1

∣∣Drj
xjf(x1, x2, . . . , xs)

∣∣p dx1 . . . dxs

� cpn2
np max

τ=1,...,s
rτκτ

2−np|κ|
s∏

j=1

1
2nκj

= cpn2
np max

τ=1,...,s
rτκτ

2−n|κ|(p+1),
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стало быть,

BN ≡

1
2κ1N∫
0

· · ·

1
2κsN∫
0

∣∣Drj
xjf(x1, x2, . . . , xs)

∣∣p dx1 . . . dxs

�
∑
n≥N

cpn2
np max

τ=1,...,s
rτκτ

2−n|κ|(p+1). (2.19)

Из равенств r1κ1 = · · · = rsκs в (1.2) следует, что

s∑
j=1

1
rj

max
τ=1,...,s

rτκτ −

(
s∑

j=1

κτ

)
=

s∑
j=1

1
rj
− |κ| = 0. (2.20)

Отсюда и из (2.19) и (2.8) получаем

BN �
∑
n≥N

2
np( 1

p

∑s
j=1

1
rj
−1) max

τ=1,...,s
rτκτ

· 2np|κ| · 2
np max

τ=1,...,s
rτκτ

× 2−n|κ|(p+1)
[
�p
(

1
2n|κ|

)
− �p

(
1

2(n+1)|κ|

)]

=
∑
n≥N

2
n(

s∑
j=1

1
rj

) max
τ=1,...,s

rτκτ

2−n|κ|
[
�p
(

1
2n|κ|

)
− �p

(
1

2(n+1)|κ|

)]

� �p
(

1
2N |κ|

)
. (2.21)

Тем самым если E =
[
0, 1

2κ1N

]
×· · ·×

[
0, 1

2κsN

]
, то при τ = 1, . . . , s выполнено

неравенство ∫
E

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p dx� �p(|E|). (2.22)

Для установления включения f ∈ W r1,...,rs
p,�, 1

r1
,..., 1

rs

((0, 1)s) осталось доказать,
что для всякого

E =
s∏

j=1

[yj − ϑκj , yj ] ⊂ [0, 1]s

выполнено (2.22).
Доказательство разобьем на несколько случаев.
Если (y1, . . . , ys) ∈

(
b(1)n+1, b

(1)
n

]
× · · · ×

(
b(s)n+1, b

(s)
n

]
⊂ En и En+1 ⊂ E, то

d1 . . . ds
2(n+1)|κ| ≤ |E| ≤

d1 . . . ds
2n|κ|

,

стало быть (см. также (2.21)),

∫
E

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p dx ≤
1

2κ1n∫
0

· · ·

1
2κsn∫
0

∣∣Drτ
xτ f(x1, x2, . . . , xs)

∣∣p dx1 . . . dxs

� �p
(

1
2n|κ|

)
� �p

(
1

2(n+1)|κ

)
� �p(|E|).
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Если (y1, . . . , ys) ∈
(
b(1)n+1, b

(1)
n

]
× · · · ×

(
b(s)n+1, b

(s)
n

]
⊂ En, но En+1 6⊂ E и

En+1 ∩ E 6= ∅, то для некоторого j = 1, . . . , s выполнено

0 < ϑκj <
1

2κjn
− 1

2κj(n+2) =
1

2κjn

(
1− 1

22κj

)
,

т. е.

0 < ϑ <
1
2n

(
1− 1

22κj

) 1
κj
,

откуда

|E| = ϑ|κ|�
κ

1
2n|κ|

и потому в силу (1.3)

2n|κ|�p
(

1
2n|κ|

)
≤ C

1
|E|

�p(|E|). (2.23)

Также для всех k ≥ n + 2 и всех 1 ≤ k ≤ n − 1 выполнено теоретико-
множественное равенство Ek ∩ E = ∅.

Далее, из (2.18) и (2.8) при выполнении (2.20) для всех x ∈ En получаем

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣ ≤ 2
n
(

1
p

s∑
j=1

1
rj
−1
)

max
τ=1,...,s

rτκτ
[
�p
(

1
2n|κ|

)
− �p

(
1

2(n+1)|κ|

)] 1
p

× 2
n· max
τ=1,...,s

rτκτ−n|κ|
� 2n·

1
p |κ|�p

(
1

2n|κ|

)
. (2.24)

Из (2.23) и (2.24) вытекает∫
E

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p dx� |E| sup
x∈E

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p � |E| sup
x∈En∪En+1

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p
� |E|2n|κ|�p

(
1

2n|κ|

)
� |E| · 1

|E|
�p(|E|) = �p(|E|).

Если (y1, . . . , ys) ∈
(
b(1)n+1, b

(1)
n

]
× · · · ×

(
b(s)n+1, b

(s)
n

]
⊂ En и En+1 ∩ E = ∅, то для

некоторого j = 1, . . . , s выполнено

0 < ϑκj <
1

2κjn
,

и потому повторяется предыдущий случай.
Остался случай, когда (y1, . . . , ys) /∈ En при всяком n ≥ 1. Тогда при неко-

торых j1 из 1, . . . , s и n1 ≥ 1 выполнено неравенство

yj1 >
1

2n1κj1
.

Если yj1 −ϑκj1 > 1
2κj1n1 , то E ∩ (supp f) = ∅, и потому при всех τ = 1, . . . , s

имеем ∫
E

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p dx = 0 ≤ �p(|E|).

Если yj1 − ϑκj1 ≤ 1
2κj1n1 , то∫

E

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p dx =
∫

E∩
⋃

k≥n1

Ek

∣∣Drτ
xτ f(x)

∣∣p dx,
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что сводится к рассмотренным выше случаям.
Таким образом, неравенство (2.22) доказано для всех множеств E из Tκ1,...,κs .
В соответствии с определением нормы Соболева — Морри осталось дока-

зать неравенство
1

�(|E|)

(∫
E

|f(x)|p dx
) 1

p

� 1 (2.25)

для тех же E.
Если

b(j)mj+1 < xj ≤ b(j)mj
, mj = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , s, (2.26)

то

f(x1, . . . , xs) ≤
min{m1,...,ms}∑

k=1

ck
1

2k|κ|
. (2.27)

На самом деле в условиях (2.26) имеем

f(x1, . . . , xs) ≤
1∫

b(1)m1+1

· · ·
1∫

b(s)ms+1

g(t1, . . . , ts) dt1 . . . dts

=
∑
k≥1

ck

s∏
j=1

1∫
b(j)mj+1

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
dtj .

Если для некоторого j0 имеет место неравенство k > mj0 , то (см. (2.10),
(2.11))

s∏
j=1

1∫
b(j)mj+1

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
dtj = 0.

При всех оставшихся k, 1 ≤ k ≤ min{m1, . . . ,ms}, в силу (2.12) получаем

s∏
j=1

1∫
b(j)mj+1

ω
(
2kκj+1(tj − y(j)

k

))
dtj �

s∏
j=1

1
2kκj

=
1

2k|κ|
.

В итоге в условиях (2.26) действительно выполнено неравенство (2.27).
Для всякого целого N ≥ 1 из (2.26), (2.27) следует
d1

2Nκ1∫
0

· · ·

ds
2Nκs∫
0

fp(x1, . . . , xs) dx1 . . . dxs

=
∑

m1≥N

· · ·
∑

ms≥N

d1
2m1κ1∫
d1

2(m1+1)κ1

· · ·

ds
2msκs∫
ds

2(ms+1)κs

fp(x1, . . . , xs) dx1 . . . dxs

�
∑

m1≥N

· · ·
∑

ms≥N

(min{m1,...,ms}∑
k=1

ck
1

2k|κ|

)p
1

2m1κ1+···+msκs



Критерий вложения анизотропных классов Соболева — Морри 1167

�
s∑

j=1

[ ∑
mj≥N

{ ∑
m1≥mj

· · ·
∑

mj−1≥mj

∑
mj+1≥mj

· · ·
∑

ms≥N

( mj∑
k=1

ck
1

2k|κ|

)p
1

2m1κ1+···+msκs

}]

�
s∑

j=1

[ ∑
mj≥N

( mj∑
k=1

ck
1

2k|κ|

)p
1

2mj |κ|

]
�
∑
m≥N

(
m∑
k=1

ck
1

2k|κ|

)p
1

2m|κ|
. (2.28)

Далее потребуется следующее неравенство (см. [3, § 21, п. 3]):

∑
m≥N

a−m
(

m∑
k=N

ρk

)θ

�
∑
k≥N

a−kρθk,

где a > 1, θ ≥ 1, ρk ≥ 0, k = 1, 2, . . . . Полагая в нем a = 2|κ|, θ = p, ρk = ck
1

2k|κ| ,
имеем (см. также (2.8))

∑
m≥N

(
m∑

k=N

ck
1

2k|κ|

)p
1

2m|κ|
≤
∑
k≥N

cpk
1

2k|κ|p
1

2k|κ|

=
∑
k≥N

1
2k|κ|(p+1) 2

kp[( 1
p |κ|−1)+|κ|]

[
�p
(

1
2k|κ|

)
− �p

(
1

2(k+1)|κ|

)]

�
∑
k≥N

1
2kp

[
�p
(

1
2k|κ|

)
− �p

(
1

2(k+1)|κ|

)]

�
∑
k≥N

[
�p
(

1
2k|κ|

)
− �p

(
1

2(k+1)|κ|

)]
� �p

(
1

2N |κ|

)
. (2.29)

Отсюда и из (2.28) вытекает выполнение (2.25) при E = [0, d12−Nκ1 ] × · · · ×
[0, ds2−Nκs ].

Общий случай y = (y1, . . . , ys), Ey = [y1, y1 + d12−Nκ1 ] × · · · × [ys, ys +
ds2−Nκs ] ⊂ [0, 1]s выводится из доказанного. Действительно, в силу неравенств∫

Ey

fp(x1, . . . , xs) dx1 . . . dxs

=

y1+d12−Nκ1∫
y1

· · ·
ys+ds2−Nκs∫

ys

∣∣∣∣∣∣
1∫

x1

· · ·
1∫

xs

g(t) dt

∣∣∣∣∣∣
p

dx1 . . . dxs

=
d12−Nκ1∫

0

· · ·
ds2−Nκs∫

0

∣∣∣∣∣∣
1∫

x1+y1

· · ·
1∫

xs+ys

g(t) dt

∣∣∣∣∣∣
p

dx1 . . . dxs

≤
d12−Nκ1∫

0

· · ·
ds2−Nκs∫

0

∣∣∣∣∣∣
1∫

x1

· · ·
1∫

xs

g(t) dt

∣∣∣∣∣∣
p

dx1 . . . dxs

� �p(|E|) = �p(|Ey|)

получаем полное доказательство неравенства (2.25) и вместе с ним теоремы 1.
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Замечание 2. Неравенство (2.29) с добавочным множителем 1
2kp в сравне-

нии с предельно точным (2.21), где такого «запаса» нет, еще раз подтверждает
интуитивное правило «дифференцирование ухудшает, соответственно интегри-
рование улучшает свойства функций».

Доказательство теоремы 2. При доказательстве достаточности в тео-

реме 1 условия (1.2) не использовались, поэтому при
s∑

j=1

1
rj

= p ≥ 1 получаем,

что из условия
∞∑
n=1

�

(
1
2n

)
< +∞ (2.30)

следует вложение

W r1,...,rs
s∑

j=1

1
rj
,�,κ1,...,κs

((0, 1)s) ⊂ C((0, 1)s). (2.31)

Из доказательства необходимости в теореме 1 (до использования условий
(1.2) и (2.20) в (2.21) и далее) получаем, что если найдется положительная
последовательность {cn} такая, что∑

n≥1

cn
1

2|κ|n
= +∞ (2.32)

и при N ≥ 1 ∑
n≥N

cpn2
np( max

τ=1,...,s
rτκτ−|κ|)

· 2−n|κ| � �p
(

1
2N |κ|

)
, (2.33)

то вложение (2.31) не имеет места.
Таким образом, доказательство теоремы 2 сводится к проверке выполнения

(2.30)–(2.33) при �β(δ) = log−β 1
δ , β > 0, 0 < δ < 1.

Условие (2.30) выполняется только при β > 1:∑
n≥1

�

(
1
2n

)
�
∑
n≥1

1
nβ

< +∞↔ β > 1.

Определим cn из обеспечивающего выполнение (2.33) равенства

cpn2
np( max

τ=1,...,s
rτκτ−|κ|)

· 2−n|κ| =
1

npβ+1 ,

откуда∑
n≥1

cn
1

2n|κ|
=
∑
n≥1

1

2
n max
τ=1,...,s

rτκτ

· 2−n|κ| · 2−n
|κ|
p nβ+ 1

p · 2n|κ|

=
∑
n≥1

1

2
n( max

τ=1,...,s
rτκτ− |κ|p )

· nβ+ 1
p

. (2.34)

Здесь для выполнения (2.32) необходимо

max
τ=1,...,s

rτκτ ≤
|κ|
p
. (2.35)
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Покажем, что всегда

max
τ=1,...,s

rτκτ ≥
|κ|
p
, (2.36)

причем равенство выполнено только в случае, если r1κ1 = · · · = rτκτ .
Действительно, обозначая c ≡ max

τ=1,...,s
rτκτ , имеем

p · c =

(
s∑

j=1

1
rj

)
· c ≥

(
s∑

j=1

κj

c

)
· c =

s∑
j=1

κj = |κ|,

т. е. (2.36) выполнено.
Если r1κ1 = · · · = rτκτ не выполнено, т. е. rτ̄ · κτ̄ < c = max rτκτ при

некотором τ̄ , то

p · c =

(
s∑

j=1

1
rj

)
· c >

(
s∑

j=1

κj

c

)
· c = |κ|,

т. е. необходимое для расходимости ряда (2.34) условие (2.35) не выполнено.
Таким образом, расходимость ряда (2.34) равносильна расходимости ряда∑

n≥1

1

nβ+ 1
p

,

т. е. выполнению неравенства β > 0, β + 1
p ≤ 1.

Тем самым теорема 2 доказана.
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