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Аннотация. Рассматривается задача Дирихле для неоднородного уравнения p-
лапласиана с нелинейным источником. Получены новые достаточные условия суще-
ствования слабого радиально-симметричного решения, а также априорные оценки
решения и его производной. Достаточные условия разрешимости сформулированы
в явном виде и показывают зависимость существования решения от размерности
задачи, размеров области, показателя p, нелинейного источника и правой части,
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§ 1. Введение и основные результаты

В статье рассматривается задача Дирихле для уравнения p-лапласиана с
нелинейным источником при наличии внешних массовых сил:

−div(|∇u|p−2∇u) = c(|x|)g(u) + f(|x|) в BR ⊂ Rn, (1.1)

u = 0 на ∂BR, (1.2)

где BR — шар радиуса R и p > 1. На протяжении всей статьи будем предпо-
лагать, что g(u) : R 7→ R является непрерывной функцией, c(x) и f(x) принад-
лежат пространству L∞(BR), где f не обращается тождественно в нуль. Без
ограничения общности будем считать, что g(0) = 0.

Нас интересует существование ограниченных радиально-симметричных ре-
шений задачи (1.1), (1.2). Хорошо известно, что радиально-симметричное ре-
шение задачи (1.1), (1.2) удовлетворяет уравнению

−(|u′|p−2u′)′ − n− 1
r

|u′|p−2u′ = c(r)g(u) + f(r) в r ∈ (0, R), (1.3)

где r = |x|, и краевым условиям

u′(0) = 0, u(R) = 0. (1.4)

Работа частично выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (код проекта 15–01–08275).
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Вопросам качественного поведения радиально-симметричных решений задачи
(1.3), (1.4) посвящено большое количество работ. Случай, когда f ≡ 0, исследо-
ван в [1, 2], где получено много интересных результатов, касающихся существо-
вания и несуществования как слабых радиально-симметричных решений задачи
(1.3), (1.4), так и радиально-симметричных решений уравнения (1.3), убываю-
щих на бесконечности. В [3] были изучены единственность положительных
радиально-симметричных решений уравнения (1.1), убывающих на бесконечно-
сти, а также единственность положительных радиально-симметричных реше-
ний задачи Дирихле в шаре. Случай, когда f ≡ 0, исследован также в [4–12].

Случай, когда f не обращается тождественно в нуль, изучался в [13–15].
В отличие от этих работ полученное в настоящей статье достаточное условие
существования слабого радиально-симметричного решения сформулировано в
явном виде через данные задачи (1.3), (1.4). Это условие сравнительно легко
проверяется и в явном виде показывает зависимость существования решения
от показателя p, нелинейного источника g, размерности n, радиуса R, а также
величин ‖c‖L∞ и ‖f‖L∞ .

В [16] рассмотрена задача (1.3), (1.4), в которой непрерывная функция g(u)
удовлетворяет условию

g(0) = 0, g(z) > 0 при z > 0 и |g(z)| ≤ g(K) при |z| ≤ K, (1.5)

где K — произвольная положительная постоянная. Автором показано, что при
условии существования положительной постоянной M такой, что выполняются
неравенства

c0g(M) + f0 <
n− 1
Rp

Mp−1 при p ≥ 2, (1.6)

c0g(M) + f0 <
n− 1
Rp

(2 + α− p)
p−2
α Mp−1, p− 1 < α < 1, при 1 < p < 2, (1.7)

имеет место существование слабого радиально-симметричного решения задачи
(1.3), (1.4). Основная цель настоящей статьи заключается в получении новых
условий, обобщающих условия (1.6), (1.7) и позволяющих, в частности, ослабить
ограничения на величину ‖f(r)‖L∞ , при которой можно получить разрешимость
задачи (1.3), (1.4). Также отметим, что условие (1.5) на функцию g опущено.

Мы не накладываем никаких ограничений на функцию F (|x|, u) = c(|x|)g(u)
+f(|x|), гарантирующих знакоопределенность решения уравнения (1.3). В силу
того, что u′ может обращаться в нуль, классического решения задачи может не
существовать, поэтому будем рассматривать слабые решения задачи (1.3), (1.4).

Определение. Будем говорить, что функция u(r) является слабым реше-
нием задачи (1.3), (1.4), если u′(r) непрерывна по Гёльдеру на [0, R], удовлетво-
ряет (1.4) и имеет место интегральное равенство

R∫
0

|u′(r)|p−2u′(r)φ′(r) dr =
R∫

0

n− 1
r

|u′(r)|p−2u′(r)φ(r) dr

+
R∫

0

(c(r)g(u) + f(r))φ(r) dr, φ ∈ C∞
0 (0, R).

В силу указанной в определении гладкости искомого решения краевые условия
(1.4) понимаются в обычном смысле.
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Пусть
‖c(r)‖L∞ = c0, ‖f(r)‖L∞ = f0.

Предположим, что существует положительная постоянная M такая, что имеет
место следующее неравенство:

c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 < n

(
p

p− 1

)p−1
Mp−1

Rp
. (1.8)

Сформулируем главный результат статьи.

Теорема 1.1. Пусть c(r), f(r) ∈ L∞(BR), а g(u) : R 7→ R является непре-
рывной функцией. Предположим, что выполнено условие (1.8). Тогда суще-
ствует слабое решение задачи (1.3), (1.4), которое удовлетворяет следующим
оценкам:

|u| ≤M , |u′| ≤ (1 +R)C,

где

C >

(
c0 max|u|≤M |g(u)|+ f0

p− 1

) 1
p−1

при p ≥ 2, (1.9)

C >

(
c0 max|u|≤M |g(u)|+ f0

p− 1
(1 +R)p−2

) 1
p−1

при 1 < p < 2 (1.10)

и M = inf{M |M удовлетворяет (1.8)}.
Ниже приведем примеры, иллюстрирующие полученные результаты, в част-

ности, в сравнении с установленными ранее в [16]. Более того, в примере 1.6
покажем, что в некотором смысле условие (1.8) оптимально.

Пример 1.2. Рассмотрим уравнение

−div(|∇u|p−2∇u) = |u|q−1u+ f(|x|) в B1 ⊂ Rn. (1.11)

Определим допустимые значения величины f0 = ‖f‖L∞ , гарантирующие су-
ществование слабого радиально-симметричного решения задачи Дирихле для
уравнения (1.11). Из (1.8) вытекает, что подходящие значения f0 определяются
из неравенства

Q(M) = Mq − n

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1 + f0 < 0.

Легко видеть, что функция Q(M) достигает минимума в точке

M∗ =
(
p− 1
q

) 1
q−p+1

n
1

q−p+1

(
p

p− 1

) p−1
q−p+1

.

Следовательно,

minQ(M) = Q(M∗) = f0 −
(

1− p− 1
q

)(
p− 1
q

) p−1
q−p+1

n
q

q−p+1

(
p

p− 1

) q(p−1)
q−p+1

.

Таким образом, если

f0 <

(
1− p− 1

q

)(
p− 1
q

) p−1
q−p+1

n
q

q−p+1

(
p

p− 1

) q(p−1)
q−p+1

, (1.12)
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то существует слабое радиально-симметричное решения задачи Дирихле для
уравнения (1.11).

Заметим, что условие (1.6), полученное в [16], в случае задачи (1.11), (1.2)
дает следующие допустимые значения величины ‖f‖L∞ , которые обозначаем
через

f̃0 <

(
1− p− 1

q

)(
p− 1
q

) p−1
q−p+1

(n− 1)
q

q−p+1 . (1.13)

Очевидно, f0 > f̃0. Например, при n = 2, p = q = 3 условие (1.12) влечет
существование решения задачи Дирихле для уравнения (1.11), если f0 < 27

2 .
С другой стороны, аналогичный результат можно получить, используя условие
(1.13), лишь при значениях f̃0 <

4
27 .

Замечание 1.3. Пусть q = p в (1.11). Тогда из (1.12) получаем

f0 <

(
1
p

)
np

(
p

p− 1

)(p−1)2

. (1.14)

Легко видеть, что

lim
p→∞

(
1
p

)
np

(
p

p− 1

)(p−1)2

= ∞. (1.15)

Из (1.14), (1.15) вытекает, что при произвольной функции f ∈ L∞ существует
показатель p, определяемый посредством неравенства (1.14), такой, что суще-
ствует слабое решение задачи Дирихле для уравнения

−div(|∇u|p−2∇u) = |u|p−1u+ f(|x|) в B1 ⊂ Rn. (1.16)

Замечание 1.4. Из примера 1.2 также следует, что разрешимость задачи
Дирихле можно получать при произвольной f ∈ L∞ с помощью подбора под-
ходящей размерности задачи. Роль размерности пространственной переменной
в задачах о существовании и несуществовании радиально-симметричных реше-
ний задачи Дирихле в случае уравнения Лапласа, а также сильно вырождаю-
щихся уравнений эллиптического типа изучены в работах [17, 18] соответствен-
но. В [19] аналогичные результаты получены для анизотропных эллиптических
уравнений, но только в случае, когда в уравнении присутствует достаточное
количество сингулярных показателей 1 < pi < 2.

Замечание 1.5. Пусть существует положительная постоянная M такая,
что имеет место (1.6) или (1.7). Положим

M0 = inf{M |M удовлетворяет (1.6) или (1.7)}.

Используя (1.8), заключаем, что из существованияM0 вытекает существование
M такой, что M <M0.

Пример 1.6. В [4] авторы исследуют задачу на собственные значения для
уравнения p-лапласиана. Одним из результатов их работы является оценка
первого собственного числа λ1 задачи Дирихле для уравнения

−div(|∇u|p−2∇u) = λ|u|p−2u в BR ⊂ Rn. (1.17)

В частности, в [4] доказано, что имеет место следующая оценка:

λ1 ≥
(

p

p− 1

)p−1
n

Rp
. (1.18)
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Рассмотрим соответствующее (1.17) неоднородное уравнение

−div(|∇u|p−2∇u) = λ|u|p−2u+ f(|x|) в BR ⊂ Rn. (1.19)

Из условия (1.8) вытекает существование слабого радиально-симметричного ре-
шения задачи (1.19), (1.2) для любой f ∈ L∞(BR) при условии

λ <

(
p

p− 1

)p−1
n

Rp
.

Для того чтобы доказать теорему 1.1, регуляризуем уравнение (1.3) и дока-
жем классическую разрешимость регуляризованной задачи с помощью теоремы
Шаудера о неподвижной точке. Далее используем процедуру предельного пере-
хода для получения слабого решения задачи (1.3), (1.4). Статья организована
следующим образом. В § 2 получим априорную оценку классического решения
регуляризованной задачи в случае p ≥ 2. В § 3 выведем указанную выше оценку
в сингулярном случае, т. е. при 1 < p < 2. Наконец, в § 4 докажем существо-
вание классического решения регуляризованной задачи (см. теорему 4.3), а
также существование слабого радиально-симметричного решения задачи (1.3),
(1.4) (см. теорему 1.1).

§ 2. Априорная оценка классического
решения регуляризованной задачи

Для того чтобы получить слабое решение задачи (1.3), (1.4), рассмотрим
следующую регуляризацию уравнения (1.3):

−((u′α + ε)
p−2
α u′)′ − n− 1

r
(u′α + ε)

p−2
α u′ = cε(r)gM (u) + fε(r). (2.1)

Здесь постоянная α ∈ (0, 1) выбирается так, что выполняется равенство (u′α)
p−2
α

= |u′|p−2, ε > 0, а cε(r) и fε(r) являются непрерывными функциями, удовлетво-
ряющими следующим соотношениям:

cε(r) → c(r), fε(r) → f(r) по норме L∞ при ε→ 0.

Без ограничения общности предполагаем, что

max
r∈[0,R]

|cε(r)| = c0, max
r∈[0,R]

|fε(r)| = f0.

Функция gM (u) определяется следующим образом:

gM (z) =


g(z) при |z| ≤M,

g(M) при z > M,

g(−M) при z < −M.

(2.2)

Из (2.2) с очевидностью вытекает, что

− max
|u|≤M

|g(u)| ≤ gM (u) ≤ max
|u|≤M

|g(u)|.

Рассмотрим задачу (2.1), (1.4). Перепишем (2.1) в недивергентном виде:

−aε(u′)u′′ −
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ = cε(r)gM (u) + fε(r), (2.3)
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где aε(z) = (zα + ε)
p−2
α −1((p− 1)zα + ε). Сразу заметим, что aε(z) = aε(−z).

Определим оператор
Lw ≡ −aε(w′)w′′.

Таким образом, уравнение (2.3) принимает вид

Lu =
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ + cε(r)gM (u) + fε(r). (2.4)

Введем функцию

h(r) =
M

(R+ δ)
p

p−1 − δ
p

p−1
((R+ δ)

p
p−1 − (r + δ)

p
p−1 ), (2.5)

где M — положительная постоянная. Положим Mδ = M((R + δ)
p

p−1 − δ
p

p−1 )−1.
Очевидно,

h′(r) = − p

p− 1
Mδ(r + δ)

1
p−1 , h′′(r) = − p

(p− 1)2
Mδ(r + δ)

2−p
p−1 . (2.6)

Легко показать, что функция aε(h′) монотонно возрастает по параметру ε. Дей-
ствительно,

d

dε
aε(h′) =

(
p− 2
α

− 1
)

(h′α + ε)
p−2
α −2((p− 1)h′α + ε) + (h′α + ε)

p−2
α −1

= (h′α + ε)
p−2
α −2

[(
p− 2
α

− 1
)

((p− 1)h′α + ε) + h′
α + ε

]
=
p− 2
α

(h′α + ε)
p−2
α −2[(p− 1− α)h′α + ε]. (2.7)

Принимая во внимание тот факт, что h′α > 0, заключаем, что неравенство

(p− 2)[(p− 1− α)h′α + ε] ≥ 0 (2.8)

имеет место при p ≥ 2 для любого ε > 0. Следовательно, функция aε(h′)
возрастает по ε при p > 2. Используя (2.7), (2.8), приходим к неравенству

Lh = −(h′α + ε)
p−2
α −1((p− 1)h′α + ε)h′′ ≥ −(p− 1)|h′|p−2h′′.

Таким образом,

Lh ≥ (p− 1)
(

p

p− 1
Mδ(r + δ)

1
p−1

)p−2
p

(p− 1)2
Mδ(r + δ)

2−p
p−1 =

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ .

(2.9)

Лемма 2.1. Пусть p ≥ 2. Предположим, что выполнено условие (1.8).
Тогда для любого классического решения задачи (2.3), (1.4) имеет место оценка

|u(r)| ≤M.

Доказательство. Введем функцию v(r) = u(r) − h(r). Рассмотрим раз-
ность

Lu− Lh = −aε(u′)u′′ + aε(h′)h′′

= −aε(u′)u′′ + aε(h′)h′′ + aε(u′)h′′ − aε(u′)h′′

= −aε(u′)v′′ + (aε(h′)− aε(u′))h′′. (2.10)
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Из (2.4) и (2.10) следует, что

−aε(u′)v′′ =
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ + cε(r)gM (u) + fε(r) + (aε(u′)− aε(h′))h′′ − Lh.

(2.11)
Предположим, что в некоторой точке r = r0 ∈ (0, R) функция v(r) достигает
положительного максимума. Тогда

L̃v|r=r0 ≡ −aε(u′)v′′|r=r0 ≥ 0.

С другой стороны, в точке r0 имеют место следующие соотношения:

u(r0) > h(r0) > 0, v′(r0) = u′(r0)− h′(r0) = 0, (aε(u′)− aε(h′))h′′|r=r0 = 0.

Таким образом, из (2.11) получаем

L̃v|r=r0 =
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ + cε(r)gM (u) + fε(r)

+(aε(u′)−aε(h′))h′′−Lh|r=r0 =
n− 1
r

(h′α+ε)
p−2
α h′+cε(r)gM (u)+fε(r)−Lh|r=r0

< −n− 1
r

|h′|p−1 + cε(r)gM (u) + fε(r)− Lh|r=r0

≤ −n− 1
r0

(
p

p− 1
Mδ(r0 + δ)

1
p−1

)p−1

+ c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 −
(

p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ

≤ c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 − n

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ . (2.12)

Предположим, что существует положительная постоянная M такая, что

c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 − n

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ < 0. (2.13)

Из неравенств (2.12) и (2.13) следует, что

L̃v|r=r0 < c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 − n

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ < 0. (2.14)

Неравенство (2.14) противоречит предположению о том, что функция v(r) до-
стигает положительного максимума в (0, R).

Рассмотрим функцию v(r) в точках r = 0 и r = R. Заметим, что на границе
исследуемого интервала имеем следующие соотношения:

v′(0) = u′(0)− h′(0) = −h′(0) =
p

p− 1
δ

1
p−1Mδ > 0

и, значит, v(0) < max
r∈[0,R]

v(r). Учитывая тот факт, что v(R) = u(R) − h(R) = 0,

заключаем, что v(r) ≤ 0 и как следствие

u(r) ≤ h(r). (2.15)

Чтобы получить оценку снизу на u, введем в рассмотрение функцию ṽ = u(r)+
h(r). Вычислив сумму Lu+Lh вместо разности Lu−Lh, приходим к равенству

−aε(u′)ṽ′′ =
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ + cε(r)gM (u) + fε(r) + (aε(h′)− aε(u′))h′′ + Lh.

(2.16)
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Предположим, что в некоторой точке r = r1 функция ṽ(r) достигает отрица-
тельного минимума. Тогда

L̃ṽ|r=r1 ≡ −aε(u′)ṽ′′|r=r1 ≤ 0.

С другой стороны, с учетом того, что в силу выбора α из равенства (−h′)α = h′α

вытекает aε(h′) = aε(−h′), в точке r1 имеют место следующие соотношения:

u(r1) < −h(r1) < 0, ṽ′(r1) = u′(r1) + h′(r1) = 0, (aε(h′)− aε(u′))h′′|r=r1 = 0.

Таким образом, из (2.16) получаем

L̃ṽ|r=r1 =
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ + cε(r)gM (u) + fε(r)

+(aε(h′)−aε(u′))h′′+Lh|r=r1 = −n− 1
r

(h′α+ε)
p−2
α h′+cε(r)gM (u)+fε(r)+Lh|r=r1

>
n− 1
r

|h′|p−1 + cε(r)gM (u) + fε(r) + Lh|r=r1

≥ n− 1
r1

(
p

p− 1
Mδ(r1 + δ)

1
p−1

)p−1

+ cε(r1)gM (u(r1)) + fε(r1) +
(

p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ

≥ n

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ − c0 max

|u|≤M
|g(u)|f0. (2.17)

Из (2.13) и (2.17) следует, что L̃ṽ|r=r1 > 0; противоречие с тем, что ṽ(r) дости-
гает отрицательного минимума в (0, R).

Рассмотрим функцию ṽ(r) в точках r = 0 и r = R. В этих точках имеем

ṽ′(0) = u′(0) + h′(0) = h′(0) = − p

p− 1
δ

1
p−1Mδ < 0

и, следовательно, v(0) > min
r∈[0,R]

v(r). В силу равенства ṽ(R) = u(R) + h(R) = 0

приходим к заключению, что ṽ(r) ≥ 0. Наконец, используя (2.15), получаем

|u(r)| ≤ h(r) ≤ h(0) = M. (2.18)

Для завершения доказательства леммы 2.1 заметим, что (2.18) имеет место при
условии (2.13) для любого δ > 0. Более того, постоянная Mδ убывающая отно-
сительно δ, и lim

δ→0
Mδ = M

R
p

p−1
. Таким образом, неравенство (2.18) выполняется

при условии (1.8). �

Замечание 2.2. Оценка (2.18) справедлива при любых значениях δ > 0.
Из (2.5) следует выполнение оценки

|u(r)| ≤ h(r)|δ=0 = M

(
1−

(
r

R

) p
p−1

)
.

Замечание 2.3. В действительности из леммы 2.1 вытекает не только
оценка на max |u|, но и граничная оценка производной. Используя (2.18), полу-
чаем

h(r)− h(R)
r −R

≤ u(r)− u(R)
r −R

≤ −h(r)− h(R)
r −R

,

откуда немедленно следует соотношение

|u′(R)| ≤ −h′(R)|δ=0 =
p

p− 1
M

R
. (2.19)
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В замечании 2.1 работы [16] получена граничная оценка производной |u′(R)| ≤
M0
R , где M0 определена в замечании 1.5 настоящей статьи. Непосредствен-

ные вычисления показывают, что оценка (2.19) является улучшением граничной
оценки производной, полученной в [16]. Действительно,

M ≤ p− 1
p

(
n− 1
n

) 1
p−1

M0.

Таким образом,

|u′(R)| ≤ p

p− 1
M

R
≤

(
n− 1
n

) 1
p−1M0

R
<
M0

R
.

§ 3. Априорная оценка классического решения
регуляризованной задачи. Сингулярный случай

В этом параграфе получим априорную оценку решения задачи (2.1), (1.4)
в сингулярном случае, т. е. при 1 < p < 2.

Из (2.7) имеем

d

dε
aε(h′) =

p− 2
α

(h′α + ε)
p−2
α −2[(p− 1− α)h′α + ε]. (3.1)

Следовательно, функция aε(h′) возрастающая по ε в случае, когда 1 < p < 2,
при условии, что

ε < ε0 = (α− (p− 1))
(

p

p− 1
Mδδ

1
p−1

)α

≤ (α− (p− 1))h′α, α > p− 1. (3.2)

Отсюда получаем, что (2.9) имеет место и в сингулярном случае, если предпо-
ложить выполненным условие (3.2).

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия (3.2) и (1.8). Тогда для любого
классического решения задачи (2.3), (1.4) имеет место оценка

|u(r)| ≤M.

Доказательство. Рассмотрим функцию v(r) = u(r) − h(r) и предполо-
жим, что в некоторой точке r = r0 ∈ (0, R) она достигает положительного мак-
симума. Следуя доказательству леммы 2.1 и используя условие (3.2), получим,
что

L̃v|r=r0 =
n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ + cε(r)gM (u) + fε(r)

+ (aε(u′)− aε(h′))h′′ − Lh|r=r0

= −n− 1
r

(h′α + ε)
p−2
α |h′|+ cε(r)gM (u) + fε(r)− Lh|r=r0

< −n− 1
r

(h′α + (α− (p− 1))h′α)
p−2
α |h′|+ cε(r)gM (u) + fε(r)− Lh|r=r0

= −n− 1
r

(2 + α− p)
p−2
α |h′|p−1 + cε(r)gM (u) + fε(r)− Lh|r=r0

< −n− 1
r0

(2 + α− p)
p−2
α

(
p

p− 1
Mδ(r0 + δ)

1
p−1

)p−1
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+ c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 −
(

p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ

≤ c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 − ((2 + α− p)
p−2
α (n− 1) + 1)

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ . (3.3)

Пусть существует положительная постоянная M такая, что

c0 max
|u|≤M

|g(u)|+ f0 − ((2 + α− p)
p−2
α (n− 1) + 1)

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ < 0. (3.4)

Из (3.3) и (3.4) следует, что
L̃v|r=r0 < 0. (3.5)

Неравенство (3.5) противоречит условию о том, что функция v(r) достигает
положительного максимума в (0, R). Далее, действуя так же, как в лемме 2.1,
получаем, что v(r) ≤ 0 и имеет место оценка

u(r) ≤ h(r). (3.6)

Для того чтобы получить оценку снизу на u, введем в рассмотрение функцию
ṽ = u(r) + h(r) и предположим, что она достигает отрицательного минимума в
(0, R). Аналогично лемме 2.1, используя (3.4) и неравенство

− n− 1
r

(h′α + ε)
p−2
α h′ ≥ n− 1

r
(h′α + (α− (p− 1))h′α)

p−2
α |h′|

=
n− 1
r

(2 + α− p)
p−2
α |h′|p−1,

выводим неравенство

L̃ṽ|r=r1 > ((2 + α− p)
p−2
α (n− 1) + 1)

(
p

p− 1

)p−1

Mp−1
δ − c0 max

|u|≤M
|g(u)| − f0 > 0,

(3.7)
которое противоречит предположению о том, что ṽ(r) достигает отрицательного
минимума в (0, R). Следуя доказательству леммы 2.1, получаем, что ṽ(r) ≥ 0,
и как следствие приходим к оценке

|u(r)| ≤ h(r) ≤ h(0) = M. (3.8)

Оценка (3.8) выполняется при условии (3.4) для любого δ > 0 и α > p−1. Более
того, постоянная Mδ убывает относительно δ, и lim

δ→0
Mδ = M

R
p

p−1
. Поскольку

lim
α→p−1

(2 + α− p)
p−2
α = 1, оценка (3.8) имеет место при условии (1.8). �

§ 4. Теоремы существования

В настоящем параграфе приведем доказательство существования классиче-
ского решения регуляризованной задачи, а также доказательство теоремы 1.1.
Доказательство перечисленных результатов фактически вытекает из лемм 3.1,
4.1 и теоремы 4.1 из [16]. Поэтому в данной работе ограничимся их формули-
ровкой и некоторыми замечаниями, восстанавливающими ход доказательства
существования классического и слабого решений.

Из априорных оценок, полученных в § 2, 3, вытекает, что в уравнении (2.1)
вместо функции gM (u) можно подставить g(u). После этого регуляризованное
уравнение (2.1) принимает вид

−((u′α + ε)
p−2
α u′)r −

n− 1
r

(u′α + ε)
p−2
α u′ = cε(r)g(u) + fε(r). (4.1)
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Всегда предполагаем, что ε < ε0, если 1 < p < 2.
Для доказательства существования классического решения задачи (4.1),

(1.4) необходимо получить априорную оценку на производную от решения ре-
гуляризованной проблемы.

Лемма 4.1. Пусть выполнено условие (1.8). Если 1 < p < 2, то будем
предполагать выполненным условие ε < ε0 = (α − (p − 1))

( p
p−1Mδδ

1
p−1

)α, где
p − 1 < α. Тогда для любого классического решения задачи (4.1), (1.4) верна
оценка

|u′| ≤ (1 +R)C,

где C определяется из условия (1.9) (или (1.10)).
Доказательство леммы 4.1 полностью совпадает с доказательством лем-

мы 3.1 из [16]. �

Следующим шагом в доказательстве существования классического реше-
ния задачи (4.1), (1.4) будет доказательство ограниченности n−1

r (u′α + ε)
p−2
α u′

при r → 0. Положим Z(r) = (u′α + ε)
p−2
α u′.

Лемма 4.2 [16, лемма 4.1]. Если u является классическим решением зада-
чи (4.1), (1.4), то Z(r) ∈ C1[0, R] и

Zr(0) = −c(0)g(uε(0)) + f(0)
n

.

Cформулируем теорему существования классического решения регуляри-
зованной задачи.

Теорема 4.3. Пусть cε(r), fε(r) ∈ C[0, R], g(u) ∈ C[−M ,M ]. Предпо-
ложим, что выполнено условие (1.8). Тогда существует классическое решение
uε ∈ C2(0, R) ∩C1[0, R] задачи (4.1), (1.4), удовлетворяющее оценкам

|uε| ≤M , |u′ε| ≤ (1 +R)C,

где C определяется из (1.9) (или (1.10)).
Доказательство теоремы 4.3 базируется на полученных априорных оцен-

ках решения и производной от решения, лемме 4.2 и принципе Шаудера о непо-
движной точке. Более подробно доказательство теоремы 4.3 изложено в [16,
теорема 4.1]. �

Переходим к доказательству теоремы 1.1.
Доказательство теоремы 1.1. Рассмотрим уравнение (4.1) и обозначим

через uε классическое решение задачи (4.1), (1.4). Существование классическо-
го решения доказано при условии (1.8). Домножим (4.1) на φ ∈ C∞

0 (0, R) и
проинтегрируем его по частям:

R∫
0

(
u′
α
ε +ε

) p−2
α u′εφ

′ dr−
R∫

0

n− 1
r

(
u′
α
ε +ε

) p−2
α u′εφdr =

R∫
0

(cεg(uε)+fε)φ(r) dr. (4.2)

Из априорных оценок, полученных в леммах 2.1, 3.1, 4.1, и леммы 4.2 заключа-
ем, что существует подпоследовательность εn → 0 такая, что

uεn → u,
∂uεn
∂r

→ ∂u

∂r
равномерно в C[0, R],



1182 Ар. С. Терсенов

cεn(r)g(uεn) + fεn(r) → c(r)g(u(r)) + f(r) по норме пространства L∞,(
∂uεn
∂r

)α

+ εn →
(
∂u

∂r

)α

равномерно в C[0, R],

((
∂uεn
∂r

)α

+ εn

) p−2
α ∂uεn

∂r
→

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣p−2

∂u

∂r
равномерно в C[0, R],

n− 1
r

((
∂uεn
∂r

)α

+ εn

) p−2
α ∂uεn

∂r
→ n− 1

r

∣∣∣∣∂u∂r
∣∣∣∣p−2

∂u

∂r
равномерно в C[0, R].

Переходя к пределу в (4.2) при ε → 0, получаем, что u = lim
ε→0

uε является
искомым слабым радиально-симметричным решением задачи (1.3), (1.4). �

Замечание 4.1. Заметим, что при 1 < p ≤ 2 функция u′ε непрерывна по
Липшицу на [0, R], где постоянная Липшица не зависит от ε. Таким образом, в
этом случае решение u(r) задачи (1.3), (1.4) будет иметь ту же самую гладкость.
Это означает, что u, будучи слабым решением задачи (1.3), (1.4), удовлетворяет
уравнению (1.3) в классическом смысле почти всюду.
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