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Введение

Пусть G — конечная группа, A и B — подгруппы из G. Обозначим через
MG(A,B) множество минимальных по включению подгрупп вида A∩Bg, g ∈ G,
а через MinG(A,B) = 〈MG(A,B)〉 — подгруппу, порожденную всеми элементами
множества MG(A,B). Через mG(A,B) обозначим подмножество из MG(A,B)
элементов минимального порядка, а через minG(A,B) — подгруппу 〈mG(A,B)〉.
По определению MinG(A,B) ≥ minG(A,B), но возможно и строгое неравенство.
Для примера рассмотрим группу G ' �4 — симметрическую группу степени 4.
Положим A ' D8, A ∈ Syl2(G), A > B, B изоморфна C4 — циклической группе
порядка 4. Тогда MG(A,B) = {B, Bf ∩O2(G), Bf2∩O2(G) | f — элемент поряд-
ка 3 из G}, а mG(A,B) = {Bf∩O2(G), Bf2∩O2(G), f — элемент порядка 3 из G}.
Следовательно, MG(A,B) > mG(A,B) и MinG(A,B) = A > minG(A,B) =
O2(G), хотя MinG(B,A) = minG(B,A) = B ∩ O2(G) ' C2. Этот пример пока-
зывает, что существуют группы, в которых MG(A,B) ⊃ mG(A,B) и не только
MinG(A,B) > minG(A,B), но к тому же и minG(A,B) ≤ F (G) < MinG(A,B).
Рассмотренный пример относится к разрешимым группам и примарным под-
группам в роли A и B. Однако существуют и более сложные примеры почти
простых групп, в которых выполняется неравенство MinG(A,B) > minG(A,B)
для примарных подгрупп A и B из G. В случае простой неабелевой группы
G и примарных подгрупп A,B из G справедливо соотношение MinG(A,B) =
minG(A,B) = 1 [1, теорема 1]. ЕслиG— произвольная конечная группа, A иB —
абелевы подгруппы из G, то [2, теорема 1] minG(A,B) ≤ MinG(A,B) ≤ F (G).

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда (код
проекта 15–11–10025), (теорема 1) и проекта повышения конкурентоспособности ведущих уни-
верситетов РФ (соглашение между Министерством образования и науки Российской Федера-
ции и Уральским федеральным университетом от 27.08.2013, №02.А03.210006) (теорема 2).
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В случае, когда A — циклическая подгруппа, а B — нильпотентная подгруп-
па из конечной группы G, по [3, лемма 2.1] minG(A,B) ≤ MinG(A,B) ≤ F (G).
В частном случае, когда Ln(q) ≤ G ≤ PGLn(q), q ≥ 4, q 6= 8, A — полупростая
циклическая подгруппа из G, B — максимальная подгруппа из G, имеем более
сильное утверждение, а именно minG(A,B) ≤ MinG(A,B) = 1 = F (G) [4].

В связи с этим в [5, № 16.29] поставлена задача описания простых групп
лиева типа, обладающих следующим свойством: для любой полупростой абе-
левой подгруппы A из G и любой собственной подгруппы H из G найдется
такой элемент x из G, для которого A ∩ Hx = 1, что эквивалентно условию
MinG(A,H) = minG(A,H) = 1.

Приведем пример простой группы G, полупростой подгруппы A из G и под-
группы H из G, для которых MinG(A,H) 6= 1. В действительности MinG(A,H)
= minG(A,H) = A. Пусть G ' L2(5). Тогда силовская 2-подгруппа A из G по-
лупроста и изоморфна E4. В качестве H возьмем подгруппу из G, изоморфную
C5 hC2. Так как A ∈ Syl2(G), а |H| четен, то A∩Hx 6= 1 для некоторого элемен-
та x из G. Поскольку |G : NG(A)| = 5, с подгруппой A в группе G сопряжено
5 подгрупп. Но в подгруппе H также 5 силовских 2-подгрупп. Следовательно,
Ag∩H 6= 1 для любого элемента g из G, что, в свою очередь, эквивалентно тому,
что A ∩Hy 6= 1 для любого элемента y из G. Так как |A ∩Hy| = 2 для любого
элемента y из G, то A ∩ Hy ∈ mG(A,H). Кроме того, NG(A) действует тран-
зитивно на инволюциях из A. Следовательно, minG(A,H) = A = MinG(A,H).
Заметим также, что minG(H,A) = H = MinG(H,A). Это единственный из-
вестный автору на данный момент пример, удовлетворяющий условиям задачи,
но не заключению. Этот пример приведен в замечании к задаче [5, № 16.29].
В данном примере подгруппа A абелева, а подгруппа H сверхразрешима. Этот
пример показывает, что в [4] ослабить условие цикличности подгруппы A до
абелевости с сохранением заключения нельзя, хотя подгруппа A из рассмотрен-
ного выше примера содержит циклическую подгруппу индекса 2. Также этот
пример показывает, что отказаться от абелевости подгруппы B в [2, теорема 1]
с сохранением заключения этой теоремы нельзя, хотя подгруппа H даже мета-
циклическая.

Целью настоящей работы является изучение подмножеств MG(A,B) и
mG(A,B), подгрупп MinG(A,B) и minG(A,B) в случае, когда цоколь группы
G изоморфен L2(q), q ≥ 4, а подгруппы A и B нильпотентны. Более того, ес-
ли MinG(A,B) 6= 1, что эквивалентно условию minG(A,B) 6= 1, то возникает
вопрос: каким известным группам изоморфны данные подгруппы A и B? На
этот вопрос отвечают две следующие теоремы нашей работы.

Теорема 1. Пусть G — конечная неразрешимая группа с цоколем, изо-
морфным L2(q), q = tn, t простое, и S — силовская p-подгруппа из G. Тогда
MG(S, S) = mG(S, S), MinG(S, S) = minG(S, S) и если MinG(S, S) = minG(S, S)
6= 1, то p = 2 и либо q = 2n − 1 — простое число Мерсенна, G ' Aut(L2(q)),
и MinG(S, S) = minG(S, S) = S, либо q = 9, G ' Aut(L2(9)), и MinG(S, S) =
minG(S, S) = 〈i, j〉 ' D16, где i2 = j2 = 1, инволюции i и j лежат в G\G′ и
|CS(i)| = |CS(j)| = 8. Во всех неединичных случаях множество MG(S, S) =
mG(S, S) совпадает с множеством всех нецентральных подгрупп порядка два
из MinG(S, S) = minG(S, S).

Хотя в теореме 1 подгруппы MinG(S, S) и minG(S, S) описаны только для
силовской подгруппы S из G, эта теорема, как показывает теорема 2, имеет
ключевое значение при описании подгрупп MinG(A,B) и minG(A,B) в случае
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произвольных нильпотентных подгрупп A и B из G.

Теорема 2. Пусть G — конечная неразрешимая группа с цоколем, изо-
морфным L2(q), q = tn, t простое, S — силовская 2-подгруппа из G и A, B —
нильпотентные подгруппы из G. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) MinG(A,B) 6= 1;
(2) minG(A,B) 6= 1;
(3) либо q = 2m − 1 — простое число Мерсенна, G ' Aut(L2(q)), пара

(A,B) с точностью до сопряженности совпадает с парой (S, S), MG(A,B) =
mG(A,B) и MinG(A,B) = minG(A,B) = S из теоремы 1, либо q = 9, G '
Aut(L2(9)), пара (A,B) с точностью до сопряженности принадлежит множеству
{(S, S), (minG(S, S), S), (S,minG(S, S))}, MG(A,B) = mG(A,B) и MinG(A,B) =
minG(A,B) = 〈i, j〉 ' D16, i2 = j2 = 1, инволюции i и j лежат в G\G′ и |CS(i)| =
|CS(j)| = 8 из теоремы 1.

1. Обозначения и предварительные сведения

Обозначения в основном общепринятые. Часть из них можно найти в [6, 7].

Лемма 1.1 [2, теорема 1]. Пусть G — конечная группа и A, B — абелевы
подгруппы из G. Тогда minG(A,B) ≤ MinG(A,B) ≤ F (G).

Лемма 1.2 [3, лемма 2.1]. Пусть G — конечная группа, A — циклическая
подгруппа из G и B — нильпотентная подгруппа из G. Тогда minG(A,B) ≤
MinG(A,B) ≤ F (G).

Лемма 1.3 [1, теорема 1]. Пусть G — конечная простая неабелева группа
и A, B — примарные подгруппы из G. Тогда MinG(A,B) = minG(A,B) = 1.

Лемма 1.4 [8, следствие из теоремы B]. Пусть G — конечная неразреши-
мая группа с цоколем, изоморфным L2(q), и A, B — примарные подгруппы из
G и minG(A,B) 6= 1. Тогда A, B — 2-подгруппы и либо q = 9, либо q — простое
число Ферма или простое число Мерсенна.

Лемма 1.5 [8, лемма 3.2]. Пусть G — конечная группа и M — p-локальная
подгруппа из G такая, что M = NG(Op(M)). Если в M найдутся две силовские
p-подгруппы Q1 и Q2 такие, чтоQ1∩Q2 = Op(M), то вG найдутся две силовские
p-подгруппы P1 и P2 такие, что P1 ∩ P2 = Op(M) и P1 ≥ Q1, а P2 ≥ Q2.

Лемма 1.6 [9, лемма 1]. Пусть G — конечная группа и G1, A, B — подгруп-
пы в G такие, что G1 содержит A. Если G1 D G2 и G2 ∩Bg = 1 для некоторого
элемента g из G, причем в фактор-группе G1 = G1/G2 имеем A∩(G1 ∩Bg)

ḡ1 = 1̄
для некоторого элемента g1 ∈ G1, то A ∩ Bgg2 = 1 для любого элемента g2 из
смежного класса g1G2.

Лемма 1.7 [9, лемма 7]. Пусть G — одна из симметричных групп �5, �6
или одна из знакопеременных A5, A6 и A, B — нильпотентные подгруппы из G.
Тогда MinG(A,B) = minG(A,B) = 1.

Лемма 1.8 [8, лемма 3.18]. Пусть G ' Aut(L2(q)) и S — силовская
2-подгруппа из G. Тогда

(1) MinG(S, S) = minG(S, S) = 1, если q не равно 2n − 1 — простому числу
Мерсенна, и q 6= 9.

(2) MinG(S, S) 6= 1 для q = 2n − 1 — простого числа Мерсенна, или q = 9.
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Лемма 1.9 [10, лемма 5]. Пусть t, n > 1 — натуральные числа. Тогда для
любого ε ∈ {+,−} существует примитивный делитель t{εn} числа tn − (ε1)n, за
исключением следующих случаев:

(I) ε = +, n = 6, t = 2;
(II) ε = +, n = 2, t = 2l − 1 для некоторого l ≥ 2;
(III) ε = −, n = 3, t = 2;
(IV) ε = −, n = 2, t = 2l + 1 для некоторого l ≥ 0.
Простое число t{εn} называется примитивным делителем числа tn−(ε1)n,

если t{εn} не делит ti − (ε1)i при 1 ≤ i < n.

2. Доказательство теоремы 1

Так как Soc(G) ' L2(q), q = tn > 3, t простое, то Inn(K) ≤ G ≤ Aut(K), где
K ' L2(q). Пусть S — силовская p-подгруппа из G. В случае p ≥ 3 согласно [8,
теорема В(2)] minG(S, S) = 1. Но если minG(S, S) = 1, то MinG(S, S) = 1, и в
этом случае теорема доказана. Более того, по лемме 1.3 теорема 1 справедлива
для любой простой неабелевой группы и любого простого числа p. Поэтому
для доказательства теоремы 1 достаточно рассмотреть случай G 6= Soc(G), при
этом p = 2. Тогда по леммам 1.4 и 1.8 либо G = Aut(K) для q, равного простому
числу Мерсенна, либо q = 9. В случае q = 9 согласно [8, лемма 3.27(2)] G =
Aut(K), K ' L2(9).

Пусть G ' Aut(L2(q)), q = 2n − 1 > 3 — простое число Мерсенна и i —
инволюция из G\G′. Тогда по [11] CG(i) ' D2(q−ε1), ε ∈ {+,−} и ε выбирается
так, что 4 не делит q− ε1. Для такой инволюции i имеем CG(i) ' C2× (C q−ε1

2
h

C2), где C q−ε1
2

hC2 — группа Фробениуса. Тогда в подгруппеM = CG(i) получим
〈i〉 = O2(M) и в M = M/O2(M) любая пара различных силовских 2-подгрупп Q1
и Q2 имеет единичное пересечение. Следовательно, их полные прообразы в M ,
т. е. Q1 и Q2, будут силовскими 2-подгруппами в M и Q1 ∩Q2 = O2(M) = 〈i〉.
По лемме 1.5 〈i〉 = S ∩ Sy для некоторого элемента y из G. По определению
〈i〉 ≤ minG(S, S). Пусть x — произвольный элемент из S. Тогда равенство 〈i〉 =
S ∩ Sy влечет, что 〈i〉x = (S ∩ Sy)x = S ∩ Syx. Следовательно, 〈ix〉 ≤ minG(S, S)
для любого элемента x из S. В частности, 〈iS〉 ≤ minG(S, S). Так как |CS(i)| = 4
и подгруппа S диэдральна, 〈iS〉 — диэдральная подгруппа индекса 2 из S.

Если инволюция i принадлежит Soc(G), то в силу сопряженности инволю-
ций в Soc(G) можно считать, что 〈i〉 = Z(S).

Поскольку |S| = 2n+1, а |S : S0| = 2 для S0 = S ∩Soc(G), условие 2n− 1 > 3
влечет, что n ≥ 3. Поэтому S0 — неабелева подгруппа и в силу диэдральности S
и S0 для любой четверной подгруппы E из S0 и инволюции j из S\S0 имеем Ej 6=
E. Пусть E1 и E2 — четверные подгруппы из S0 = S ∩ Soc(G), переставляемые
инволюцией j из S\S0. Тогда (NG(E1))j = NG(E2), где NG(E1) ' �4.

Как и выше, для подгрупп M1 = NG(E1) ' �4 и M2 = NG(E2) ' �4 с
O2(M1) ' O2(M2) ' E4 имеем M i = Mi/O2(Mi) ' �3 для i = 1, 2. Поэтому
Q1 ∩ Q2 = O2(M1), где Q1, Q2 ∈ Syl2(M1). Аналогично для M2. По лемме 1.5
S ∩ S1 = E1 и S ∩ S2 = E2 для соответствующих силовских 2-подгрупп S1
и S2 из G, которые можно выбрать исходя из того, что Ej

1 = E2, так, что
Sj1 = S2. Тогда D = S1 ∩ S2 ≤ CG(〈Z(S1), Z(S2)〉) ≤ Z(S) в силу того, что
〈Z(S1), Z(S2)〉 — диэдральная подгруппа порядка, большего либо равного 8.
Поэтому D = 〈i〉. Если сопряжем в NG(E1) подгруппы S1 и S элементом r, то
равенство 〈i〉 = S1∩S2 влечет, что 〈i〉r = (S1∩S2)r = Sr1 ∩Sr2 = S ∩Sr2 . Поэтому
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〈i〉r ≤ minG(S, S). В частности, подгруппа E1 содержится в minG(S, S), а тогда
и S0 содержится в minG(S, S). Следовательно, minG(S, S) = S = MinG(S, S). По
построению для любой инволюции i ∈ S\Z(S) имеем 〈i〉 = S ∩ Sx ∈ MG(S, S)
для некоторого x из G. Значит, MG(S, S) = mG(S, S) и q = 2n − 1 — простое
число Мерсенна в случае G = Aut(L2(q)). Теорема 1 в рассматриваемом случае
доказана.

ПустьG = Aut(L2(9)). Вся необходимая информация о группеG с Soc(G) '
L2(9) содержится в [6, с. 4]. В частности, каждая инволюция из S содержится
либо в S1, где S1 = S ∩ G1, G1 ' �6, либо в S2, где S2 = S ∩ G2 и G2 '
PGL2(q), причем подгруппы S1 и S2 индекса 2 в S, а потому нормальны в
S. При этом силовская 2-подгруппа S1 из G1 изоморфна C2 × D8 и может
быть представлена как 〈k〉 × 〈m,n〉, где k,m и n — инволюции из S1 и S0 =
S ∩ Soc(G) = 〈m,n〉 ' D8. Пусть z — инволюция из Z(S0). Тогда 〈z,m〉 '
E4 ' 〈z, n〉 и в S1\S0 нецентральными в S1 инволюциями являются km, kmz,
kn, knz. Легко проверяется, что T1 = 〈km, kn〉 ' D8 и T1 ∩ S0 = 〈mn〉 ' C4.
Поэтому T1 содержит инволюции kmz и knz. Подгруппа S0 нормальна в S
по определению, а подгруппа T1 нормальна в S в силу того, что порождается
нормальным замыканием в S любой из нецентральных в T1 инволюций, так как,
например, для инволюции km из T1 имеем |CS(km)| = 8, а для инволюций k
и kz имеем |CS(K)| = |CS(kz)| = 16 и в S1\S0 всего шесть инволюций. Кроме
того, инволюция i ∈ S\S1 действует на S1 так, что ki = kz и 〈z,m〉i = 〈z, n〉.

Приступим к определению подгруппы minG(S, S) = T . Прежде всего отме-
тим, что согласно [6, с. 4] CG(i) ' C2 × (C5 hC4) и |iS | = 4. Тогда по лемме 1.5
имеем 〈i〉 = S ∩ Sg для некоторого элемента g из G. Поэтому 〈i〉 ∈ mG(S, S) и
〈iS〉 ≤ T . Так как i ∈ S2 ' D16, то 〈iS〉 ' D8. Поскольку �6 ' Sp4(2), ввиду
[8, лемма 3.13] все силовские 2-подгруппы из G1, которые пересекаются с S1 по
единице, сопряжены под действием S1, т. е. их число равно |S1| = 16. С дру-
гой стороны, в CG(i) четыре силовские 2-подгруппы, которые пересекаются с
S∩CG(i) по подгруппе 〈i〉. По лемме 1.5 подгруппа S пересекается с соответству-
ющими силовскими 2-подгруппами из G, содержащими силовские 2-подгруппы
из S, по подгруппе 〈i〉. Так как |iS | = 4, каждая силовская 2-подгруппа из G1,
которая пересекается с S1 по единице, содержится в силовской 2-подгруппе из
G, которая в пересечении с S содержит инволюцию из iS .

Поэтому далее, рассматривая элемент D = S ∩ Sg из MG(S, S), можно
считать, что D1 = D ∩G1 6= 1, т. е.

D1 = S ∩ Sg ∩G1 = S ∩G1 ∩ (Sg ∩G1) = S1 ∩ (S ∩G1)g = S1 ∩ Sg1 6= 1.
Так как

CG(k) = CG1(k) ' C2 × �4 ' CG(kz) = CG1(kz),
из определенного выше действия инволюции i на S1 следует, что CG(k)i =
CG(kz). Без ограничения общности можно считать, чтоO2(CG(k)) = 〈k〉×〈z,m〉.
Тогда инволюция n принадлежит S1\O2(CG(k)) и инвертирует элемент f поряд-
ка 3 так, что 〈n, f〉 ' �3. Инволюции n и nf центральны вG, их централизаторы
в G — 2-группы, поэтому

CG(n) ∩ CG(nf ) ≤ CG(〈n, nf 〉) = CG(f).
Но O2(CG(f)) ' C2 и 〈k〉 ≤ O2(CG(f)), откуда 〈k〉 = CG(n)∩CG(nf ). Инволюция
n сопряжена с z в CG(kz) некоторым элементом r так, что (CG(n))r = S и
(CG(nf ))r = Sr1 для некоторого элемента r1 из G. Тем самым

(CG(n) ∩ CG(nf ))r = 〈k〉r = S ∩ Sr1 ∈ mG(S, S).
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Так как элемент r действует на O2(CG(kz)) = 〈k〉 × 〈z〉 × 〈n〉 нетривиально
и инволюция k не сопряжена с z в G, то kr 6∈ 〈k〉 × 〈z〉. Поэтому kr ∈ T1.
Следовательно, все нецентральные в T1 инволюции лежат в подгруппе T . Таким
образом, подгруппа T содержит две подгруппы, изоморфные D8 и нормальные
в S. Тогда T ≥ T2 = 〈jS〉〈iS〉, где j ∈ T1\Z(T1). В частности, T2 ≥ 〈km, i〉 —
диэдральная подгруппа. Но (km)i = kimi = kzn, |km · kzn| = |mn · z| и (mn ·
z)2 = (mn)2z2 = z. Следовательно, |〈km, i〉| ≥ 16. Подгруппа S не содержит
диэдральных подгрупп порядка 32, значит, 〈km, i〉 ' D16, и тогда 〈km, i〉 = T2 =
〈jS〉〈iS〉 в силу того, что |jS | = |iS | = 4.

Продолжая рассматривать элемент D = S ∩ Sg из MG(S, S) и считая, что
D1 = S1 ∩ Sg1 6= 1, допустим, что D 6≤ T2.

Так как в случае D > D1 в разности D\D1 нет инволюций, поскольку
〈i〉 ∈ mG(S, S) и j = is для s ∈ S для любой инволюции j из S\S1, группа
D содержит элемент y порядка 4. Но каждый 2-элемент из S лежит в S1 '
C2 ×D8, в S2 ' D16 или в S3 ' SD16 — полудиэдральной подгруппе, поэтому
〈y2〉 ≤ Z(S0) и 〈y2〉 ≤ Z

(
Sg0

)
, откуда 〈y2〉 = Z(S0) = Z

(
Sg0

)
и S = Sg в силу того,

что S = CG(Z(S0)) = Sg.
Значит, D = D1. Подгруппа D не содержит инволюций из T1\Z(T1), по-

этому каждая инволюция из D лежит либо в Z(S1), либо в S0. Кроме того,
если |D| ≥ 4, то D ∩ Z(S0) 6= 1. Так как

[
Z

(
Sg0

)
, D

]
= 1, то

[
Z

(
Sg0

)
, Z(S0)

]
= 1,

откуда Z
(
Sg0

)
≤ S0 и S ∩ Sg ≥ CS

(
Z

(
Sg0

))
≥ 〈k〉 × 〈z〉 × Z(S0)g. Поскольку

S0 6= Sg0 , то CS
(
Z

(
Sg0

))
содержит инволюцию из T1\Z(T1); противоречие с вы-

бором D. Если |D| = 2, то
〈
Z(S0), Z

(
Sy0

)〉
≤ CG(D). В случае D ∈ S0 имеем

CS1(D) ' E8 и, таким образом, |CG(D) : CS1(D)| = 2. Значит, Z
(
Sy0

)
нор-

мализует CS1(D). Поэтому |D| ≥
∣∣CCS1 (D)

(
Z

(
Sy0

))∣∣ ≥ 4; противоречие. Если
D = 〈k〉 или D = 〈km〉, то Z

(
Sy0

)
≤ CG(D) и тем самым Z

(
Sy0

)
нормали-

зует O2(CG(D)) ' E8. Снова |D| ≥
∣∣CO2(CG(D))

(
Z

(
Sy0

))∣∣ ≥ 4; противоречие.
Поэтому D ∈ mG(S, S), T2 = T = minG(S, S) = MinG(S, S) = 〈i, j〉 ' D16 и
|CS(i)| = |CS(j)| = 8. Теорема 1 доказана.

3. Доказательство теоремы 2 в примарном случае

Перейдем к доказательству теоремы 2. Сохраним обозначения, введенные
при доказательстве теоремы 1. Так как условия (1) и (2) теоремы 2 эквива-
лентны по определению, достаточно доказать, например, эквивалентность усло-
вий (2) и (3) теоремы 2.

Допустим, что справедливо условие (2) теоремы 2, т. е. minG(A,B) 6= 1
для некоторых примарных подгрупп A и B из G. Без ограничения общности
можно предполагать, что A и B — подгруппы из S. Так как minG(A,B) 6= 1,
тем более minG(S, S) 6= 1. По лемме 1.3 группа G не простая и так же, как
при доказательстве теоремы 1, имеем p = 2 и G = Aut(K), где K ' L2(q) и
q = 2n − 1 — простое число Мерсенна или q = 9.

Пусть D = S ∩ Sg ∈ mG(S, S). По теореме 1 |D| = 2 и S ∩ Sg ≥ A ∩
Bg 6= 1 в силу условия minG(A,B) 6= 1. Но 2 = |S ∩ Sg| ≥ |A ∩ Bg| ≥ 2.
Следовательно, D ∈ mG(A,B), и, таким образом, T = minG(S, S) ≤ minG(A,B).
Так как minG(A,B) ≤ A, то T ≤ A. Но если minG(A,B) 6= 1, то minG(B,A) 6= 1.
По предположению B ≤ S. Стало быть, B ≥ T , и в случае q = 2n − 1 теорема 2
следует из теоремы 1 в части (2) ⇒ (3). Допустим, что q = 9 и A = B = T ' D16.
По определению подгруппы T все ее нецентральные инволюции лежат вне G0 =
Soc(G) и T ∩ Z(S1) = T ∩ (〈k〉 × 〈z〉) = 〈z〉. Так как CG(k) ' C2 × �4 ' CG(kz),
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без ограничения общности можно считать, что инволюция m сопряжена с z
некоторым элементом v из CG(kz). Тогда равенство T ∩Z(S1) = T ∩(〈k〉×〈z〉) =
〈z〉 влечет, что (T ∩ Z(S1))u = Tu ∩ (〈k〉 × 〈z〉)u = Tu ∩ (〈k〉 × 〈z〉u) = 〈z〉u и
(T ∩ Z(S1))v = T v ∩ (〈kz〉 × 〈z〉)v = T v ∩ (〈kz〉 × 〈z〉v) = 〈z〉v. Значит, Tu ∩ 〈k〉 =
1 и T v ∩ 〈kz〉 = 1. Кроме того, Tu ∩ 〈z〉 = T v ∩ 〈z〉 = 1. Следовательно,
Tu ∩ T z ∩ Z(S1) = 1.

С другой стороны, если D = Tu ∩ T v 6= 1, то D содержится в

CG(〈Z(Tu), Z(T v)〉) = CG(〈m,n〉) = CG(S0) = Z(S1);

противоречие с тем, что D ∩ Z(S1) = 1. Значит, A 6= T или B 6= T . По-
этому A или B совпадает с S в силу того, что |S : T | = 2, и тогда (A,B) ∈
{(S, S), (S,minG(S, S)), (minG(S, S), S)}. Так как minG(S, S) = T 6= 1, для любо-
го элемента g из G имеем S ∩ Sg ≥ D ∈MG(S, S). По теореме 1 D ∈ mG(A,B),
D 6= 1 и, таким образом, D ≤ T . Поэтому T ∩ Sg 6= 1 для любого элемента g из
G. Аналогично S ∩ T g 6= 1 для любого элемента g из G. Значит, minG(S, T ) 6= 1
и minG(T, S) 6= 1. Рассмотрим, например, случай minG(S, T ) 6= 1 и покажем,
что MG(S, T ) = mG(S, T ). Возьмем элемент D = S ∩ T g ∈ MG(S, T ). Ес-
ли |D| = 2, то ввиду minG(S, T ) 6= 1 имеем D ∈ mG(S, T ) для некоторого
элемента g из G. Если |D| > 2, то D ∩ Z(T g) 6= 1 в силу того, что по тео-
реме 1 группа T изоморфна D16. Поэтому [Z(S), Z(T g)] = [Z(S), Z(Sg)] = 1,
так как Z(T g) = Z(Sg). Поскольку CG(Z(S)) — 2-группа и D ∈ MG(S, T ),
то Z(S) 6= Z(Sg) и Z(Sg) ≤ S0. Следовательно, без ограничения общности
центр Z(S) сопряжен с Z(Sg) элементом из CG(k). Но тогда T g не содержит
инволюцию k, так как T ∩ Z(S1) = Z(S) и Z(S) и T g не содержат z. По-
этому T g содержит kz и, таким образом, D ≥ 〈kz〉 × Z(T g). Но в подгруппе
〈kz〉×Z(T g) = 〈kz〉× 〈zg〉 инволюция r = kz · zg лежит вне Z(S1). По теореме 1
〈r〉 ∈ mG(S, S), где 〈mG(S, S)〉 = T , тем самым D > S ∩ Sx = 〈r〉 = S ∩ T x,
так как r — нецентральная инволюция в Sx1 , а потому лежит в T x. Про-
тиворечие с выбором D. Следовательно, MG(S, T ) = mG(S, T ). Аналогично
MG(T, S) = mG(T, S). Стало быть, (2) ⇒ (3) в теореме 2 для примарных под-
групп доказано.

(3) ⇒ (2) Для пары (A,B) = (S, S) это доказано в [8, леммы 3.18(2),
3.27(2д)]. Если (A,B) = (T, S), где T = minG(A,B), то из minG(S, S) 6= 1
следует, что для любого элемента g из G будет D = S ∩ Sg ≥ D1 ∈ MG(S, S).
По теореме 1 имеем 1 6= D1 ∈ mG(S, S). Поэтому D1 ≤ T и, таким образом,
T ∩ Sg 6= 1. Значит, minG(T, S) 6= 1. Так как T ∩ Sg 6= 1 для любого элемента g
из G, то 1 6= T ∩Sg = (S ∩ T g−1

)g влечет, что S ∩ T g−1 6= 1 для любого элемента
g из G. Поэтому minG(S, T ) 6= 1. Теорема 2 для примарных подгрупп доказана.

4. Доказательство теоремы 2 в непримарном случае

Сохраним обозначения, введенные в начале доказательства теоремы 1, и
выберем в качестве группы G контрпример к теореме 2. При этом порядок G
выберем минимальным. Далее в группе G пару нильпотентных подгрупп A и B
с условием minG(A,B) 6= 1 выберем так, чтобы число |A||B| было минимальным.
Последующие леммы будем доказывать при этих условиях.

Лемма 4.1. Следующие утверждения справедливы для группы G и под-
групп A и B:

(1) подгруппы A и B непримарны;
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(2) хотя бы одна из подгрупп, скажем A, неабелева, при этом B нецикли-
ческая;

(3) G = A Soc(G) = B Soc(G);
(4) π(A) = π(B);
(5) фактор-группа G = G/Soc(G) абелева.
Доказательство. (1) Так как теорема 2 в случае, когда обе подгруппы

примарны, доказана, получаем, что хотя бы одна из подгрупп, скажем A, непри-
марна. Если при этом |π(B)| ≥ 2, утверждение (1) леммы доказано. Если
π(B) = {p}, то для пары (A,B) = (Op(A), B) имеем minG(Op(A), B) 6= 1 и по
теореме 2 имеем p = 2 и O2(A) ≥ minG(S, S). Поскольку Z(minG(S, S)) ' C2 и
CG(Z(minG(S, S))) — 2-группа, то A — 2-группа; противоречие. П. (1) леммы
доказан.

(2) По леммам 1.1 и 1.2 справедлив п. (2).
(3) Допустим, что G1 = Soc(G)A 6= G. Пусть B1 = B ∩ G1. Тогда по

индукции либо A∩Bg1
1 = 1 для некоторого элемента g1 из G1, либо G1 известна,

при этом A — 2-группа, что невозможно по п. (1). Значит,

A ∩ (B ∩G1)g1 = A ∩ (Bg1 ∩G1) = A ∩Bg1 = 1;

противоречие. Аналогично для G2 = Soc(G)B показываем, что B ∩Ag2 = 1 для
некоторого элемента g2 из G2. П. (3) леммы доказан.

(4) Если π(A) 6= π(B), то без ограничения общности в π(A) содержится
элемент p, не лежащий в π(B). Тогда minG(Op′(A), B) = minG(A,B) 6= 1 и
выбор числа |A||B| ведет к противоречию. П. (4) леммы доказан.

(5) Согласно [6, с. XVI] Aut(K) ' Inn diag(K) h Cn, где K ' L2(q), q = tn

и Cn — циклическая подгруппа порядка n. Так как Out diag(K) изоморфно
вкладывается в C2, то G = G/Soc(G) абелева. Лемма доказана.

Лемма 4.2. G 6≤ Inn diag(K).
Доказательство. Допустим, что G ≤ Inn diag(K). По лемме 4.1(1),(2)

подгруппа A неабелева и непримарна. Следовательно, |Z(A)| делится, по край-
ней мере, на два простых числа. Значит, хотя бы одно из них нечетное. Со-
гласно [6, с. XVI] |G| ≤ q(q2 − 1), причем подгруппы порядков q − 1 и q + 1
из Inn diag(K) циклические, а силовская t-подгруппа St из G порядка q эле-
ментарная абелева и сильно изолированная в G, т. е. CG(x) ≤ St для любого
неединичного элемента x из St. То же самое справедливо и для элементов
нечетного порядка для подгрупп T1 и T2 из Inn diag(K) порядков q − 1 и q + 1
соответственно, что доказано, например, в [11, гл. 1, § 1] Тогда в силу неабе-
левости A, леммы 4.1(5) и сильной изолированности St имеем (t, |A|) = 1. Но
Z(A) ∩ Soc(G) 6= 1 ввиду |Out diag(K)| ≤ 2 и O(Z(A) ∩ Soc(G)) 6= 1. Следова-
тельно, A ≤ CG(O(Z(A))) ≤ T1 или A ≤ T2; противоречие с неабелевостью ≤ A.
Лемма доказана.

Лемма 4.3. Подгруппа A содержит элемент x простого порядка p, где p
делит n, индуцирующий на Soc(G) полевой автоморфизм такой, что x 6∈ Z(A).

Доказательство. По лемме 4.2 A не содержится в Inn diag(K), K '
L2(q), q = tn > 3. Следовательно, из равенства Aut(K) = Inn diag(K) h Cn
вытекает, что n > 1. По лемме 4.1(3) G = Soc(G)A, значит, A ∩ Inn diag(K) 6=
A. Если в разности A\A ∩ Inn diag(K) нет элементов простого порядка, то
minG(A1, B) = minG(A,B), где A1 = A ∩ Inn diag(K); противоречие с выбо-
ром числа |A||B|. Стало быть, в A\A1 есть элемент x простого порядка p,
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индуцирующий на Soc(G) полевой автоморфизм. Но в таком случае p делит
n. Допустим, что x ∈ Z(A). Тогда C = CG(x) ≥ A и согласно [12, (9-1)]
CInn diag(K)(x) ' Inn diag(L2(tn/p)).

Следовательно, если CInn(x) — неразрешимая подгруппа, то tn/p > 3 и
с учетом [12, (9-8)] фактор-группа C = CG(x)/〈x〉 изоморфно вкладывается в
Aut(L2(tn/p)). По лемме 4.1 имеем |x| < |A|. Поэтому |A||B| > |x||B| и выбор
числа |A||B| влечет, что Bg ∩〈x〉 = 1 для некоторого элемента g из G. Положим
B1 = CG(x) ∩Bg, и пусть A, B1 — образы подгрупп A и B1 в C.

Если minC(A,B1) = 1̄, то по лемме 1.6 имеем minG(A,B) = 1; противоречие
с выбором A и B.

Если minC(A,B1) 6= 1̄, то по индукции C ' Aut(L2(tn/p)), где либо tn/p =
2r − 1 > 3 — простое число Мерсенна и без ограничения общности A = B1 ∈
Syl2(C), либо tn/p = 9 и без ограничения общности для подгрупп A и B1 из
силовской 2-подгруппы Q из C имеем A ∩B1 ≥ minC(A,B1) ' D16.

По лемме 4.1 |π(A)| = |π(B)| ≥ 2. Так как CG(x) ≥ A и CC(z̄) — 2-группа
для инволюции z̄ изA∩Soc(C), то p > 2, поэтому C = CG(x) ' Cp×Aut(L2(tn/p))
и minC(A,B1) 6= 1. По теореме 1 в O2′(C) либо O2(A), либо B1 является силов-
ской 2-подгруппой и |O2(A) : minC(A,B1)| ≤ 2 и |B1 : minC(A,B1)| ≤ 2.

Значит, без ограничения общности A ≤ CG(z), где z — единственная ин-
волюция из прообраза для z̄. Поскольку CInn diag(K)(z) ' D2(q−ε1), где 4 де-
лит (q − ε1), каждая инволюция из CInn diag(K)(z)\〈z〉 инвертирует подгруппу
R = O(CInn diag(K)(z)) 6= 1 ввиду tn/p = 9 или 2r − 1.

Заметим, что CR(x) = 1, иначе CC(z̄) не 2-группа. Поэтому 〈x〉 действу-
ет нетривиально на R2 = �(R1), где R1 — некоторая силовская подгруппа из
R. Так как A нормализует R2, для подгруппы G1 = R2A имеем 〈z〉 ≤ A2 =
CA(R2) 6= A и фактор-группа G1 = G1/A2 изоморфно вкладывается в Aut(R2).
Тогда выбор пары A,B влечет, что A2 ∩ Bg = 1 для некоторого g из G. По-
скольку Aut(R2) — циклическая группа, для подгруппы B1 = G1∩Bg в фактор-
группе G1 в силу того, что G1 — группа Фробениуса, имеем minG1

(A,B1) = 1̄
из-за (|A|, 2) = 2 и (2, |R2|) = 1. По лемме 1.6 minG(A,B) = 1; противоречие с
выбором A и B.

Пусть CInn diag(K)(x) — разрешимая подгруппа. Тогда tn/p < 4 и либо t = 2,
и в этом случае A — абелева подгруппа, что невозможно, либо t = 3, CG(x)
изоморфно вкладывается в разрешимую подгруппу Cp × PGL2(3) из G, A '
Cp ×D8 в силу непримарности и неабелевости A. Так как F (CG(x)) ' Cp ×E4,
то |F (CG(x))| < |A| и выбор числа |A||B| влечет, что F (CG(x)) ∩ Bh = 1 для
некоторого элемента h из G. Пусть B1 = CG(x)∩Bh и C = CG(x)/F (CG(x)) ' �3.
Тогда |A| = 2 и minC(A,B1) = 1. По лемме 1.6 имеем A∩Bh2 = 1 для некоторого
элемента h2 из G; противоречие с выбором A и B. Лемма доказана.

Лемма 4.4. G не контрпример к теореме.
Доказательство. Допустим, что G — контрпример к теореме. По лем-

ме 4.1(3) G = A Soc(G) = B Soc(G), а по [6, с. XVI] G изоморфно вкладывается
в Inn diag(K) h Cn, где K ' L2(q), q = tn, t — простое число. В лемме 4.2
доказано, что G 6≤ Inn diag(K), поэтому n > 1, а в лемме 4.3 доказано, что
для любого элемента x простого порядка P из A, индуцирующего на Soc(G)
полевой автоморфизм, x 6∈ Z(A). Таким образом, силовская p-подгруппа из
A неабелева, и Op(A) ∩ Soc(G) 6= 1 по лемме 4.1(5). Так как по лемме 4.1(1)
A непримарна, то Z(A) непримарен и Z(A) ≤ Inn diag(K) ∩ A. Следовательно,
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(t, |Z(A)|) = 1 из-за сильной изолированности неединичных элементов из силов-
ской t-подгруппы в G′ относительно Inn diag(K)∩G. Поскольку Z(A) содержит
неединичный элемент f нечетного порядка r, этот элемент из-за сильной изоли-
рованности в содержащей его подгруппе T из CInn diag(K)∩G(x) порядка

p
√
q−1

(2,q−1)

или
p
√
q+1

(2,q−1) однозначно определяет T , а также и содержащую T подгруппу T1 из
Inn diag(K) ∩ G порядка q−1

(2,q−1) или q+1
(2,q−1) . Если эти четыре числа умножить

на общий множитель (2, q− 1), то по лемме 1.9 для чисел вида tn± 1 = q± 1 су-
ществует примитивный простой делитель, за исключением следующих случаев.

(i) ε = +, n = 6, t = 2.
В этом случае G изоморфно вкладывается в L(26) h C6. Если в A содер-

жится элемент y порядка 6, индуцирующий на Soc(G) полевой автоморфизм,
то CG(y) ' C6 × �3 и силовские подгруппы из A абелевы, что невозможно.
Значит, либо G ' L2(26) h C3, либо G ' L2(26) h C2. В обоих случаях для эле-
мента x, индуцирующего полевой автоморфизм на Soc(G), по теореме Бэра —
Судзуки имеем 〈x〉 ∩ Bg = 1 для 〈x〉 ' C2 или 〈x〉 ' C3, и для C = CG(x) в
фактор-группе C = C/〈x〉 по индукции и теореме 2 для подгрупп A и B1, где
B1 = Bg, будет minG(A,B1) = 1. По лемме 1.6 A ∩ Bg1 = 1 для некоторого g1
из G; противоречие с тем, что minG(A,B) 6= 1.

(ii) ε = +, n = 2, t = 2l − 1 для некоторого l ≥ 2.
В этом случае t = 2l − 1 — простое число Мерсенна и G изоморфно вкла-

дывается в PGL2(t2) h C2. Поэтому |x| = 2 и CG(x) ' PGL2(t). Так как
A неабелева, она содержит инволюцию из CG′(x). Но централизаторы инво-
люций в CG′(x) являются 2-группами. Поэтому A примарна; противоречие с
леммой 3(1).

(iii) ε = −, n = 3, t = 2.
В этом случае G ' Aut(L2(8)), CG′(x) ' �3 и силовская 2-подгруппа из A

абелева; противоречие.
(iv) ε = −, n = 2, t = 2l + 1, l ≥ 0.
В этом случае G изоморфно вкладывается в PGL2(t2) hC2 и, как в п. (ii),

неабелевость A влечет, что A содержит инволюцию i из G′ и CG(i) — 2-группа;
противоречие.

Следовательно, в оставшихся случаях для группы Inn diag(K) по лемме 1.9
каждое из чисел q − 1 и q + 1 имеет примитивный простой делитель t{εn}. Так
как A нормализует каждую силовскую подгруппу из T1, она нормализует цик-
лическую силовскую t{εn}-подгруппу R из T1, причем элемент x из A действует
нетривиально на �(R). Действительно, допустим, что �(R) = 〈ω〉 ≤ CG(x).
Тогда t{εp} = |ω| — примитивный простой делитель какого-либо из чисел q − 1
или q + 1. Из определения t{εp} следует, что t{εp} > 2. Покажем, что t{εp} не
делит число |PGL2( p

√
q)| = |CInn diag(K)(x)| = p

√
q( p
√
q − 1)( p

√
q + 1). Действи-

тельно, если t{εp} делит p
√
q( p
√
q − 1)( p

√
q + 1), то либо t{εp} делит p

√
q − 1, либо

t{εp} делит p
√
q + 1. В любом случае из-за сильной изолированности элемента

ω в содержащей его подгруппе порядка q − 1 или q + 1 и абелевости подгрупп
порядков p

√
q + 1 и p

√
q − 1 имеем, что либо p

√
q − 1, либо p

√
q + 1 делит одно из

чисел q − 1 или q + 1, а именно то, для которого t{εp} является примитивным
простым делителем.

Если t{εp} является примитивным простым делителем для q − 1, то t{εp}
по определению при ε = 1 не делит p

√
q − 1. Но тогда t{εp} делит p

√
q + 1.

Следовательно, при p > 2 t{εp} делит q + 1. В этом случае t{εp} делит (q + 1)−
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(q − 1) = 2; противоречие с тем, что t{εp} > 2.
При p = 2 имеем q− 1 = ( p

√
q− 1)( p

√
q+1) и t{ε2} не является примитивным

простым делителем для q − 1 по определению при ε = −1.
Если t{εp} является примитивным простым делителем для q + 1, то t{εp}

при p > 2 по определению при ε = −1 не делит p
√
q + 1. Следовательно, t{εp}

делит p
√
q−1. Но тогда t{εp} делит q−1. Поэтому t{εp} делит (q+1)−(q−1) = 2;

противоречие с тем, что t{εp} > 2. Если p = 2 и t{ε2} делит либо √q + 1, либо√
q − 1, то t{ε2} делит q2 − 1. Но тогда t{ε2} делит (q2 + 1) − (q2 − 1) = 2;

противоречие с тем, что t{ε2} > 2. Поэтому �(R) не лежит в CG(x). Пусть
G1 = �(R)A. Так как A — неабелева подгруппа, а Aut(�(R)) — циклическая
подгруппа ввиду t{εn} > 2, то 1 < CA(�(R)) = A1 < A.

Выбор числа |A||B| влечет, что A1 ∩ Bf1 = 1 для некоторого элемента f1
из G1. В фактор-группе G1 = G1/A1 , изоморфно вложенной в Ct{εn} hCt{εn}−1,

A ≤ Ct{εn}−1 и для подгруппы B1 = G1 ∩ Bf1 имеем A ∩ B
d̄
1 = 1̄ для неко-

торого элемента d̄ из G1 ввиду того, что G1 — группа Фробениуса. По лем-
ме 1.6 A ∩ Bd1 = 1 для некоторого элемента d1 из G; противоречие с условием
minG(A,B) 6= 1. Лемма доказана.

Итак, случай |π(A)| ≥ 2 ведет к противоречию. Поэтому A и B — примар-
ные группы, и теорема 2 доказана.
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