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Введение

Моделирование движения многожидкостных сред, или (жидких) смесей,
или многокомпонентных жидкостей, является достаточно обширной областью
механики и математики, которая слабо изучена (во всяком случае по сравнению
с соответствующими одножидкостными моделями) как в плане формулировки
моделей, так и в плане строгих математических результатов о существовании и
единственности решений соответствующих задач или свойствах этих решений.
Прежде всего следует отметить, что указанная область содержит несколько
разделов, отличающихся друг от друга способами моделирования смеси. В на-
стоящей работе речь пойдет об одном из вариантов модели — многоскоростной
модели гомогенной смеси вязких сжимаемых жидкостей. Это значит, что в каж-
дой точке пространства присутствуют все компоненты (составляющие) смеси,
которые находятся в одной фазе, но имеют каждая свою локальную скорость
движения; взаимодействие между компонентами осуществляется через обмен
импульсом и вязкое трение (а также посредством теплообмена — в теплопро-
водных моделях). С математических позиций как эта, так и многочисленные
другие модели смесей исследованы весьма мало, в том числе по сравнению с ана-
логичной теорией для однокомпонентных сред (некоторые подробности можно
найти в обзоре из [1]).

В период расцвета одномерной теории вязкого газа моделям смесей так-
же было уделено определенное внимание (см., например, [2, 3]), но при этом

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код проекта
15–11–20019).

c© 2016 Мамонтов А. Е., Прокудин Д. А.



1334 А. Е. Мамонтов, Д. А. Прокудин

не рассматривались недиагональные матрицы вязкостей, отвечающие за вяз-
кое трение между компонентами (т. е. взаимодействие компонент сводилось к
обмену импульсом). После прорыва в многомерной теории вязкого газа, про-
изошедшего в последние 20 лет, возник естественный стимул распространить
полученные результаты однокомпонентной теории на случай смесей. Ключевой
проблемой при этом оказалась работоспособность метода эффективных вязких
потоков (являющегося сердцевиной современной теории Навье — Стокса сжима-
емых жидкостей) на матричный случай. В полученных к настоящему времени
результатах (см., например, [1, 4, 5]; мы не упоминаем предшествующие резуль-
таты по приближенным моделям) рассмотрены треугольные матрицы вязко-
стей, т. е. упомянутая проблема решена лишь частично. Авторам впервые
удалось рассмотреть полные матрицы вязкостей. При этом ключевой наход-
кой является предположение о совпадении фазовых давлений и их зависимо-
сти от суммарной плотности смеси, а также о том, что оператор материальной
производной определяется средней скоростью движения. Однако в остальных
слагаемых удержаны отдельные скорости компонент, в связи с чем сохраняется
все богатство многоскоростной модели со всеми сопутствующими сложностями
при работе с вязкими членами. В результате, с одной стороны, удалось впер-
вые проанализировать задачу о движении смесей без каких-либо искусствен-
ных ограничений на коэффициенты вязкости, а с другой стороны, проделанная
работа не является прямым обобщением соответствующих результатов теории
однокомпонентной жидкости. В завершение обзора отметим, что нестационар-
ный аналог рассматриваемой задачи можно найти в [6], а в модельном случае
аналогичная проблема рассмотрена в [7].

Статья состоит из двух параграфов. В § 1 приведена постановка основной
задачи (задача А), на доказательство разрешимости которой в конечном итоге
направлена работа, а также постановка приближенной (регуляризованной) за-
дачи Aε,δ и формулировка основного результата (теорема 1.6) о разрешимости
последней. В § 2 проведено доказательство основного результата.

§ 1. Постановка задачи и основной результат

Стационарное баротропное движение смеси N ≥ 2 вязких сжимаемых жид-
костей описывается в случае трех пространственных переменных следующей
системой уравнений [1, 8, 9]:

div(ρiui) = 0, i = 1, . . . , N,

div(ρiui ⊗ ui) +∇pi = div Si + Ji + ρifi, i = 1, . . . , N,

где ρi — плотность i-й составляющей смеси, ui — поле скоростей, pi — давление,
Si — тензор вязких напряжений, векторы Ji отвечают за интенсивность обме-
на импульсом между компонентами смеси, а векторы fi являются известными
полями внешних массовых сил. Тензоры вязких напряжений Si определяются
равенствами

Si =
N∑
j=1

Ŝij , i = 1, . . . , N, Ŝij = (2µijD(uj)+λij(div uj)I), i, j = 1, . . . , N, (1.1)

D(v) = ((∇⊗v)+(∇⊗v)∗)/2 — тензор скоростей деформаций векторного поля v,
I — единичный тензор, а коэффициенты вязкостей образуют матрицы

« = {λij}Ni,j=1, M = {µij}Ni,j=1 > 0, N := «+ 2M > 0. (1.2)
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С математических позиций смысл условий (1.2), в частности, следующий. Вви-
ду равенства (справедливого для любых достаточно гладких векторных полей
ui, i = 1, . . . , N , в случае однородного краевого условия (1.10) на границе ∂�
области течения �)
N∑
i=1

∫
�

Si : (∇⊗ui) dx=
N∑

i,j=1

∫
�

µij(rot ui)·(rot uj) dx+
N∑

i,j=1

∫
�

νij(div ui)(div uj) dx

(1.3)
условия (1.2) обеспечивают важное соотношение

N∑
i=1

∫
�

Si : (∇⊗ ui) dx ≥ C0

N∑
i=1

∫
�

|∇ ⊗ ui|2 dx (1.4)

с некоторой положительной постоянной C0 = C0(M, «).
Прокомментируем вывод равенства (1.3). Справедливо представление

div Ŝij = µij(∇ div uj +�uj) + λij∇ div uj = νij∇ div uj − µij rot rot uj ,

с учетом которого имеем

div(Ŝijui) = νij(∇ div uj) · ui − µij(rot rot uj) · ui + Ŝij : (∇⊗ ui),

и, привлекая элементарные равенства

div((div uj)ui) = (∇ div uj) · ui + (div ui)(div uj),

div((rotuj)× ui) = ui · rot rot uj + (rotui) · (rot uj),
получаем тождество

div(Ŝijui − νij(div uj)ui + µij(rot uj)× ui)

= Ŝij : (∇⊗ ui)− νij(div ui)(div uj)− µij(rot ui) · (rot uj),

которое после суммирования по i, j от 1 до N и интегрирования по � дает (1.3).
Векторы Ji выражаются посредством формул

Ji =
N∑
j=1

aij(uj − ui), i = 1, . . . , N, aij = aji, i, j = 1, . . . , N,

M, « и A = {aij}Ni,j=1 считаются заданными постоянными матрицами.
Обозначим через

v =
1
N

N∑
i=1

ui, ρ =
N∑
i=1

ρi (1.5)

среднюю скорость и суммарную плотность смеси соответственно. Заметим, что

div(ρiv) = div(ρi(v − ui)), i = 1, . . . , N, (1.6)

div(ρiv⊗ui)+div(ρi(ui − v)⊗ ui)− Ji+∇pi = div Si+ρifi, i = 1, . . . , N. (1.7)

Подчеркнутые слагаемые в уравнениях импульсов (1.7), а также правые части
в уравнениях неразрывности (1.6) малы, если предположить, что фазовые ско-
рости компонент смеси u1, . . . ,uN мало отличаются друг от друга. Это пред-
положение оправдано физически благодаря выравниванию скоростей, проис-
ходящему в результате столкновений молекул различных компонент гомоген-
ных смесей [10, 11]. Предположим также, что во всех компонентах давления
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p1 = · · · = pN = p одинаковы и определяются суммарной плотностью ρ [8, 12].
Таким образом, получаем следующие уравнения:

div(ρiv) = 0, i = 1, . . . , N, (1.8)

div(ρiv ⊗ ui) +∇p(ρ) = div Si + ρifi, i = 1, . . . , N, (1.9)

для N скалярных и N векторных (всего 4N скалярных) неизвестных функций,
в которых связь p и ρ (т. е. функция p(·)) предполагается заданной. Отметим,
что уравнения импульсов (1.9) допускают эквивалентную запись ρi(∇⊗ui)∗v +
∇p(ρ) = div Si + ρifi, i = 1, . . . , N , причем (∇⊗ ui)∗v = (v · ∇)ui.

Конечной целью нашего исследования является доказательство разреши-
мости следующей задачи.

Задача А. В замыкании � области течения � ⊂ R3 требуется найти ска-
лярные поля ρi ≥ 0, i = 1, . . . , N , и векторные поля ui, i = 1, . . . , N , удовлетво-
ряющие системе уравнений (1.8), (1.9) (см. (1.1) и (1.5)), а также следующим
краевым условиям (прилипания) для полей скоростей и интегральным услови-
ям для плотностей:

ui|∂� = 0, i = 1, . . . , N, (1.10)∫
�

ρi dx = mi, i = 1, . . . , N, (1.11)

где mi, i = 1, . . . , N , — известные положительные постоянные.
На функцию p ∈ C1[0,+∞) будем налагать условия [13, 14]

p(0) = 0,
1
a
sγ−1 − b ≤ p′(s) ≤ asγ−1 + b, s ≥ 0, (1.12)

с некоторыми постоянными a ≥ 1, b > 0 и γ > 3
2 . Отсюда, в частности, вытекает,

что
1
aγ
sγ − bs ≤ p(s) ≤ a

γ
sγ + bs (1.13)

при всех s ≥ 0. Обозначим

g(s) =
s∫

1

p(η)
η2 dη.

Из (1.13) следует, что

C1s
γ − C2 ≤ sg(s) ≤ C3s

γ + C4, (1.14)

где Ci = Ci(a, b, γ), i = 1, . . . , 4, — положительные постоянные (условимся и в
дальнейшем через Ck(·), k ∈ N, обозначать величины, принимающие конечные
положительные значения и зависящие от объектов, указанных в скобках или
перечисленных в комментариях). Кроме того, наложим дополнительное к (1.12)
условие монотонности давления

p′(s) ≥ 0, s ≥ 0. (1.15)

Ввиду (1.13) и (1.15) имеем

g(s) ≤
(

a

γ(γ − 1)
sγ−1 + b ln s

)
θ(s− 1), (1.16)
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где θ — функция Хевисайда. Наконец, предположим, что

p(s) = dsω + p̂(s), p̂′(s) ≥ 0, ω ∈ (1, γ], d > 0. (1.17)

Замечание 1.1. Вместо условий (1.12), (1.15) и (1.17) можно рассматри-
вать эквивалентные условия

p(0) = 0,
1
a1
sγ−1 ≤ p′(s) ≤ asγ−1 + b, s ≥ 0, (1.18)

с некоторой постоянной a1 ≥ 1 (и теми же b и γ). В самом деле, из (1.18) очевид-
но вытекают соотношения (1.12), (1.15) и (1.17) с a = a1, d = 1

a1γ
, ω = γ. Наобо-

рот, из (1.12), (1.15) и (1.17) следует (1.18) при достаточно большом a1 > a. При
построении решения задачи А удобнее пользоваться условиями (1.12), (1.15) и
(1.17), поскольку это подчеркивает использование разных свойств давления на
разных этапах этого построения. При формулировке результата удобнее ком-
пактная форма (1.18). Отметим, что в литературе (см., например, [15]) обычно
выписываются условия (1.17) сразу с ω = γ, хотя на соответствующем этапе до-
казательства (а именно в процессе предельного перехода по δ → 0 в задаче Aε,δ,
сформулированной ниже) достаточно ω > 1.

Простейшим примером ситуации, когда наложенные требования на давле-
ние выполнены, является политропный закон p(ρ) = Kργ с γ > 3/2 и K > 0.
Отметим, что ограничение γ > 3/2 совпадает с таким же, возникающим из ма-
тематической теории однокомпонентных вязких газов (см. [16, замечание 4.5]).
В недавних работах [17, 18] по стационарной теории однокомпонентных газов
удалось достичь γ > 4/3, а в работе [19] достигнуто даже γ > 1, но связанные
с этим усложнения техники мы не будем рассматривать в настоящей работе,
ограничившись методами, изложенными, например, в [16, 20]. Расширение ре-
зультатов, связанное со снижением критических показателей γ, планируется
произвести в следующих работах.

Наконец, на внешние силы наложим требования:

fi ∈ L∞(�), i = 1, . . . , N, (1.19)

fi = 0, если
3
2
< γ ≤ 5

3
, i = 1, . . . , N. (1.20)

Ограничение (1.20) потребуется только при исследовании задачи А, а для дока-
зательства разрешимости задачи Aε,δ (см. ее постановку ниже), проведенного
в настоящей работе, условие (1.20) не нужно.

Введем следующее обозначение:

ζ(γ) =
{

3(γ − 1), если 3
2 < γ < 3,

2γ, если γ ≥ 3.
(1.21)

Определение 1.2. Пусть в уравнениях (1.9) коэффициенты вязкости удо-
влетворяют ограничениям (1.2), давление — условиям (1.18) (другими словами,
условиям (1.12), (1.15) и (1.17), см. замечание 1.1), а входные данные зада-
чи А — условиям (1.19), (1.20). Слабым решением задачи А называется набор
функций

ρi ∈ Lζ(γ)(�), ρi ≥ 0, ui ∈
◦
W 1

2(�), i = 1, . . . , N,

удовлетворяющих (1.11) (см. также обозначения (1.5)) и следующим условиям.
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(1) Плотности ρi удовлетворяют уравнениям неразрывности (1.8) в том
смысле, что для любых ψi ∈ W 1

6ζ(γ)
5ζ(γ)−6

(�) выполняются интегральные тожде-
ства ∫

�

ρiv · ∇ψi dx = 0, i = 1, . . . , N.

(2) Скорости ui удовлетворяют уравнениям импульсов (1.9) (с определя-
ющими уравнениями (1.1)) в том смысле, что для любых векторных полей

ϕi ∈
◦
W 1

ζ(γ)
ζ(γ)−γ

(�) выполнены интегральные тождества∫
�

((ρiv⊗ui) : (∇⊗ϕi)+p(ρ) div ϕi−Si : (∇⊗ϕi)+ρifi ·ϕi) dx = 0, i = 1, . . . , N

(краевые условия (1.10) выполнены автоматически в смысле функционального

класса
◦
W 1

2(�)).

Замечание 1.3. Как известно из теории уравнений переноса и Навье —
Стокса (см., например, [16, разд. 3.1.3]), все решения уравнений неразрывности
(1.8) рассматриваемого класса автоматически являются так называемыми ре-
нормализованными решениями, т. е. удовлетворяют ренормализованным урав-
нениям (1.8), формально получающимся из (1.8) умножением на G̃′(ρi) для всех
функций G̃ определенного класса (а именно обладающими достаточной гладко-
стью и свойствами роста в нуле и на бесконечности). В литературе обычно (см.,
например, [16, определение 4.1]) в определение слабого решения включаются
требования его ренормализации и конечности энергии. Эти требования в са-
мом деле существенны как для дальнейшей работы с этим решением, так и для
доказательства самого факта его существования. Однако в процессе решения
задачи А нет необходимости включать в определение 1.2 указанные дополни-
тельные требования.

Будем искать слабое решение задачи А (см. определение 1.2) как предел
приближенных решений, а именно решений следующей регуляризованной кра-
евой задачи (индексы ε и δ у величин, от них зависящих, пока опускаем):

−ε�ρi + div(ρiv) + ερi = ε
mi

|�|
, i = 1, . . . , N, (1.22)

N∑
j=1

Lijuj+
ε

2
ρiui+

ε

2
mi

|�|
ui+

1
2
ρi(v ·∇)ui+

1
2

div(ρiv⊗ui)+∇p̃(ρ) = ρifiε, (1.23)

ui|∂� = 0, ∇ρi · n|∂� = 0, i = 1, . . . , N, (1.24)
которую условимся называть задачей Aε,δ. Здесь приняты следующие обозна-
чения: Lij = −(λij + µij)∇ div−µij�, i, j = 1, . . . , N (отметим, что div Si =

−
N∑
j=1

Lijuj , i = 1, . . . , N); p̃(s) = p(s) + δ(sβ + s2); ε, δ ∈ (0, 1] — малые парамет-

ры (которые впоследствии будут устремлены к нулю), а показатель

β > max{γ, 3} (1.25)

выбран произвольно и останется фиксированным; |�| = mes(�); n — вектор
единичной внешней нормали к ∂�; наконец, регулярные векторные поля fiε ∈
C(�), i = 1, . . . , N , подобраны так, что

‖fiε‖C(�) ≤ 2‖fi‖L∞(�), i = 1, . . . , N, (1.26)
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fiε −→
ε→0

fi в L2(�), i = 1, . . . , N. (1.27)

Замечание 1.4. Нередко в литературе (см, например, [13, разд. 6.5] или
[16, разд. 4.3.3]) рассматривается более общий вариант регуляризации (с двумя
малыми параметрами): −ε�ρi + div(ρiv) + αρi = αh, i = 1, . . . , N , в котором
предельный переход по ε → 0 может осуществляться независимо от параметра
α. Такой путь может быть полезен, например, в случае использования стаци-
онарной задачи как этапа для анализа соответствующей нестационарной, но в
данной работе в этом нет необходимости и полагаем α = ε.

Как видно, задача Aε,δ представляет собой не что иное, как равномерно
эллиптическую регуляризацию задачи А плюс дополнительные слагаемые и
граничные условия, призванные сохранить полезные свойства исходной зада-
чи, играющие важную роль в теории вязкого газа, например, интегральную
ортогональность конвективных членов скоростям.

Решение задачи Aε,δ будем строить сильное, понимая под этим следующее.
Определение 1.5. Сильным решением задачи Aε,δ называются неотрица-

тельные функции ρi ∈ W 2
σ1

(�) (где σ1 > 3), i = 1, . . . , N , и векторные поля
ui ∈ W 2

σ1
(�), i = 1, . . . , N , такие, что уравнения (1.22), (1.23) выполнены п. в.

в � и п. в. на ∂� верны краевые условия (1.24).

Основным результатом статьи является

Теорема 1.6. Пусть � ⊂ R3 — ограниченная область класса C2. Тогда
для любых входных данных класса, описанного в определении 1.2, при огово-
ренных в нем условиях на параметры уравнений для любых ε, δ ∈ (0, 1] и β,
удовлетворяющих (1.25), и любых fiε ∈ C(�), i = 1, . . . , N , удовлетворяющих
(1.26), краевая задача Aε,δ имеет по крайней мере одно сильное решение.

§ 2. Доказательство теоремы 1.6
о разрешимости задачи Aε,δ

Доказывать существование сильного решения краевой задачи Aε,δ будем,
используя принцип неподвижной точки Лерэ — Шаудера (см. [21, теорема 11.3]),
который приме́ним к оператору �, построенному ниже. Сначала определим
несколько «промежуточных» операторов, суперпозицией которых будет опера-
тор �.

Первыми определим N операторовRi, i = 1, . . . , N , действующих по закону
Ri : w 7→ ri, i = 1, . . . , N , где для любых w ∈ Bσ1(�) :=

{
w ∈ W 2

σ1
(�) : w|∂� =

0
}

функции ri строятся как решения задач

−ε�ri + div(riw) + εri = ε
mi

|�|
, ∇ri · n|∂� = 0, i = 1, . . . , N.

Тогда ri = Ri(w) ≥ 0, i = 1, . . . , N (см. [16, предложение 4.29]), и
∫
�

ri dx = mi,

i = 1, . . . , N . Ввиду стандартных свойств эллиптических краевых задач (см.,
например, [22, 23]) операторы Ri : Bσ1(�) →W 2

σ1
(�), i = 1, . . . , N , непрерывны,

поскольку при всех wk ∈W 2
σ1

(�), k = 1, 2,

‖Ri(w1)−Ri(w2)‖W 2
σ1

(�)

≤ C5(‖w1‖C1(�), ‖w
2‖C1(�), {mi}, ε, σ1, �)‖w1 −w2‖W 2

σ1
(�), i = 1, . . . , N
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(отметим, что в C5 зависимость от первого и второго аргументов является ло-
кально ограниченной1); здесь и далее зависимость оценок от геометрии области
не конкретизируется).

Следующим вспомогательным оператором является U : g 7→ h, где по
заданному вектору g = (g1, . . . , gN ) с компонентами gi ∈ Lσ1(�), i = 1, . . . , N ,
строится h = (h1, . . . ,hN ) как решение задачи

N∑
j=1

Lijhj = gi, hi|∂� = 0, i = 1, . . . , N,

которая равномерно эллиптическая в силу (1.2). Очевидно, что U : Lσ1(�) →
Bσ1(�) непрерывно, так как при любых gk ∈W 2

σ1
(�), k = 1, 2, верно

‖U (g1)−U (g2)‖W 2
σ1

(�) ≤ C6(σ1, «,M, �)‖g1 − g2‖Lσ1 (�).

Наконец, третий набор операторов G1, . . . , GN определим следующим об-
разом:

Gi(w) = −ε
2
riwi −

ε

2
mi

|�|
wi −

1
2N

ri

((
N∑
j=1

wj

)
· ∇

)
wi

− 1
2N

div

(
ri

(
N∑
j=1

wj

)
⊗wi

)
−∇p̃(r) + rifiε, i = 1, . . . , N,

где по заданному w = (w1, . . . ,wN ) ∈ Bσ1(�) строятся

ri = Ri

(
1
N

N∑
j=1

wj

)
∈W 2

σ1
(�), i = 1, . . . , N, r =

N∑
j=1

rj .

Легко видеть, что Gi : Bσ1(�) → C(�), i = 1, . . . , N . Более того, Gi, i = 1, . . . , N ,
определены, ограничены и непрерывны как операторы из C1(�) в C(�), а по-
тому компактны (вполне непрерывны) как операторы из Bσ1(�) в Lσ1(�), при
этом соответствующие оценки зависят только от C5, {‖fiε‖C(�)}, ‖w‖C1(�), N , a,
b, {mi}, β, γ, σ1 и � (причем зависимость от ‖w‖C1(�) и ‖fiε‖C(�), i = 1, . . . , N ,
локально ограниченная).

В итоге положим � = U ◦ (G1, . . . ,GN ), т. е. для любых u = (u1, . . . ,uN ) ∈
Bσ1(�) полагаем

�(u) = U (G1(u), . . . ,GN (u)).

По построению оператор � : Bσ1(�) → Bσ1(�) корректно определен, вполне
непрерывен и искомое сильное решение задачи (1.22)–(1.24) имеет вид (R1(v),

. . . ,RN (v),u1, . . . ,uN ), где v = 1
N

N∑
j=1

uj (см. (1.5)), а u — неподвижная точка �.

Теперь для применения принципа Лерэ — Шаудера необходимо получить
равномерную по параметру λ ∈ (0, 1] априорную оценку решений операторного
уравнения λ�(u) = u в пространстве W 2

σ1
(�), т. е. оценить в этом пространстве

1)Т. е. конечен supC5 по любому множеству вида ‖w1‖C1(�) + ‖w2‖C1(�) ≤ const.
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предполагаемое решение (ρ1, . . . , ρN ,u1, . . . ,uN ) краевой задачи A(λ)
ε,δ равномер-

но по λ ∈ (0, 1], где задача A(λ)
ε,δ состоит из соотношений (индекс λ у величин,

зависящих от λ, опускаем)
N∑
j=1

Lijuj +
λε

2
ρiui +

λε

2
mi

|�|
ui +

λ

2
ρi(v · ∇)ui

+
λ

2
div(ρiv ⊗ ui) + λ∇p̃(ρ) = λρifiε, i = 1, . . . , N, (2.1)

в совокупности с (1.22) и (1.24), где ρ =
N∑
j=1

ρj .

Умножив (2.1) скалярно на ui, проинтегрировав по � (пользуясь гранич-
ными условиями (1.24)) и просуммировав по i = 1, . . . , N , получим

1
λ

N∑
i=1

∫
�

Si : (∇⊗ ui) dx +
ε

2

N∑
i=1

∫
�

ρi|ui|2 dx +
ε

2|�|

N∑
i=1

mi

∫
�

|ui|2 dx

−N

∫
�

p̃(ρ) div v dx =
N∑
i=1

∫
�

ρifiε · ui dx. (2.2)

Сложив уравнения (1.22), придем к уравнению для суммарной плотности

−ε�ρ+ div(ρv) + ερ = ε
m

|�|
, (2.3)

где m =
N∑
i=1

mi. Интегрируя уравнения (1.22) и (2.3) по области � и учитывая

граничные условия (1.24), получаем равенства∫
�

ρi dx = mi, i = 1, . . . , N,
∫
�

ρ dx = m. (2.4)

Умножая уравнение (2.3) на функцию G′(ρ) (где G : R → R — произвольная
дважды непрерывно дифференцируемая функция), приходим к равенству

εG′′(ρ)|∇ρ|2 − ε div(G′(ρ)∇ρ) + (ρG′(ρ)−G(ρ)) div v

+ div(G(ρ)v) + ερG′(ρ) = ε
m

|�|
G′(ρ). (2.5)

Полагая в (2.5) G(s) = δ
( 1
β−1ρ

β +ρ2
)
, получим с учетом (1.24) и (2.4) равенство

− δ

∫
�

(ρβ + ρ2) div v dx =
εδβ

β − 1

∫
�

ρβ dx + 2εδ
∫
�

ρ2 dx− εδm

|�|
β

β − 1

∫
�

ρβ−1 dx

− 2εδm2

|�|
+ εδβ

∫
�

ρβ−2|∇ρ|2 dx + 2εδ
∫
�

|∇ρ|2 dx,

из которого следует неравенство

− δ
∫
�

(ρβ + ρ2) div v dx ≥ εδβ

2(β − 1)

∫
�

ρβ dx + 2εδ
∫
�

ρ2 dx + εδβ

∫
�

ρβ−2|∇ρ|2 dx

+ 2εδ
∫
�

|∇ρ|2 dx− C7(m,β, |�|). (2.6)
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Полагая в (2.5) G(s) = (s+l)g(s+l) с произвольным l ∈ (0, 1], выводим равенство

−
∫
�

p(ρ+ l) div v dx + l

∫
�

p(ρ+ l)
ρ+ l

div v dx + l

∫
�

g(ρ+ l) div v dx

= ε

∫
�

ρg(ρ+ l) dx + ε

∫
�

ρp(ρ+ l)
ρ+ l

dx + ε

∫
�

p′(ρ+ l)
ρ+ l

|∇ρ|2 dx

− ε
m

|�|

∫
�

g(ρ+ l) dx− ε
m

|�|

∫
�

p(ρ+ l)
ρ+ l

dx,

из которого после элементарных оценок (с учетом (1.13)–(1.16)) и последующего
предельного перехода по l→ 0 следует неравенство

−
∫
�

p(ρ) div v dx ≥ ε

2

(
C1 +

1
aγ

)∫
�

ργ dx− C8(C1, C2, a, b,m, γ, |�|). (2.7)

Складывая (2.6) и (2.7), приходим к оценке

−
∫
�

p̃(ρ) div v dx ≥ εδβ

2(β − 1)

∫
�

ρβ dx + 2εδ
∫
�

ρ2 dx + εδβ

∫
�

ρβ−2|∇ρ|2 dx

+ 2εδ
∫
�

|∇ρ|2 dx +
ε

2

(
C1 +

1
aγ

)∫
�

ργ dx− C9(C7, C8). (2.8)

Из (2.2) в силу (1.4), (2.8) и того, что 1
λ ≥ 1, следует неравенство2)

C0

N∑
i=1

∫
�

|∇ ⊗ ui|2 dx +
ε

2

N∑
i=1

∫
�

ρi|ui|2 dx +
ε

2|�|

N∑
i=1

mi

∫
�

|ui|2 dx

+
εδβN

2(β − 1)

∫
�

ρβ dx+2εδN
∫
�

ρ2 dx+
ε

2
N

(
C1+

1
aγ

)∫
�

ργ dx+εδNβ
∫
�

ρβ−2|∇ρ|2 dx

+ 2εδN
∫
�

|∇ρ|2 dx ≤
N∑
i=1

∫
�

ρifiε · ui dx +NC9, (2.9)

откуда ввиду

C0

N∑
i=1

∫
�

|∇ ⊗ ui|2 dx ≥ C10(C0, �)
N∑
i=1

‖ui‖2W 1
2 (�),

N∑
i=1

∫
�

ρifiε · ui dx ≤
C10

2

N∑
i=1

‖ui‖2W 1
2 (�) +

εδβN

4(β − 1)
‖ρ‖βLβ(�)

+ C11(C10, {‖fi‖L∞(�)}, N, β, δ, ε, �)

получаем равномерную по λ оценку
N∑
i=1

‖ui‖W 1
2 (�) + ‖ρ‖Lβ(�) + ‖∇(ρ

β
2 )‖L2(�) ≤ C12(C9, C10, C11, N, β, δ, ε).

2)Отметим, что, во-первых, в этом неравенстве константа C9 не зависит от ε, а во-вторых,
оно относится и к случаю λ = 1, т. е. рассмотрена исходная задача Aε,δ .
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Отсюда, в частности, следует

‖ρi‖L3β(�) ≤ C13(C12, β, �), i = 1, . . . , N, (2.10)

‖ui‖L6(�) ≤ C14(C12, �), i = 1, . . . , N.

Из (1.22) и (1.24) в силу последних двух неравенств и априорных оценок
решений эллиптических задач (см. [16, лемма 4.27] и [16, лемма 3.17]) получаем

‖∇ρi‖L 6β
β+2

(�) ≤ C15(C13, C14, N, {mi}, β, ε, �), i = 1, . . . , N,

а ввиду ограниченности вложения W 1
6β
β+2

(�) в C(�) (отметим, что благодаря

(2.10) функции ρi, i = 1, . . . , N , равномерно по λ ограничены в пространстве
L 6β

β+2
(�)) приходим к оценке

‖ρi‖C(�) ≤ C16(C13, C15, β, �), i = 1, . . . , N.

Таким образом, ‖ρiuj‖L6(�) ≤ C17(C14, C16), i, j = 1, . . . , N .
Введем обозначения

αi =
1

2|�|

∫
�

ρi(v · ∇)ui dx, i = 1, . . . , N,

Hi = λ

(
− ε

2
ρiui −

εmi

2|�|
ui + ρifiε −αi

)
, i = 1, . . . , N.

Обозначим через Vi, i = 1, . . . , N , решения краевых задач

div Vi =
1
2
ρi(v · ∇)ui −αi, Vi|∂� = 0, i = 1, . . . , N, (2.11)

и положим Gi = λ
(
− p̃(ρ)I− 1

2ρiv⊗ui −Vi

)
, i = 1, . . . , N . В этих обозначениях

уравнения (2.1) принимают вид

N∑
j=1

Lijuj = Hi + div Gi, i = 1, . . . , N. (2.12)

Так как правые части уравнений (2.11) равномерно ограничены по λ в простран-
стве L 3

2
(�), для Vi, i = 1, . . . , N , справедливы неравенства (см. [16, лемма 3.17])

‖Vi‖W 1
3
2
(�) ≤ C18(C12, C17, N,�), i = 1, . . . , N . В результате заключаем, что вы-

полнены оценки

‖Hi‖L6(�) + ‖Gi‖L3(�)

≤ C19(C12, C14, C16, C17, C18, {‖fi‖L∞(�)}, N, a, b, {mi}, β, γ, �),

i = 1, . . . , N . Следовательно, из уравнений (2.12) и граничных условий (1.24) в
силу оценок для решений эллиптических задач (см., например, [22, 23]) вытека-
ет, что ‖ui‖W 1

3 (�) ≤ C20(C19, «,M, �), i = 1, . . . , N , и ввиду ограниченности вло-
жения W 1

3 (�) в L2σ1(�) приходим к соотношениям ‖ui‖L2σ1 (�) ≤ C21(C20, σ1, �),
i = 1, . . . , N . Из (1.22), (1.24) благодаря результатам о регулярности решений
эллиптических задач (см. [16, лемма 4.27]) получаем, что

‖ρi‖W 2
3 (�) ≤ C22(C15, C16, C20, C21, N, {mi}, β, ε, σ1, �), i = 1, . . . , N.
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Отсюда в силу ограниченности вложенияW 2
3 (�) вW 1

2σ1
(�) следуют неравенства

‖ρi‖W 1
2σ1

(�) ≤ C23(C22, σ1, �), i = 1, . . . , N . Таким образом, для функций Hi и
Gi получаем оценки

‖Hi‖L2σ1 (�) + ‖Gi‖Lσ1 (�)

≤ C24(C12, C16, C20, C21, {‖fi‖L∞(�)}, N, a, b, {mi}, β, γ, σ1, �), i = 1, . . . , N,
(2.13)

благодаря которым приходим к соотношениям

‖ui‖W 1
σ1

(�) ≤ C25(C24, «,M, σ1, �), i = 1, . . . , N,

и (так как σ1 > 3) ‖ui‖C(�) ≤ C26(C25, σ1, �), i = 1, . . . , N . С помощью этих
неравенств и стандартных оценок решений эллиптических задач из (1.22) и
(1.24) выводим, что

‖ρi‖W 2
σ1

(�) ≤ C27(C16, C23, C25, C26, N, {mi}, ε, σ1, �), i = 1, . . . , N,

откуда (ввиду σ1 > 3) ‖∇ρi‖C(�) ≤ C28(C27, σ1, �), i = 1, . . . , N . Для функций
Gi при i = 1, . . . , N справедливы неравенства

‖ div Gi‖Lσ1 (�) ≤ C29(C16, C25, C26, C28, N, a, b, β, γ, σ1, |�|).

Отсюда, из (2.13) и оценок для решений эллиптических задач следует, наконец,
что

‖ui‖W 2
σ1

(�) ≤ C30(C24, C29, «,M, σ1, �), i = 1, . . . , N.

Итак, выполнены все условия для применения принципа Лерэ — Шаудера,
поэтому можно утверждать, что задача Aε,δ имеет по крайней мере одно сильное
решение. Теорема 1.6 доказана.

Для доказательства разрешимости задачи А (см. определение 1.2) остается
совершить предельный переход по двум малым параметрам (ε и δ), отличаю-
щим приближенную задачу Aε,δ от исходной задачи А, на основании оценок,
равномерных по этим параметрам. Это предполагается проделать в следующей
работе.
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