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ЛАГРАНЖЕВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ В CP 2
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Аннотация. Изучается двумерный оператор Шредингера, связанный с одним се-
мейством гамильтоново минимальных лагранжевых поверхностей в CP 2.
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1. Введение

В статье изучается двумерный оператор Шредингера, связанный с семей-
ством гамильтоново минимальных лагранжевых поверхностей в CP 2, построен-
ных в [1].

Подмногообразие M ⊂ CPn (погруженное или вложенное), dimR M = n,
называется лагранжевым, если ограничение формы Фубини — Штуди на M
равно нулю. Подмногообразие M называется гамильтоново минимальным (H-
минимальным), если вариации объемы M вдоль всех гамильтоновых полей рав-
ны нулю. В [1] построены первые примеры H-минимальных лагранжевых под-
многообразий в CPn (отличных от минимальных). Они строятся с помощью
некоторой надстройки над пересечением квадрик в Rn. Их топология изучалась
в [2]. В двумерном случае эта конструкция дает H-минимальные лагранжевы
торы (вложенные или погруженные) и бутылки Клейна (только погруженные)
в CP 2 (см. ниже). С другой стороны, в [3] показано, что с каждой лагранжевой
поверхностью связан естественным образом двумерный оператор Шредингера.
Цель этой работы — изучить оператор Шредингера для указанных поверхно-
стей.

Будем задавать конформное лагранжево погружение области � ⊂ R2 через
композицию r : � → S5 ⊂ C3, где |r| = 1, и проекцию расслоения Хопфа
H : S5 → CP 2, где r = (r1, r2, r3), ri — комплекснозначная функция. Имеет
место (см. [3])

Лемма 1.1. Компоненты rj вектор-функции r удовлетворяют уравнению
Шредингера

Lrj = ∂2
xrj + ∂2

yrj + i(βx∂xrj + βy∂yrj) + 4evrj = 0, (1)
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где 2ev(dx2+dy2) — индуцированная метрика на поверхности, а β(x, y) — лагран-
жев угол, определяемый равенством

eiβ = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3(σ),

z1, z2, z3 — координаты в C3, x, y — координаты на �, σ — репер, образованный
векторами r, rx

|rx| ,
ry
|ry| .

Напомним конструкцию построения H-минимальных лагранжевых поверх-
ностей в CP 2 из [1]. Возьмем двумерный конус K ⊂ R3, заданный уравнением

mu2
1 + nu2

2 + ku2
3 = 0, m, n, k ∈ Z \ {0}, (u1, u2, u3) ∈ R3.

Рассмотрим пересечение K̃ конуса K с единичной сферой S2 = {(u1, u2, u3) |
u2

1 + u2
2 + u2

3 = 1} ⊂ R3. Через T 1 обозначим окружность в C3:

T 1 = {(eπimy, eπiny, eπiky), y ∈ R} ⊂ C3.

Пусть � = {mp1 + np2 + kp3, pi ∈ Z} ⊂ R — решетка, порожденная числами
m,n, k, и �∗ = {λ∗ ∈ R | λλ∗ ∈ Z} ⊂ R — двойственная к � решетка. Обозначим
через G фактор-группу G = �∗/2�∗ ' Z2. Группа G свободно действует на
K̃ × T 1, а именно если γ ∈ G, то

γ(u1, u2, u3, y) = (u1 cos(πmγ), u2 cos(πnγ), u3 cos(πkγ), y + γ).

Отметим, что cos(πmγ), cos(πnγ), cos(πkγ) равны ±1. Фактор-многообразие
K̃ × T 1/G диффеоморфно либо тору, либо бутылке Клейна.

В [1] показано, что образ многообразия K̃ × T 1/G при композиции H ◦ ω,
где

ω : K̃ × S1/G→ S5, ω(u, y) = (u1e
πimy, u2e

πiny, u3e
πiky),

является H-минимальной лагранжевой бутылкой Клейна либо тором.
Пусть � = H ◦ ω(K̃ × T 1/G). Предположим без ограничения общности,

что m < n < 0 < k. Основной результат этой работы составляет

Теорема 1.1. Поверхность � является образом композиции H ◦ ψ : R2 →
CP 2, где ψ : R2 → S5, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3),

ψ1(x, y) =
√

k

k −m
cn(νx, κ)eiπmy, ψ2(x, y) =

√
k

k − n
sn(νx, κ)eiπny,

ψ3(x, y) =

√
k(n−m) cn2(νx, κ)− n(k −m)

(k −m)(k − n)
eiπky,

ν =
√
m(n− k)π, κ =

√
k(m−n)
m(k−n) , sn(νx, κ), cn(νx, κ) — эллиптические функции

Якоби. Индуцированная метрика на � имеет вид ds2 = 2ev(dx2 + dy2), где

2ev = kπ2((m− n) sn(νx, κ)2 −m).

Функции ψi удовлетворяют уравнению Шредингера Lψi = 0, где

L = ∂2
x + ∂2

y + i(m+ n+ k)π∂y + 2kπ2((m− n) sn2(νx, κ)−m). (2)

Оператор Шредингера (2) является суммой оператора ∂2
y + i(m+n+ k)π∂y

с постоянными коэффициентами и конечнозонного оператора Ламе L2 = ∂2
x +
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2kπ2((m − n) sn2(νx, κ) − m). Потенциал u(x) = 2kπ2((m − n) sn2(νx, κ) − m)
оператора Ламе периодический: u(x+ τ) = u(x), где τ = 2K,

K =
1
ν

π
2∫

0

dt

1− κ2 sin(t)2
.

Оператор L2 коммутирует с оператором третьего порядка

L3 = ∂3
x − (3k(m− n) sn2(νx, κ) + (mn+ nk − 2km))π2∂x

− 3k(m− n)ν sn(νx, κ) cn(νx, κ) dn(νx, κ),

dn(νx, κ) — эллиптическая функция Якоби. Коммутирование операторов прове-
ряется явным вычислением. Спектральная кривая � операторов L2, L3 задается
уравнением Q(z, w) = 0, где

Q(z, w) = w2 − z3 − 2(mn+ nk + km)π2z2

− (m2n2 +n2k2 + k2m2 + 3mnk(m+n+ k))π4z−mnk(m+n)(n+ k)(k+m)π6.

Операторы L2, L3 удовлетворяют уравнению Q(L2, L3) = 0. Спектральная кри-
вая параметризует совместные собственные числа операторов L2 и L3 (см., на-
пример, [4]), а именно если L2f(x) = zf(x), L3f(x) = wf(x), то (z, w) ∈ � .

Напомним, что собственная функция g(x, y) периодического оператора на-
зывается блоховской, если

g(x+ τ) = µ1g(x, y), g(x, y + τ ′) = µ2g(x, y),

где τ, τ ′ — периоды. Спектральная кривая � параметризует блоховские функ-
ции оператора L на нулевом уровне энергии, а именно если f(x) — блоховская
функция оператора L2,

L2f(x) = zf(x),

то функция g(x, y) = f(x)eiαy, где α — корень уравнения

α2 + (m+ n+ k)πα− z = 0,

блоховская для оператора Шредингера

Lg(x, y) = 0.

Конечнозонные на одном уровне энергии операторы Шредингера изучались
в [5]. Отметим, что другие примеры H-минимальных лагранжевых поверх-
ностей в CP 2 построены в [6, 7] (см. также [8]). Отметим также, что если
m + n + k = 0, то поверхность минимальна. Оказывается, что в этом случае
метрика на � экстремальна для первого собственного значения оператора Ла-
пласа — Бельтрами (см. [9, 10]).

2. Доказательство теоремы 1

Напомним, что любую лагранжеву поверхность можно строить (локально)
с помощью композиции горизонтального отображения (см. [1])

r : �→ S5

и проекции Хопфа H : S5 → CP 2, где � ⊂ R2, причем r удовлетворяет уравне-
ниям

〈r, rx〉 = 〈r, ry〉 = 〈rx, ry〉 = 0, |rx|2 = |ry|2 = 2ev, (3)
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〈·, ·〉 — эрмитово произведение. Индуцированная метрика на поверхности имеет
вид ds2 = 2ev(dx2 + dy2), т. е. (x, y) — изотермические координаты. Из (3)
вытекает, что матрица

R̃ =

 r
1√
2
e−

v
2 rx

1√
2
e−

v
2 ry

 ∈ U(3)

унитарна. Следовательно, det R̃ = eiβ(x,y), где β(x, y) — лагранжев угол по-
верхности. Если β — гармоническая функция на поверхности, то поверхность
H-минимальна, а если β постоянна, то поверхность минимальна (см. [11]).
Через лагранжев угол можно выразить вектор средней кривизны поверхности
H = J∇β, где J — комплексная структура на CP 2. Таким образом,

R =

 r
1√
2
e−

v
2−i

β
2 rx

1√
2
e−

v
2−i

β
2 ry

 ∈ SU(3).

Матрица R удовлетворяет уравнениям

Rx = AR, Ry = BR, (4)

где

A =

 0
√

2e
v
2 +i β2 0

−
√

2e
v
2−i

β
2 if − 1

2vy + i
(
h+ 1

2βy
)

0 1
2vy + i

(
h+ 1

2βy
)

if

 ∈ su(3),

B =

 0 0
√

2e
v
2 +i β2

0 ih 1
2vx + i

(
− f + 1

2βx
)

−
√

2e
v
2−i

β
2 − 1

2vx + i
(
− f + 1

2βx
)

ih

 ∈ su(3),

f(x, y), h(x, y) — некоторые вещественные функции. Из (4) вытекает, что r
удовлетворяет уравнению Шредингера (1).

Найдем вектор-функцию ψ : R2 → S5, которая удовлетворяет уравнениям
(3) в случае поверхности �. Это позволит найти искомый оператор Шредингера.
Будем искать ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) в виде

ψ1(x, y) = ϕ1(x)eiπmy, ψ2(x, y) = ϕ2(x)eiπny, ψ3(x, y) = ϕ3(x)eiπky,

где ϕj(x) — вещественные функции. Потребуем, чтобы ϕj(x) удовлетворяли
уравнениям

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 1, mϕ2

1 + nϕ2
2 + kϕ2

3 = 0. (5)

Тогда 〈ψ,ψx〉 = 〈ψ,ψy〉 = 〈ψx, ψy〉 = 0.
Из условия конформности метрики |ψx|2 = |ψy|2 = 2ev получаем

(ϕ′1)
2 + (ϕ′2)

2 + (ϕ′3)
2 = 2ev, (6)

π2(m2ϕ2
1 + n2ϕ2

2 + k2ϕ2
3
)

= 2ev. (7)

Из (5) и (7) вытекает

ϕ2
1 =

2ev + knπ2

(k −m)(n−m)π2 , ϕ2
2 =

2ev + kmπ2

(k − n)(m− n)π2 , ϕ2
3 =

2ev +mnπ2

(m− k)(n− k)π2 .
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Из последних равенств следует, что

ϕ′21 =
e2vv′2

(k −m)(n−m)(2ev + knπ2)π2 , ϕ′22 =
e2vv′2

(k − n)(m− n)(2ev + kmπ2)π2 ,

ϕ′23 =
e2vv′2

(m− k)(n− k)(2ev +mnπ2)π2 .

Подставим формулы для (ϕ′j)2 в (6). Получим уравнение на v:

(2ev + kmπ2)(2ev + knπ2)(2ev +mnπ2) + e2vv′2 = 0. (8)

Напомним, что эллиптическая функция Якоби sn(x, κ) определяется следу-
ющим образом (см. [12]):

sn(x, κ) = sinφ(x, κ),
где φ(x, κ) — обратная функция к

x(φ) =

φ∫
0

dt√
1− κ2 sin(t)2

, 0 < κ < 1.

Из тождества
sn′(x, κ)2 = (1− sn(x, κ)2)(1− κ2 sn(x, κ)2)

вытекает, что уравнение (8) имеет решение вида

2ev = kπ2
(

(m− n) sn2
(√

m(n− k)πx,

√
k(m− n)
m(k − n)

)
−m

)
.

Тогда

ϕ1 =
√

k

k −m
cn(νx, κ), ϕ2 =

√
k

k − n
sn(νx, κ),

ϕ3 =

√
k(n−m) cn2(νx, κ)− n(k −m)

(k −m)(k − n)
,

где ν =
√
m(n− k)π, κ =

√
k(m−n)
m(k−n) , cn(x, κ) = cosφ(x, κ). Функции ϕj удовле-

творяют уравнениям (5)–(7), а ψj — уравнениям (3). Прямыми вычислениями

получаем, что det R̃ = eiβ(x,y) для R̃ =

 ψ
1√
2
e−

v
2ψx

1√
2
e−

v
2ψy

 ∈ U(3), где

β(x, y) = (m+ n+ k)πy +
π

2
.

Матрицы A и B из (4) принимают вид

A =

 0
√

2e
v
2 +i β2 0

−
√

2e
v
2−i

β
2 0 1

2 ie
−vmnkπ3

0 1
2 ie

−vmnkπ3 0

 ,

B =

 0 0
√

2e
v
2 +i β2

0 − 1
2 ie

−v(mnkπ3 + evβy) v′

2

−
√

2e
v
2−i

β
2 −v′

2
1
2 ie

−v(mnkπ3 + evβy)

 .

Таким образом, функция ψ удовлетворяет уравнению Шредингера Lψ = 0, где

L = ∂2
x + ∂2

y + i(m+ n+ k)π∂y + 2kπ2((m− n) sn2(νx, κ)−m).

Теорема 1 доказана.
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