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k–ИНВАРИАНТНЫЕ СЕТИ

НАД АЛГЕБРАИЧЕСКИМ РАСШИРЕНИЕМ ПОЛЯ k

В. А. Койбаев, Я. Н. Нужин

Аннотация. Пусть K — алгебраическое расширение поля k, σ = (σij) — неприво-
димая полная (элементарная) сеть порядка n ≥ 2 (соответственно n ≥ 3) над K,
причем аддитивные подгруппы σij являются k-подпространствами поля K. Дока-
зано, что с точностью до сопряжения диагональной матрицей все σij совпадают с
некоторым промежуточным подполем P , k ⊆ P ⊆ K.
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1. Введение

Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, n — натуральное число. Си-
стему аддитивных подгрупп

σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n, (1)

кольца R будем называть полной сетью (или просто сетью) над кольцом R
порядка n, если

σirσrj ⊆ σij , 1 ≤ i, j, r ≤ n. (2)

Для сети принят также термин ковер [1, с. 137]. Элементарной сетью над
кольцом R порядка n называется набор аддитивных подгрупп

σ = (σij), i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n, (3)

кольца R, для которых

σirσrj ⊆ σij , i 6= j, i 6= r, j 6= r, 1 ≤ i, j, r ≤ n. (4)

Очевидно, что если все аддитивные подгруппы σij из (1) или (3) совпадают
с некоторым подкольцом P кольца R, то условия (2) или соответственно (4)
выполняются. Такую сеть будем называть постоянной и обозначать через σP .
Полную (элементарную) сеть σ = (σij) назовем неприводимой, если σij 6= 0 для
любых i, j (соответственно для любых i, j, i 6= j). Через D(n,R) обозначим
группу обратимых диагональных n× n матриц над кольцом R. По любой сети
σ (полной или элементарной) и любой матрице d = diag(ε1, . . . , εn) из D(n,R)
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можно определить сопряженную сеть σ′ = dσd−1, где σ′ij = εiσijε
−1
j . Легко

проверяется, что условия (2) или (4) для набора σ′ выполняются.
По определению элементарная сетевая подгруппа E(σ) порождается транс-

векциями tij(α) = e+αeij , α ∈ σij , i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n. Здесь e — единичная мат-
рица, eij — матрица, у которой на позиции (i, j) стоит единица, а на остальных
местах нули. Назовем элементарную сеть σ замкнутой, если подгруппа E(σ)
не содержит новых трансвекций. Замкнутыми являются элементарные сети,
диагональ которых можно дополнить подгруппами, получив при этом полную
сеть (детали можно найти в [2]). Примеры незамкнутых неприводимых элемен-
тарных сетей любой степени приводятся в [3, 4]. Основным результатом статьи
является

Теорема. Пусть K — алгебраическое расширение поля k, σ = (σij) —
неприводимая полная (элементарная) сеть порядка n ≥ 2 (соответственно n ≥ 3)
над K, причем аддитивные подгруппы σij являются k-подпространствами по-
ля K. Тогда σ = dσP d−1 для некоторого промежуточного подполя P поля K,
k ⊆ P ⊆ K, и некоторой матрицы d ∈ D(n,K). В частности, элементарная сеть
σ = (σij) замкнута.

Приведем некоторые замечания относительно полученных результатов. Во-
первых, в случае полной сети теорема обобщает предложение 2 из [5], в котором
наряду с условиями теоремы дополнительно требовалась конечномерность всех
k-подпространств σij . Во-вторых, более общая ситуация рассматривалась в [6,
следствие 3.2], когда условие k-инвариантности накладывалось только на одну
подгруппу σij . Рассмотренный в [5] и в нашей теореме случай представляет-
ся нам принципиально важным для дальнейших исследований, в частности,
потому, что в этом случае метод спуска результата от полной сети к элементар-
ной приводит к более короткому доказательству. В-третьих, известная теорема
Л. Диксона о порождении специальной линейной группы степени 2 над конеч-
ным полем двумя трансвекциями показывает, что ограничение n ≥ 3 в теореме
для элементарных сетей нельзя ослабить до n ≥ 2.

2. Доказательство теоремы для полной сети

В этом разделе K — алгебраическое расширение поля k и n ≥ 2. Сле-
дующая лемма, по-видимому, хорошо известна, поэтому ее доказательство мы
опускаем.

Лемма 1. Пусть подкольцо R поля K является его k-подпространством.
Тогда R — поле, причем k ⊆ R ⊆ K.

Лемма 2. Пусть P — промежуточное подполе поля K, k ⊆ P ⊆ K, и
A,B — P -подпространства из K. Тогда если 1 ∈ A и AB = P , то A = B = P .

Доказательство. Так как 1 ∈ A и A — P -подпространство, то P ⊆ A.
Далее, равенство AB = P и включение 1 ∈ A дают включение B ⊆ P . Отсюда
BB ⊆ BP ⊆ B и, следовательно, B — кольцо. Поскольку B является еще и
k-подпространством, то оно поле в силу леммы 1. В частности, 1 ∈ B. Поэтому,
рассуждая аналогично, получаем, что и A — поле. В силу равенства AB = P
имеем A = B = P . Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть σ = (σij) — неприводимая полная сеть порядка n ≥ 2
над K, причем для любых i, j подгруппы σij являются k-подпространствами
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из K. Тогда для некоторого промежуточного подполя P , k ⊆ P ⊆ K, равенства
σijσji = P , σii = P выполняются для любых i, j.

Доказательство. Зафиксируем различные числа i, j и положим A = σii,
B = σijσji. Очевидно, A и B — k-подпространства. Из включений (2), опре-
деляющих сеть, легко следует, что A и B являются кольцами, а в силу лем-
мы 1 — промежуточными полями. Снова ввиду (2) справедливы включения
σiiB ⊆ B ⊆ σjj и σjjB ⊆ B ⊆ σii, из которых с учетом включения 1 ∈ A ∩ B
следуют соответственно σii ⊆ σjj и σjj ⊆ σii. Таким образом, σii = σjj . В силу
произвольного выбора чисел i, j остается показать равенство A = B. Из (2)
следуют включения B ⊆ A и AB ⊆ B. Отсюда, учитывая, что 1 ∈ B, получаем
A = B. Лемма доказана.

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы в случае полной сети.
Определим диагональную матрицу d−1 = diag(ε1, . . . , εn), удовлетворяющую
условиям теоремы. Положим ε1 = 1. Далее, выбираем εi таким образом, что
1 ∈ εiτi1, 2 ≤ i ≤ n. Докажем, что

εiτijε
−1
j = P, 1 ≤ i, j ≤ n,

где в качестве P берем подполе P = τijτji = τii, 1 ≤ i, j ≤ n, определенное в
лемме 3. Доказательство разобьем на два пункта.

(а) Покажем, что εiτi1 = ε−1
i τ1i = P . Положим A = εiτi1 и B = ε−1

i τ1i.
Так как P = τii, то A и B являются P -подпространствами. В силу построения
AB = P и 1 ∈ A. Применяя лемму 2, получаем A = B = P .

(б) Покажем, что εiτijε
−1
j = P . Положим A = εiτijε

−1
j и B = εjτjiε

−1
i . Так

как P = τijτji = τii, 1 ≤ i, j ≤ n, то A и B являются P -подпространствами и
AB = P . Согласно п. (а) P = εiτi1 = τ1jε

−1
j . Отсюда P = (εiτi1)

(
τ1jε

−1
j

)
⊆

εiτijε
−1
j и, следовательно, 1 ∈ A. Остается применить лемму 2. Теорема для

случая полной сети доказана.

3. Две полные сети, определяемые
элементарной сетью

В этом разделе σ = (σij) — элементарная сеть порядка n ≥ 3 над ком-
мутативным кольцом R с единицей. Далее определим по сети σ две новые
элементарные (полные) сети ω и �, введенные первым автором [7]. Эти сети
будут использоваться в доказательстве основной теоремы.

Элементарная сеть σ = (σij) называется дополняемой, если можно до-
определить диагональные аддитивные подгруппы σii, 1 ≤ i ≤ n, так, чтобы
σirσrj ⊆ σij для всех i, r, j. Хорошо известно, что элементарная сеть σ = (σij)
дополняема тогда и только тогда, когда

σijσjiσij ⊆ σij , i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n (5)

(см., например, [5, c. 25]). Это дополнение можно получить, положив

σii =
∑
k 6=i

σkiσik. (6)

Отметим, что не всякая элементарная сеть дополняется до полной сети. При-
меры неприводимых замкнутых недополняемых элементарных сетей любой сте-
пени над полями рациональных функций указаны в [3].
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Лемма 4 [7, предложение 1]. Для любых различных i, j положим ωij =
n∑

k=1
σikσkj , где суммирование берется по всем k, отличным от i и j. Набор

ω = (ωij) является элементарной дополняемой сетью (дополним ее диагональю
с помощью формулы (6)).

Лемма 5 [7, предложение 5]. Для любых различных i, j положим �ij =

σij + σijγij , где γij =
∞∑

m=1
(σjiσij)m. Набор � = (�ij) является элементарной

дополняемой сетью (дополним ее диагональю с помощью формулы (6)).

Лемма 6 [7, предложение 6]. Пусть ω = (ωij) и � = (�ij) такие, как и
в леммах 4 и 5. Тогда ω ⊆ σ ⊆ � и, кроме того, справедливы включения
ωir�rj ⊆ ωij и �irωrj ⊆ ωij для i 6= j, 1 ≤ i, j, r ≤ n.

4. Доказательство теоремы для элементарной сети

Пусть K — алгебраическое расширение поля k, σ = (σij) — неприводимая
элементарная сеть порядка n ≥ 3, причем аддитивные подгруппы σij являются
k-подпространствами поля K. Для двух элементарных (полных) сетей τ и θ
одного порядка запись τ ⊆ θ означает, что τij ⊆ θij . Если одна из сетей полная, а
другая элементарная, то запись τ ⊆ θ означает, что τij ⊆ θij для всех различных
i, j.

Пусть элементарные сети ω = (ωij) и � = (�ij) такие, как и в леммах 4 и 5.
Дополним сети ω и � стандартным способом (6) до полных сетей и обозначим
эти новые полные сети теми же символами ω и �. Так как аддитивные подгруп-
пы σrs являются k-подпространствами поля K, таковыми будут и аддитивные
подгруппы ωij и �ij для всех i, j, 1 ≤ i, j ≤ n. Поэтому в силу уже доказанного
случая нашей теоремы для полных сетей и леммы 6 получаем включения

ω = d1σLd
−1
1 ⊆ σ ⊆ d2σP d

−1
2 = � (7)

для некоторых диагональных матриц d1, d2 ∈ D(n,K) и некоторых полных по-
стоянных сетей σL, σP , соответствующих промежуточным подполям L, P поля
K, k ⊆ L,P ⊆ K. Таким образом, (σL)ij = L, 1 ≤ i, j ≤ n, и (σP )ij = P ,
1 ≤ i, j ≤ n. Отсюда ωii = L, �ii = P , 1 ≤ i ≤ n, так как диагональные адди-
тивные подгруппы не изменяются при сопряжении диагональными матрицами.
Следовательно, L ⊆ P в силу (7). По лемме 6 �11ω12 ⊆ ω12, поэтому PαL ⊆ αL
для некоторого ненулевого α ∈ K и, стало быть, P ⊆ L. Итак, P = L. Тем
самым остается показать, что d1 = d2d для некоторого d ∈ D(n, P ).

Согласно лемме 6 �irωrj ⊆ ωij . Учитывая, что P = L, из (7) для i 6= j и
произвольного r получаем включения(

d2σP d
−1
2

)
ir

(
d1σP d

−1
1

)
rj
⊆

(
d1σP d

−1
1

)
ij
. (8)

Положим d1 = diag(ε1, ε2, . . . , εn) и d2 = diag(η1, η2, . . . , ηn). Тогда включения
(8) запишутся в виде

ηiη
−1
r Pεrε

−1
j ⊆ εiε

−1
j P. (9)

В силу (9) ηiη−1
r = εiε−1

r ζir для некоторого ζir ∈ P , 1 ≤ i, r ≤ n. В частности,
ηiε

−1
i = η1ε

−1
1 ζi для некоторого ζi ∈ P , 1 ≤ i ≤ n. Из доказательства теоремы

для полной сети (см. разд. 2) следует, что сопрягающие диагональные матрицы
d1 и d2 можно выбрать так, что ε1 = η1 = 1. Таким образом, ηi = εiζi для
некоторого ζi ∈ P , 1 ≤ i ≤ n. Следовательно, d1 = d2d для некоторого d ∈
D(n, P ).

Итак, теорема доказана в полном объеме.
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