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УЗКИЕ ОРТОГОНАЛЬНО АДДИТИВНЫЕ

ОПЕРАТОРЫ В РЕШЕТОЧНО–НОРМИРОВАННЫХ

ПРОСТРАНСТВАХ
М. А. Плиев, С. Фан

Аннотация. Рассматривается новый класс ортогонально аддитивных узких опе-
раторов, действующих в решеточно-нормированных пространствах. Устанавлива-
ется, что каждый C-компактный, латерально по норме непрерывный, ортогонально
аддитивный оператор, действующий из пространства Банаха — Канторовича V в
банахово пространство Y , узкий. Также показано, что каждый мажорируемый опе-
ратор Урысона, действующий из пространства Банаха — Канторовича V в банахову
решетку последовательностей Y , также узкий. Установлено, что порядковая узость
мажорируемого оператора Урысона, действующего из пространства Банаха — Кан-
торовича V в банахово пространство со смешанной нормой W , влечет порядковую
узость точной мажоранты оператора.
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Первые работы об ортогонально аддитивных операторах в векторных ре-
шетках относятся к 1990 гг. [1, 2]. В [3–5] изучались ортогонально аддитивные
операторы, действующие в решеточно-нормированных пространствах. Интерес
к данной тематике наблюдается и в последние годы [6–11].

1. Предварительные сведения

Приведем некоторые предварительные сведения, необходимые для дальней-
шего, а именно зафиксируем терминологию, обозначения и введем требуемые
понятия. Стандартными источниками для ссылок по теории векторных реше-
ток и решеточно-нормированных пространств являются монографии [12, 13].

Пусть V — действительное векторное пространство и E — действительная
архимедова векторная решетка. Отображение · : V → E+ называется вектор-
ной нормой, если оно удовлетворяет следующим аксиомам:

1) v ≥ 0, v = 0 ⇔ v = 0, v ∈ V ;
2) v1 + v2 ≤ v1 + v2 , v1, v2 ∈ V ;
3) λv = |λ| v , λ ∈ R, v ∈ V .
Векторная норма называется разложимой, если
4) для любых e1, e2 ∈ E+ и x ∈ V из представления x = e1 + e2 следует

существование x1, x2 ∈ V таких, что x = x1 + x2 и xk = ek, k := 1, 2.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 15–51–53119).
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Тройка (V, · , E) ((V,E), (V, · ) или даже V для краткости) называется
решеточно-нормированным пространством, если · — это E-значная вектор-
ная норма, заданная на V . Если векторная норма · разложима, то простран-
ство V также называется разложимым. Будем говорить, что сеть (vα)α∈� (bo)-
сходится к элементу v ∈ V , и писать v = (bo)- lim vα, если существует убываю-
щая сеть (eγ)γ∈� в E+ такая, что inf

γ∈�
(eγ) = 0 и для любого γ ∈ � существует

индекс α(γ) ∈ � такой, что v− vα(γ) ≤ eγ для любого α ≥ α(γ). Сеть (vα)α∈�
называется (bo)-фундаментальной, если сеть (vα − vβ)(α,β)∈�×� (bo)-сходится
к нулю. Решеточно-нормированное пространство называется (bo)-полным, если
каждая (bo)-фундаментальная сеть (bo)-сходится к элементу этого простран-
ства. Разложимое (bo)-полное решеточно-нормированное пространство называ-
ется пространством Банаха — Канторовича.

Все векторные решетки, рассматриваемые ниже, архимедовы, а решеточно-
нормированные пространства разложимы. Элемент y решеточно-нормирован-
ного пространства (V,E) называют осколком элемента x ∈ V , если y ⊥ x−y .

Запись y v x означает, что y — осколок x. Пишем x =
n⊔
i=1

xi, если x =
n∑
i=1

xi и

xi⊥xj , i 6= j. Два осколка x1, x2 элемента x называют взаимно дополнительны-
ми, если x = x1 t x2.

Множество всех осколков элемента x обозначается через Fx. Пусть V —
решеточно-нормированное пространство и x ∈ V . Последовательность (xn)∞n=1
называется дизъюнктным деревом относительно x, если x1 = x, xn = x2ntx2n+1
для любого n ∈ N. Ясно, что каждый xn является осколком x.

Пусть E — векторная решетка и X — действительное векторное простран-
ство. Отображение T : E → X называется ортогонально аддитивным, если
T (x+y) = T (x)+T (y) для любых дизъюнктных элементов x, y ∈ E. Ортогональ-
но аддитивный оператор T : E → X называется четным, если T (x) = T (−x)
для любого x ∈ E.

Из определения следует, что T (0) = 0. Множество всех ортогонально ад-
дитивных операторов является действительным векторным пространством от-
носительно сложения операторов и умножения на скаляры. Ортогонально ад-
дитивный оператор называется порядково ограниченным, если он отображает
порядково ограниченные множества в E в порядково ограниченные множества
в F .

Порядково ограниченный ортогонально аддитивный оператор T : E → F
называется абстрактным оператором Урысона. Векторное пространство всех
абстрактных операторов Урысона из E в F обозначается через U (E,F ). Под-
пространство всех четных абстрактных операторов Урысона обозначается через
U ev(E,F ).

Отметим, что в случае порядковой полноты векторной решетки F про-
странствоU ev(E,F ) отлично от нуля. Согласно [1, предложение 3.4] для любого
T ∈ U (E,F ) существует четный оператор T̃ ∈ Uev

+ (E,F ), заданный формулой

T̃ f = sup{|T |g : |g| ≤ |f |}.

Лемма 1 [10, лемма 3.2]. Пусть E,F — векторные решетки и решетка F
порядково полна. Тогда U ev(E,F ) — порядково полная векторная подрешетка
в U (E,F ).

Пусть (V,E) и (W,F ) — решеточно-нормированные пространства. Опера-
тор T : V →W называется ортогонально аддитивным, если T (u+v) = Tu+Tv
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для любых u, v ∈ V, u⊥v. Ортогонально аддитивный оператор T : V →W назы-
вается мажорируемым оператором Урысона, если существует S ∈ U ev

+ (E,F )
такой, что Tv ≤ S v для любого v ∈ V . В этом случае говорят, что S —
мажоранта для T . Множество всех мажорант оператора T обозначается че-
рез Domin(T ). Если в множестве Domin(T ) существует наименьший элемент
относительно порядка, индуцированного из U ev

+ (E,F ), тогда он называется
наименьшей или точной мажорантой T и обозначается через T . Множе-
ство всех мажорируемых операторов Урысона из V в W обозначается через
DU ((V,E), (W,F )), или DU (V,W ) для краткости.

Пример 1. Пусть X,Y — нормированные пространства. Рассмотрим ре-
шеточно-нормированые пространства (X,R) и (Y,R). Тогда отображение T :
X → Y принадлежит DU (X,Y ) тогда и только тогда, когда существует четная
функция f : R → R+ такая, что f(0) = 0, множество f(D) ограничено в R для
любого ограниченного подмножества D ⊂ R и для любого x ∈ X выполняется
неравенство ‖Tx‖ ≤ f(‖x‖).

Пример 2. Пусть E,F — векторные решетки и решетка F порядково пол-
на. Рассмотрим случай, когда V = E, W = F и векторная норма в (V,E)
и (W,F ) совпадает с модулем. Для решеточно-нормированных пространств
(E,E) и (F, F ) вместо более громоздкого DU ((E,E), (F, F )) будем коротко пи-
сать DU (E,F ). Можно показать, что векторные пространства DU (E,F ) и
U (E,F ) совпадают. Действительно, если T ∈ DU (E,F ), то существует S ∈
U ev

+ (E,F ) такой, что |Tx| ≤ S|x| для любого x ∈ E. Следовательно, оператор
T порядково ограничен. Если же T ∈ U (E,F ), то согласно [1, предложение 3.4]
существует S ∈ U ev

+ (E,F ) такой, что |Tf | ≤ S(f) ≤ S(|f |) и T ∈ DU (E,F ).

Пример 3. Пусть (A,�, µ) — пространство с полной конечной мерой, E —
порядковый идеал в L0(µ) и X — банахово пространство. Пусть N : A ×X →
X — функция, удовлетворяющая следующим требованиям:

(C0) N(t, 0) = 0 для µ-п. в. t ∈ A;
(C1) N(·, x) µ-измерима по Бохнеру для всех x ∈ X;
(C2) N(t, ·) непрерывна по норме X для µ-п. в. t ∈ A;
(C3) существует измеримая функция M : A × R → R+ такая, что для µ-

п. в. t ∈ A a) M(t, ·) возрастает на R; b) M(t, 0) = 0; c) M(t, ·) непрерывна на
R; d) M(t, ·) — четная функция; e) выполняется неравенство

sup
‖x‖≤r

‖N(t, x)‖ ≤M(t, r), r ∈ Q.

Через Dom(N) обозначим множество µ-измеримых по Бохнеру вектор-функ-
ций f : A → X таких, что N(·, f(·)) ∈ L1(µ,X). Если E(X) ⊂ Dom(N) и
M(·, g(·)) ∈ L1(µ) для любого g ∈ E, то определен ортогонально аддитивный
оператор T : E(X) → X:

Tf :=
∫
A

N(t, f(t)) dµ(t).

Покажем, что T ∈ DU (E(X), X). Действительно

Tf = ‖Tf‖X =
∥∥∥∥∫
A

N(t, f(t)) dµ(t)
∥∥∥∥
X

≤
∫
A

‖N(t, f(t))‖X dµ(t)

≤
∫
A

M(t, ‖f(t)‖X) dµ(t) = S(‖f(·)‖X) = S f ,
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где S : E → R+ — интегральный функционал Урысона, Se =
∫
A

M(t, e(t)) dµ(t)

и S — мажоранта для T .

2. Определение и некоторые
свойства узких операторов

В этом разделе рассмотрим отдельный класс ортогонально аддитивных опе-
раторов в решеточно-нормированных пространствах и опишем некоторые их
свойства.

Пусть (V,E) — решеточно-нормированное пространство над безатомной
векторной решеткой E и X — банахово пространство. Отображение T : V → X
называется узким, если для любого v ∈ V и ε > 0 существуют взаимно допол-
нительные осколки v1, v2 элемента v такие, что ‖Tv1 − Tv2‖ < ε. Пусть (W,F )
также решеточно-нормированное пространство. Отображение T : V → W на-
зывается порядково узким, если для любого v ∈ V существует сеть разбиений
v = v1

α t v2
α элемента v таких, что

(
Tv1

α − Tv2
α

) (bo)−→ 0.

Лемма 2. Пусть (V,E) — решеточно-нормированное пространство, а
(W,F ) — банахово пространство со смешанной нормой. Тогда каждый орто-
гонально аддитивный узкий оператор T : V →W порядково узкий.

Доказательство. Возьмем произвольный элемент u ∈ V . Пусть εn := 1
2n

и u = u1
n t u2

n, n ∈ N — последовательность разбиений элемента u такая, что∥∥ Tu1
n − Tu2

n

∥∥ =
∣∣∥∥Tu1

n − Tu2
n

∥∥∣∣ ≤ εn.

Так как

fn =
∞∑
k=n

Tu1
k − Tu2

k , fn ∈ F+, fn ↓ 0,

имеет место оценка Tu1
n − Tu2

n ≤ fn. Отсюда выводим
(
Tu1

n − Tu2
n

) (bo)→ 0. �

Множества узких и порядково узких операторов совпадают, когда вектор-
ная норма в пространстве образов порядково непрерывна.

Лемма 3. Пусть (V,E) и (W,F ) — решеточно-нормированные простран-
ства и F — банахова решетка с порядково непрерывной нормой. Тогда ортого-
нально аддитивный оператор T : V →W порядково узок тогда и только тогда,
когда он узок.

Доказательство. Пусть T — порядково узкий оператор. Тогда для лю-
бого u ∈ V существует сеть разбиений u = u1

α t u2
α элемента u такая, что(

Tu1
α − Tu2

α

) (bo)→ 0. Возьмем ε > 0. В силу того, что норма в F порядково
непрерывна, найдется индекс α0 ∈ � такой, что

∥∥ Tu1
α − Tu2

α

∥∥ < ε для любого
α ≥ α0. Обратное утверждение доказано выше. �

3. C-компактные операторы и операторы,
действующие в пространства последовательностей

Установим связь узких и C-компактных ортогонально аддитивных опера-
торов.

Напомним, что сеть (xα) в решеточно-нормированном пространстве назы-
вается (V,E)-латерально сходящейся к x ∈ V и обозначается через xα

lat−→ x,

если xα v xβ v x для любых α < β и xα
(bo)−→ x.
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Пусть (V,E) — решеточно-нормированное пространство и F — банахово
пространство. Ортогонально аддитивный оператор T : V → F называется ла-
терально по норме непрерывным, если он отображает латерально сходящиеся
сети в V в сети, сходящиеся по норме в F ; C-компактным, если множество
T (Fv) предкомпактно в F для любого v ∈ V .

Множество всех C-компактных, мажорируемых операторов Урысона из V
в F обозначается через CD(V, F ). Следующее полезное утверждение будет ис-
пользовано ниже [14, лемма 10.19].

Лемма 4. Пусть (xi)ni=1 — конечный набор векторов конечномерного нор-
мированного пространства X, и пусть (λi)ni=1 — набор действительных чисел
0 ≤ λi ≤ 1 для любого i. Тогда найдется набор (θi)ni=1, где θi ∈ {0, 1}, такой,
что ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(λi − θi)xi

∥∥∥∥∥ ≤ dimX

2
max
i
‖xi‖.

Лемма 5. Пусть (V,E) — пространство Банаха — Канторовича над без-
атомной, порядково полной векторной решеткой E, F — банахово пространство
и T : V → F — ортогонально аддитивный, латерально по норме непрерывный
оператор. Если e ∈ E+, (vn)∞n=1 ⊂ V , vn ≤ e и vn⊥vm для любых n 6= m, то
lim
n→∞

‖T (vn)‖ = 0.

Доказательство. Так как V — пространство Банаха — Канторовича, по-

следовательность un =
n∑

k=1
vk латерально сходится к u =

∞∑
k=1

vk и, следователь-

но, Tun сходится к Tu в F . Последовательность (T (un))∞n=1 фундаментальна,
поскольку lim

n,m→∞
‖T (un)− T (um)‖ = 0. Тогда

‖T (un)− T (un−1)‖ =

∥∥∥∥∥T
(

n∑
k=1

vk

)
− T

(
n−1∑
k=1

vk

)∥∥∥∥∥ = ‖T (vn)‖,

откуда выводим, что lim
n→∞

‖T (vn)‖ = 0. �

Лемма 6. Пусть (V,E) — пространство Банаха — Канторовича над поряд-
ково полной безатомной векторной решеткой E, F — банахово пространство,
T : V → F — ортогонально аддитивный, латерально по норме непрерывный
оператор и v ∈ V . Тогда существуют взаимно дополнительные осколки v1, v2
элемента v такие, что ‖T (v1)‖ = ‖T (v2)‖.

Доказательство. Возьмем пару взаимно дополнительных осколков v1, v2
элемента v. Если ‖T (v1)‖ = ‖T (v2)‖, то доказывать нечего. Будем полагать, что
‖T (v1)‖ − ‖T (v2)‖ > 0. Рассмотрим частично упорядоченное множество

D = {w v v1 : ‖T (v1 − w)‖ − ‖T (v2 + w)‖ ≥ 0},

где w1 ≤ w2 тогда и только тогда, когда w1 v w2. Если B ⊆ D — цепь, то
w? = ∨B ∈ D согласно латеральной по норме непрерывности оператора T . Вос-
пользовавшись леммой Цорна, найдем максимальный элемент w0 ∈ D. Тогда
‖T (v1 − w0)‖ − ‖T (v2 + w0)‖ = 0. Действительно, предположим противное:

α = ‖T (v1 − w0)‖ − ‖T (v2 + w0)‖ > 0.
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Тогда в силу безатомности решетки E, разложимости векторной нормы про-
странства V и непрерывности оператора T найдется ненулевой осколок f v
(v1 − w0) такой, что ‖Tf‖ < α

4 и ‖T (−f)‖ < α
4 , но w0⊥f , w0 + f v v1, откуда

‖T (v1 − w0 − f)‖ − ‖T (v2 + w0 + f)‖
= ‖T (v1 − w0) + T (−f)‖ − ‖T (v2 + w0) + T (f)‖

≥ ‖T (v1 − w0)‖ − ‖T (−f)‖ − ‖T (v2 + w0)‖ − ‖T (f)‖ > α

2
> 0,

что противоречит максимальности элемента w0. �

Лемма 7. Пусть (V,E), F , T : V → F такие, как в лемме 6, v ∈ V и
(vn)∞n=1 — дизъюнктное дерево на v. Если ‖T (v2n)‖ = ‖T (v2n+1)‖ для любого
n ≥ 1, то

lim
m→∞

γm = 0, где γm = max
2m≤i<2m+1

‖T (vi)‖.

Доказательство. Этажом уровня m дизъюнктного дерева (vn)∞n=1 на-
зывается множество Em = {vi : 2m ≤ i < 2m+1}. Пусть ε = lim sup

m→∞
γm. Доста-

точно доказать, что ε = 0. Предположим обратное, что ε > 0. Тогда найдутся
этаж уровня m и vi ∈ Em такие, что дизъюнктное дерево

(
vmi
)∞
m=1 на vi, яв-

ляющееся ограничением исходного дерева на vi, содержит бесконечное число
элементов vmk

i таких, что
∥∥Tvmk

i

∥∥ ≥ ε. Теперь можно построить последова-
тельность попарно дизъюнктных элементов (ξk)∞k=1 таких, что ‖T (ξk)‖ ≥ ε

2
для любого k ∈ N. Последовательность строится следующим образом. Бу-
дем полагать, что ‖Tvi‖ ≥ ε, тогда ‖Tv2i‖ = ‖Tv2i+1‖ ≥ ε

2 . Хотя бы одно из
дизъюнктных деревьев

(
vm2i
)∞
m=1 и

(
vm2i+1

)∞
m=1 содержит бесконечное множество

элементов w таких, что ‖Tw‖ ≥ ε. Не ограничивая общности, будем полагать,
что это

(
vm2i+1

)∞
m=1. Тогда в качестве первого элемента последовательности вы-

берем элемент ξ1 = v2i. На следующем шаге в дизъюнктном дереве
(
vm2i+1

)∞
m=1

выберем элемент w такой, что ‖Tw‖ ≥ ε. Cнова разбиваем элемент w на два вза-
имно дополнительных осколка w1 и w2 таких, что ‖Tw1‖ = ‖Tw2‖ ≥ ε

2 . Пусть
дизъюнктное дерево

(
wm

2
)∞
m=1 содержит бесконечное множество элементов g

таких, что ‖Tg‖ ≥ ε. В качестве второго элемента последовательности выби-
раем элемент ξ2 = w1. Продолжая процесс неограниченно, получаем искомую
последовательность. Но существование такой последовательности невозможно
согласно лемме 5; противоречие. �

Лемма 8. Пусть (V,E) — пространство Банаха — Канторовича над без-
атомной порядково полной векторной решеткой E и F — конечномерное бана-
хово пространство. Тогда каждый латерально по норме непрерывный C-ком-
пактный оператор T : V → F узкий.

Доказательство. Возьмем произвольные v ∈ V и ε > 0. Согласно лем-
ме 6 существует дизъюнктное дерево (vn) на v такое, что ‖T (v2n)‖ = ‖T (v2n+1)‖
для всех n ∈ N. Согласно лемме 7 найдется номер m такой, что γm dimF < ε.
По лемме 4 найдутся такие λi ∈ {0, 1}, i = 2m, . . . , 2m+1 − 1, что∥∥∥∥∥2

2m+1−1∑
i=2m

(
1
2
− λi

)
T (vi)

∥∥∥∥∥ ≤ dimF max
2m≤i<2m+1

‖T (vi)‖ = γm dimF < ε. (1)
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Отметим, что для I1 = {i = 2m, . . . , 2m+1 − 1 : λi = 0} и I2 = {i =
2m, . . . , 2m+1 − 1 : λi = 1} векторы wj =

∑
i∈Ij

vi, j = 1, 2, являются взаимно до-

полнительными осколками элемента v. Согласно (1) выводим окончательную
оценку

‖T (w1)− T (w2)‖ =

∥∥∥∥∥
2m+1−1∑
i=2m

(1− 2λi)T (vi)

∥∥∥∥∥ < ε. �

Докажем первый основной результат данного раздела.

Теорема 1. Пусть (V,E) — пространство Банаха — Канторовича над без-
атомной порядково полной векторной решеткой E и F — банахово пространство.
Тогда каждый ортогонально аддитивный латерально по норме непрерывный C-
компактный оператор T : V → F узкий.

Доказательство. Банахово пространство F можем рассматривать как
замкнутое линейное подпространство банахова пространства l∞(BF?) ограни-
ченных функций на компакте. Это можно записать в виде цепочки вложений:

F ↪→ F ?? ↪→ l∞(BF?),

где под ↪→ понимаем изометрическое вложение, а через BF? обозначается еди-
ничный шар банахова пространства F ?. Известно, что если H — относительно
компактное подмножество l∞(D) для некоторого бесконечного множества D
и ε > 0, то существует оператор конечного ранга S ∈ L (l∞(D)) такой, что
‖x − Sx‖ ≤ ε для любого x ∈ H [14, лемма 10.25]. Для банахова пространства
X через L (X) обозначается пространство линейных ограниченных операторов,
действующих в X. Возьмем произвольный элемент v ∈ V и ε > 0. Так как
T — C-компактный оператор, K = T (Fv) — предкомпактное множество в F и,
следовательно, в l∞(BF?). Найдется линейный непрерывный оператор конеч-
ного ранга S ∈ L (l∞(BF?)) такой, что ‖w− Sw‖ ≤ ε

4 для любого w ∈ K. Тогда
R = S ◦ T — ортогонально аддитивный латерально по норме непрерывный опе-
ратор конечного ранга. Согласно лемме 8 найдутся взаимно дополнительные
осколки v1, v2 элемента v такие, что ‖Rv1 −Rv2‖ < ε

2 . Окончательно имеем

‖Tv1 − Tv2‖ = ‖Tv1 − Tv2 + S(Tv1)− S(Tv2)− S(Tv1) + S(Tv2)‖
= ‖Tv1 − Tv2 +Rv1 −Rv2 − S(Tv1) + S(Tv2)‖

≤ ‖Rv1 −Rv2‖+ ‖Tv1 − S(Tv1)‖+ ‖Tv2 − S(Tv2)‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε. �

Сформулируем второй основной результат данного раздела.

Теорема 2. Пусть (V,E) — пространство Банаха — Канторовича над без-
атомной порядково полной векторной решеткой E и � — некоторое множество.
Через X = X(� ) обозначим одну из банаховых решеток c0(� ) или `p(� ), где
1 ≤ p < ∞. Тогда каждый латерально по норме непрерывный мажорируемый
оператор Урысона T : V → X узкий.

Доказательство. Пусть T : V → X — мажорируемый оператор Урысона,
v ∈ V и ε > 0. Тогда

|Tu| ≤ T u ≤ T v = x ∈ X+

для любого u v v. Можно выбрать конечное подмножество �0 ⊂ � такое, что
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1) |x(γ)| ≤ ε/4 для любого γ ∈ � \ �0, если X = c0(� );
2)

∑
γ∈�\�0

(x(γ))p ≤ (ε/4)p, если X = `p(� ).

Пусть P — непрерывный проектор из X на X(�0) вдоль X(� \ �0) и Q =
Id−P — ортогональный проектор. Операторы P и Q — положительные линей-
ные ограниченные операторы. Так как S = P ◦T : V → X(�0) — конечномерный
латерально по норме непрерывный ортогонально аддитивный оператор конеч-
ного ранга, по лемме 8 S — узкий оператор и, следовательно, найдутся взаимно
дополнительные осколки v1, v2 элемента v такие, что ‖Sv1 − Sv2‖ < ε/2. По-
скольку |Tvi| ≤ x, в силу положительности оператора Q имеем Q(Tvi) ≤ Qx,
тем самым ‖Q(Tvi)‖ ≤ ‖Qx‖ для i = 1, 2. Более того, ‖Qx‖ ≤ ε/4 и

‖Tv1 − Tv2‖ = ‖Sv1 +Q(Tv1)− Sv2 −Q(Tv2)‖

≤ ‖Sv1 − Sv2‖+ ‖Q(Tv1)‖+ ‖Q(Tv2)‖ <
ε

2
+ ‖Qx‖+ ‖Qx‖ < ε. �

Теорема 2 может быть обобщена следующим образом.
Пусть F — упорядоченное векторное пространство. Будем говорить, что

линейный оператор G : F → F является квазимонотонным с константой M >
0, если для любых x, y ∈ F+ неравенство x ≤ y влечет Gx ≤ MGy. Оператор
G : F → F называется квазимонотонным, если он квазимонотонен с константой
M = 1.

Отметим, что квазимонотонные операторы — в точности положительные
операторы.

Напомним, что последовательность элементов (fn)∞n=1 банахова простран-
ства F называется базисом, если для любого f ∈ F существует единственная

последовательность скаляров (an)∞n=1 такая, что f =
∞∑
n=1

anfn. Любой базис

(fn) банахова пространства порождает соответствующие базисные проекторы
(Pn), заданные формулами

Pn

( ∞∑
k=1

akek

)
=

n∑
k=1

akek,

которые равномерно непрерывны. Более подробное изложение можно найти
в [15]. Дополнительные к Pn проекторы обозначим через Qn = Id−Pn, где Id —
тождественный оператор в F , указанные проекторы называются дополнитель-
ными относительно базиса (fn)∞n=1.

Базис (fn) банаховой решетки F называется d-квазимонотонным, если су-
ществует константа M > 0 такая, что дополнительные проекторы квазимоно-
тонны с константой M .

Теорема 3. Пусть (V,E) — пространство Банаха — Канторовича над без-
атомной порядково полной векторной решеткой E и F — банахова решетка с
d-квазимонотонным базисом. Тогда каждый мажорируемый латерально по нор-
ме непрерывный оператор Урысона T : V → F узкий.

Доказательство. Пусть (Qn) — дополнительные к базисным проекторы
в F , где (Pn) — базисные проекторы, M > 0 — константа такая, что для любого
n ∈ N оператор Qn = Id−Pn квазимонотонен с константой M . Пусть T : V →
F — мажорируемый оператор Урысона, v ∈ V и ε > 0. Выберем f ∈ F+ такой,
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что |Tu| ≤ f для любых u v v. Так как lim
n→∞

Pnf = f , получаем lim
n→∞

Qnf = 0.
Выберем n таким, что

‖Qnf‖ ≤
ε

4M
. (2)

Поскольку S = Pn ◦T : V → En — мажорируемый оператор Урысона конечного
ранга, согласно лемме 8 оператор S узок. Таким образом, найдутся взаимно
дополнительные осколки v1, v2 элемента v такие, что ‖Sv1 − Sv2‖ < ε/2. В си-
лу оценки |Tvi| ≤ f и согласно квазимонотонности проекторов Qn получаем
‖Qn(Tvi)‖ ≤M‖Qnf‖, где i = 1, 2. Тогда с учетом (2)

‖Tv1 − Tv2‖ = ‖Sv1 +Q(Tv1)− Sv2 −Q(Tv2)‖

≤ ‖Sv1 − Sv2‖+ ‖Q(Tv1)‖+ ‖Q(Tv2)‖ <
ε

2
+M‖Qf‖+M‖Qf‖ < ε. �

4. Проблема мажорации для узких операторов

В настоящем разделе изучим проблему мажорации для узких мажорируе-
мых операторов Урысона. Рассмотрим множество

Ẽ+ =

{
e ∈ E+ : e =

n⊔
i=1

vi , vi ∈ V, n ∈ N

}
.

Теорема 4 [10, теоремы 3.4, 3.7]. Пусть (V,E), (W,F ) — решеточно-норми-
рованные пространства, где V разложимо и решетка F порядково полна. Тогда
каждый мажорируемый оператор Урысона T : V → W обладает точной мажо-
рантой T , которая вычисляется по следующим формулам:

(1) T (e) = sup
{

n∑
i=1

Tui :
n∐
i=1

ui = e, n ∈ N
}

, e ∈ Ẽ+;

(2) T (e) = sup{ T (e0) : e0 ∈ Ẽ+, e0 v e}, e ∈ E+;
(3) T (e) = T (e+) + T (e−), e ∈ E.

Теорема 5. Пусть (V,E) — решеточно-нормированное пространство, где
решетка E безатомна, (W,F ) — банахово пространство со смешанной нормой,
F — банахова решетка с порядково непрерывной нормой и T — мажорируемый
оператор Урысона из V в W . Если оператор T порядково узок, то точная
мажоранта T : E → F также порядково узка.

Доказательство. Согласно лемме 3 вместо порядковой узости можно
рассматривать узость. Возьмем произвольный элемент e ∈ Ẽ+ и ε > 0. Множе-

ство
{

n∑
i=1

Tvi :
n∐
i=1

vi = e, n ∈ N
}

направлено вверх, в силу чего существует

конечный набор
{
vα1 , . . . , v

α
nα

}
⊂ V , α ∈ �, такой, что e =

nα⊔
i=1

vαi , α ∈ �, и(
T (e) −

nα∑
i=1

Tvαi

)
≤ yα

(o)−→ 0, где yα ↓ 0. Так как норма в F порядко-

во непрерывна, можно полагать, что
∥∥∥∥ T (e) −

nα∑
i=1

Tvαi

∥∥∥∥ ≤ ε
3 для некоторого{

vα1 , . . . , v
α
nα

}
, α ∈ �. В силу того, что T — узкий оператор, найдется конечное

множество vαi = uαi t wα
i , i ∈ {1, . . . , nα}, такое, что

∣∣∥∥Tuαi − Twα
i

∥∥∣∣ < ε
3nα

для
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любого i ∈ {1, . . . , nα}. Пусть fα =
nα∐
i=1

uαi и gα =
nα∐
i=1

wα
i . Тогда

0 ≤

∥∥∥∥∥ T (fα)−
nα∑
i=1

Tuαi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥ T (e)−

nα∑
i=1

Tvαi

∥∥∥∥∥,
0 ≤

∥∥∥∥∥ T (gα)−
nα∑
i=1

Twα
i

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥ T (e)−

nα∑
i=1

Tvαi

∥∥∥∥∥.
Далее,

‖ T fα − T gα‖ =

∥∥∥∥∥ T fα −
nα∑
i=1

Tuαi +
nα∑
i=1

Tuαi

−
nα∑
i=1

Twα
i +

nα∑
i=1

Twα
i − T gα

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥ T fα −

nα∑
i=1

Tuαi

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥ T gα −
nα∑
i=1

Twα
i

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
nα∑
i=1

Tuαi −
nα∑
i=1

Twα
i

∥∥∥∥∥
≤ 2

(∥∥∥∥∥ T (e)−
nα∑
i=1

Tvαi

∥∥∥∥∥
)

+
nα∑
i=1

∥∥∥∥∥ Tuαi − Twα
i

∥∥∥∥∥
≤ 2

(∥∥∥∥∥ T (e)−
nα∑
i=1

Tvαi

∥∥∥∥∥
)

+
nα∑
i=1

∣∣∥∥Tuαi − Twα
i

∥∥∣∣ < 2ε
3

+
ε

3
= ε.

Следовательно, e = fαtgα и fα, gα — взаимно дополнительные осколки элемен-
та e с требуемыми свойствами. Пусть теперь e ∈ E+. Отметим, что множество
D = {f v e : f ∈ Ẽ+} направлено вверх, где под f1 ≤ f2 понимаем f1 v f2.

Действительно, пусть f1 =
k∐
i=1

ui , f1 v e, f2 =
n∐
j=1

wj , f2 v e, ui, wj ∈ V ,

1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n. Тогда в силу разложимости векторной нормы найдется
множество попарно дизъюнктных элементов (vij), 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n, таких,

что ui =
n∐
j=1

vij для любого 1 ≤ i ≤ k и wj =
k∐
i=1

vij для любого 1 ≤ j ≤ n.

Пусть f =
∐

vij . Ясно, что f ∈ D, fi v f и T fi ≤ T f , где i ∈ {1, 2}.
Пусть (eα)α∈�, eα ∈ D, — сеть, где T = sup

α
T eα. Возьмем α ∈ � такое, что

‖ T e − T eα‖ < ε
2 . Согласно предположению для любого eα ∈ D найдется

разбиение eα = fα t gα такое, что ‖ T fα − T gα‖ < ε
2 . Тогда

‖ T (e− eα + fα)− T gα‖ = ‖ T (e− eα) + T fα − T gα‖

≤ ‖ T e− T eα‖+ ‖ T fα − T gα‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Следовательно, e = ((e − eα) t fα)) t gα — требуемые взаимно дополнительно
осколки элемента e. Так как T ∈ U ev

+ (E,F ), то T (e) = T (−e) для любого
e ∈ (−E+), и если e = f tg — разложение элемента e, то −e = (−f)t(−g) также
является разложением элемента −e. Наконец, для произвольного элемента e ∈
E получаем e = e+ − e− и T (e) = T (e+) + T (e−). Таким образом, если
e+ = f1 t f2 и e− = g1 t g2 — взаимно дополнительные осколки элементов e+ и
e− такие, что

‖ T f1 − T f2‖ <
ε

2
, ‖ T g1 − T g2‖ <

ε

2
,
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то

‖ T (f1 + g1)− T (f2 + g2)‖ = ‖ T f1 − T f2 + T g1 − T g2‖
≤ ‖ T f1 − T f2‖+ ‖ T g1 − T g2‖ < ε

и (f1 + g1) и (f2 + g2) — требуемые взаимно дополнительные осколки элемен-
та e. �

В качестве заключительного комментария отметим, что авторам неизвест-
но, возможно ли в условиях теоремы 5 отказаться от порядковой непрерывности
нормы для решетки F .

Авторы выражают искреннюю признательность рецензенту за вниматель-
ное чтение текста и ценные замечания.
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