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Аннотация. Дано представление функции Грина классической задачи Неймана
для внешности единичного шара произвольной размерности. Показано, что функ-
ция Грина может быть выражена в терминах элементарных функций, и выписан
ее явный вид.
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1. Введение

Пусть D = {x ∈ Rn : |x| > 1} — внешность единичного шара, S = {x ∈ Rn :
|x| = 1} — единичная сфера, n ≥ 3. Рассмотрим в D внешнюю задачу Неймана
для уравнения Пуассона

−�u(x) ≡
n∑
j=1

∂2

∂x2
j

u(x) = f(x), x ∈ D;

∂u

∂r
(x) = ψ(x), x ∈ S; lim

r→∞
|u(x)| = 0.

(1)

Здесь и далее ∂
∂r — производная по радиусу r = |x|.

Хорошо известно, что решение внешней задачи Неймана (1) единственно
и существует. Как и для задач Дирихле (внутренней и внешней), несложно
обосновать возможность интегрального представления решения внешней задачи
Неймана с помощью функции Грина GN (x, y) по формуле

u(x) =
∫
D

GN (x, y)f(y) dy +
∫
S

GN (x, y)ψ(y) dSy. (2)

Пусть ωn = 2πn/2
� (n/2) — площадь единичной сферы в Rn, а

ε(x− y) =
{ − ln |x− y|, n = 2,

1
n−2 |x− y|2−n, n ≥ 3.

(3)
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— главное фундаментальное решение уравнения Лапласа.
Под функцией Грина задачи Неймана (1) понимают функцию, имеющую

представление

GN (x, y) =
1
ωn
{ε(x− y) + g(x, y)}, (4)

где g(x, y) — гармоническая в D функция. При этом должно выполняться кра-
евое условие

∂GN

∂ρ
(x, y) = 0 при всех y ∈ S, (5)

GN (x, y) → 0 при ρ→∞. (6)

Здесь обозначено ρ = |y|.
Хотя внешняя задача Неймана корректна и определение ее функции Грина

введено в математической литературе, признано, что ее нахождение в явном
виде требует довольно сложных построений [1, гл. XXI, § 6; 2]. Для внешности
единичного шара из Rn функция Грина задачи Неймана известна в явном виде
только для случаев n = 2 и n = 3:

GN (x, y) =
1
2π

[
ln

|x||y|
|x− y|

+ ln
|x||y|∣∣x|y| − y

|y|
∣∣
]
, n = 2, (7)

GN (x, y) =
1
4π

[
|x−y|−1+

∣∣∣∣x|y|− y

|y|

∣∣∣∣−1

+ln
|x||y| − (x, y)

1− (x, y) +
∣∣x|y| − y

|y|
∣∣
]
, n = 3, (8)

где (x, y) — скалярное произведение в Rn векторов x и y.
Отметим, что в последнее время возобновился интерес к построению в яв-

ном виде функций Грина классических задач. В [3] в двумерном круге постро-
ены функции Грина бигармонических задач Дирихле, Неймана и Робена. Ана-
логичные исследования по построению явного вида функции Грина в секторе
для неоднородных бигармонических и тригармонических функций проводились
в [4, 5]. В [6] построена в явном виде функция Грина задачи Неймана для урав-
нения Пуассона в полупространстве Rn

+, в [7–10] — в явном виде функция Грина
задачи Робена в круге. Заметим также, что построению в явном виде функции
Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения в многомерном шаре
посвящены работы [11–14].

Известно, что функция Грина задачи Дирихле (внутренней и внешней) для
единичного шара произвольной размерности имеет следующий вид:

GD(x, y) =
1
ωn

{
ε(x− y)− ε

(
x|y| − y

|y|

)}
. (9)

Для внешней задачи Неймана для единичного круга функция Грина представ-
ляется в виде (7), а для внутренней задачи в круге

GN (x, y) = − 1
2π

{
ln |x− y|+ ln

∣∣∣∣x|y| − y

|y|

∣∣∣∣} + const .

В общем случае функция

GNR(x, y) = ε(x− y) + ε

(
x|y| − y

|y|

)
(10)

не удовлетворяет условию Неймана. Например, в случае n = 3 из формулы (8)
видно, что функция (10) не является функцией Грина задачи (1).
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Непосредственным вычислением легко убедиться, что функция (10) явля-
ется функцией Грина частного случая внешней задачи Робена:

−�u(x) = f, x ∈ D,

∂u

∂r
(x) +

n− 2
2

u(x) = ψ(x), x ∈ S, lim
r→∞

|u(x)| = 0.

В настоящей работе дается представление в явном виде функции Грина за-
дачи Неймана (1) для внешности единичного шара произвольной размерности.
Показано, что она может быть выражена в элементарных функциях, и выпи-
сан ее явный вид. Это представление дает возможность получить в явном виде
ядро Неймана.

Отметим, что в [15] авторами дан явный вид функции Грина внутренней
задачи Неймана для многомерного шара.

2. Вспомогательные результаты

В этом разделе приведем некоторые необходимые в дальнейшем вспомога-
тельные утверждения. Следующая лемма доказана в [16].

Лемма 1. Для фундаментального решения (3) оператора Лапласа при n ≥
3 имеет место представление

ε(x− y) =
∞∑
k=0

|y|k|x|−(k+n−2)

2k + n− 2

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)
при |x| > |y|, (11)

где H(i)
k (·) — полная система однородных гармонических полиномов степени k,

обладающих свойством ортонормированности:

1
ωn

∫
S

H(i)
k (x)H(j)

m (x) dSx = δijδkm,

а hk — количество этих полиномов.

Число hk определяется по формуле (см. [17, гл. 11, § 11.2, формула (2)])
hk = [(2k + n− 2)(k + n− 3)!]/[k!(n− 2)!].

Введем в рассмотрение функцию

ε1(x, y) = (n− 2)
∞∫
1

ε

(
sx|y| − y

|y|

)
ds

s
≡

∞∫
1

∣∣∣∣sx|y| − y

|y|

∣∣∣∣2−n dss . (12)

Лемма 2. Пусть n ≥ 3. Тогда для функции ε1(x, y), заданной равен-
ством (12), имеют место представления в элементарных функциях:

ε1(x, y) = ln
1− (x, y) +

∣∣x|y| − y
|y|

∣∣
|x||y| − (x, y)

, n = 3, (A)

ε1(x, y) = ln

∣∣x|y| − y
|y|

∣∣
|x||y|

+
(x, y)√

|x|2|y|2 − (x, y)2
arcctg

|x|2|y|2 − (x, y)√
|x|2|y|2 − (x, y)2

, n = 4,

(B)
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ε1(x, y) = ln
1− (x, y) +

∣∣x|y| − y
|y|

∣∣
|x||y| − (x, y)

−
m−1∑
k=0

1
2k + 1

1
|x|y| − y

|y| |2k+1

+
|x||y|(x, y)

(|x|2|y|2 − (x, y)2)
+

2|x|3|y|3(x, y)
3(|x|2|y|2 − (x, y)2)2

−
m−1∑
k=0

k∑
i=0

k!(2k − 2i− 1)!!
(k − i)!(2k + 1)!!

2i|x|2i|y|2i(x, y)(|x|2|y|2 − (x, y))

(|x|2|y|2 − (x, y)2)i+1
∣∣x|y| − y

|y|
∣∣2k−2i+1 (C)

при n ≥ 5, n = 2m+ 1, m ≥ 2,

ε1(x, y) = ln

∣∣x|y| − y
|y|

∣∣
|x||y|

+
m−1∑
k=1

1

2k
∣∣x|y| − y

|y|
∣∣2k

+ arcctg
|x|2|y|2 − (x, y)√
|x|2|y|2 − (x, y)2

m−1∑
k=0

(x, y)(2k − 1)!!|x|2k|y|2k

2kk!(|x|2|y|2 − (x, y)2)k+ 1
2

−
m−1∑
k=1

k−1∑
i=0

|x|2i+2|y|2i+2 − (x, y)
2i+1(|x|2|y|2 − (x, y)2)i+1

(x, y)(k − i− 1)!(2k − 1)!!

k!(2k − 2i− 1)!!
∣∣x|y| − y

|y|
∣∣2i+2 (D)

при n ≥ 6, n = 2m+ 2, m ≥ 2.
Здесь в обозначениях принято, что 0! = 1, (−1)!! = 1.
Доказательство. Учитывая, что∣∣∣∣sx|y| − y

|y|

∣∣∣∣ =
√

1− 2(x, y)s+ |x|2|y|2s2,

доказательство леммы легко можно свести к вычислению интегралов вида
∞∫
1

s−1R(s)
2−n

2 ds,

где R(s) = 1− 2(x, y)s+ |x|2|y|2s2, с использованием формул из [18].

3. Основной результат работы

Теорема 1. Для функции Грина GN (x, y) задачи Неймана (1) при n ≥ 3
имеет место представление

GN (x, y) =
1
ωn

[
ε(x− y) + ε

(
x|y| − y

|y|

)
− ε1(x, y)

]
, (13)

где функция ε1(x, y) задается выражением (12) и явно выражается в элемен-
тарных функциях формулами (A)–(D) из леммы 2.

Легко видеть, что при n = 3 из (13) получаем ранее известное представле-
ние функции Грина (8). Для n ≥ 4 результат теоремы новый.

Доказательство. Функцию Грина GN (x, y) будем искать в виде (4), где
g(x, y) — пока неизвестная регулярная гармоническая в D функция. Построим
ее таким образом, чтобы выполнялось условие (5). Функция g(x, y) должна
удовлетворять условию

∂

∂ρ
g(x, y) +

∂

∂ρ
ε(x− y) = 0 при всех y ∈ S, (14)
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g(x, y) + ε(x− y) → 0 при ρ→∞.

Применяя методику, использованную в [1, гл. XXI, § 6] при построении
функции Грина трехмерной задачи Неймана, функцию g(x, y) ищем в виде

g(x, y) =
∞∑
k=0

bk
|x|k+n−2|y|k+n−2

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)
, (15)

где bk — неизвестные коэффициенты. Из (11) и (15) для любых r < ρ вычисляем

∂

∂ρ
ε(x− y) =

∞∑
k=1

k

2k + n− 2
ρk

rk+n−2

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)
,

∂

∂ρ
g(x, y) = −

∞∑
k=0

(k + n− 2)bk
|x|k+n−2|y|k+n−3

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)
.

Подставляя найденное при ρ = 1 в (14), получим

b0 = 0, bk =
k

(2k + n− 2)(k + n− 2)
=

1
2k + n− 2

(
1− n− 2

k + n− 2

)
, k ≥ 1.

Для однообразия дальнейших записей коэффициент b0 можно представить
в виде

b0 = 0 =
1

n− 2
− 1
n− 2

.

Подставляя найденные коэффициенты в (15), имеем

g(x, y) =
∞∑
k=0

(|x||y|)−(k+n−2)

2k + n− 2

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)

−
∞∑
k=0

n− 2
(k + n− 2)

(|x||y|)−(k+n−2)

(2k + n− 2)

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)
≡ g1(x, y)− g2(x, y).

Первая сумма дает нам функцию

g1(x, y) = ε

(
x|y| − y

|y|

)
.

Для второй суммы, используя равенство

1
k + n− 2

=
∞∫
1

s−(k+n−2)−1 ds,

приходим к выражению

g2(x, y) = (n− 2)
∞∫
1

[ ∞∑
k=0

(s|x||y|)−(k+n−2)

2k + n− 2

hk∑
i=1

H(i)
k

(
x

|x|

)
H(i)
k

(
y

|y|

)]
ds

s
.

Отсюда с учетом представления (11) имеем

g2(x, y) =
∞∫
1

ε

(
sx|y| − y

|y|

)
ds

s
,

т. е. получаем (12). Теорема доказана.
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4. Представление ядра Неймана

В заключение отметим, что решение внешней задачи Дирихле для уравне-
ния Лапласа (f ≡ 0) представляется в виде интеграла Пуассона

u(x) =
∫
S

P (x, y)ϕ(y) dsy,

где P (x, y) — ядро Пуассона, которое находится с помощью функции Грина
внешней задачи Дирихле по формуле

P (x, y) = − ∂

∂ρ
GD(x, y) при x ∈ D, y ∈ S.

Аналогичное представление имеет место для решения внешней задачи Неймана
(1) для уравнения Лапласа (f ≡ 0):

u(x) =
1
ωn

∫
S

N(x, y)ψ(y) dsy,

где N(x, y) — ядро Неймана, которое находится с помощью функции Грина
внешней задачи Неймана по формуле

N(x, y) = ωnGN (x, y) при x ∈ D, y ∈ S.

В [2] рассмотрен метод построения явного вида функции N(x, y) для внеш-
ности многомерной единичной сферы. Показано, что ядро Неймана может быть
выражено в элементарных функциях, и приведен явный вид ядра Неймана при
n = 3. Из представления (13) функции Грина и формулы (A) в случае n = 3,
полагая |y| = 1, находим

N(x, y) = 2|x− y|−1 + ln
1− (x, y) + |x− y|

|x| − (x, y)
.

Это равенство полностью совпадает с формулой (11) из [2].
Приведем вид ядра Неймана N(x, y) при n = 4, получаемый из (13) и пред-

ставления (B). Из (13) при |y| = 1 следует, что

N(x, y) = ε(x− y) + ε(x− y)− ε1(x, y) = 2ε(x− y)− ε1(x, y)

=
1

|x− y|2
+ ln

|x|
|x− y|

− (x, y)√
|x|2 − (x, y)2

arcctg
√
|x|2 − (x, y)2

1− (x, y)
.
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