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§ 1. Основной объект исследования

Пусть N — множество натуральных чисел, K — вещественное поле R или
комплексное поле C, E — произвольное банахово пространство над полем K с
нормой ‖ · ‖E и C0 — банахово пространство ограниченных и непрерывных на
R функций x = x(t) со значениями в E с нормой

‖x‖C0 = sup
t∈R

‖x(t)‖E .

В пространстве C0 определим оператор сдвига Sh, h ∈ R, с помощью соотноше-
ния

(Shx)(t) = x(t+ h), t ∈ R. (1)

Определение 1. Элемент y ∈ C0 называется почти периодическим (см.
[1, 2]), если замыкание множества {Shy : h ∈ R} в пространстве C0 является
компактным подмножеством этого пространства, т. е. из каждой последова-
тельности (Shny)n≥1 можно выделить сходящуюся в C0 подпоследовательность.

Множество почти периодических элементов пространства C0 является под-
пространством этого пространства с нормой ‖ ·‖C0 . Это подпространство будем
обозначать через B0.

Пусть B[a, r] — замкнутый шар в C0 с центром в точке a ∈ C0 радиуса r,
т. е. множество {x ∈ C0 : ‖x− a‖C0 ≤ r}.

Определение 2. Оператор H : C0 → C0 называется почти периоди-
ческим, если для каждых элемента a ∈ C0, числа r > 0 и последователь-
ности (hk)k≥1 действительных чисел существует такая подпоследовательность
(hkl)l≥1, что

lim
l1→∞,
l2→∞

sup
x∈B[a,r]

‖Shl1HS−hl1x− Shl2HS−hl2x‖C0 = 0.
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Это определение в случае линейного почти периодического оператора H
равносильно определению, которое использовалось Э. Мухамадиевым при ис-
следовании обратимости линейных функциональных операторов в пространстве
C0 [3, 4].

Определение 3. Оператор H : C0 → C0 называется автономным, если
ShHS−h = H для всех h ∈ R.

Очевидно, что автономный оператор является почти периодическим в смыс-
ле определения 2.

Пусть K — множество всех непустых компактных подмножеств K ⊂ E и
R(x) — множество значений функции x = x(t), т. е. множество {x(t) : t ∈ R}.
Для множества K ∈ K обозначим через DK множество всех элементов x ∈ C0,
для каждого из которых R(x) ⊂ K.

Удобным для дальнейшего будет следующее определение почти периоди-
ческого оператора, впервые рассмотренное автором в [5] в случае дискретных
уравнений.

Определение 4. Оператор H : C0 → C0 называется почти периодиче-
ским, если для каждых множества K ∈ K и последовательности (hmk)k≥1
действительных чисел существует такая подпоследовательность (hmkl

)l≥1, что

lim
l1→∞,
l2→∞

sup
x∈DK

‖Shml1
HS−hml1

x− Shml2
HS−hml2

x‖C0 = 0.

Заметим, что почти периодический в смысле определения 4 оператор H
может не быть почти периодическим в смысле определения 2 (соответствующий
пример приведен в § 5).

Рассмотрим функциональное уравнение

Fx = y, (2)

где F : C0 → C0 — почти периодический в смысле определения 4 оператор и
y ∈ B0.

Цель статьи — нахождение условий почти периодичности ограниченных
непрерывных решений уравнения (2), не использующих элементов H -класса
этого уравнения. При исследовании уравнения (2) будем применять функцио-
нал δ, определенный на множестве решений этого уравнения, являющихся эле-
ментами множества S =

⋃
K∈K

DK .

§ 2. Функционал δ

Фиксируем множество K ∈ K . Обозначим через N(F ,K) множество всех
решений уравнения (2), для каждого из которых R(x) ⊂ K. Предположим, что
N(F ,K) 6= ∅.

Рассмотрим элемент x∗ ∈ N(F ,K), для которого диаметр diamR(x∗) мно-
жества R(x∗), т. е. число sup{‖x1 − x2‖E : x1, x2 ∈ R(x∗)}, не равняется 0.
Также рассмотрим положительное число

r(x∗,K) = sup{‖x− y‖E : x ∈ R(x∗), y ∈ K}.

Фиксируем произвольное число ε ∈ [0, r(x∗,K)].
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Обозначим через �(x∗,K, ε) множество всех элементов z ∈ C0, для каждого
из которых

R(z) ⊂ K и ‖z − x∗‖C0 ≥ ε.

Рассмотрим функционал

δ(x∗,K, ε) = inf
z∈�(x∗,K,ε)

‖Fz −Fx∗‖C0 . (3)

Здесь Fx∗ можно заменить на y, где y — правая часть уравнения (2).
Используем функционал δ для исследования уравнения (2).

§ 3. Основная теорема

Приведем условия существования почти периодических решений уравне-
ния (2), которые в отличие от теоремы Америо о почти периодических реше-
ниях нелинейных дифференциальных уравнений (см. [2, 6]) не используют H -
класс уравнения (2) и условие разделенности решений уравнений H -класса
этого уравнения.

Теорема 1. Пусть K ∈ K , x∗ ∈ N(F ,K), diamR(x∗) 6= 0 и

δ(x∗,K, ε) > 0 (4)

для каждого ε ∈ (0, r(x∗,K)). Тогда x∗ почти периодично.
Замечание 1. Если diamR(x∗) = 0, то x∗ ∈ B0.

Доказательство. Предположим, что решение x∗ ∈ N(F ,K) уравнения
(2) не является элементом пространства B0. Тогда существует последователь-
ность (Shpx∗)p≥1, для которой каждая подпоследовательность (Skpx∗)p≥1 рас-
ходится в C0. Следовательно,

‖Skprx
∗ − Skqrx

∗‖C0 ≥ γ, r ≥ 1,

для некоторых последовательностей (pr)r≥1, (qr)r≥1 натуральных чисел и числа
γ ∈ (0, ρ), где ρ = diamR(x∗). Поэтому

S−kprSkqrx
∗ ∈ �(x∗,K, γ), r ≥ 1.

Не ограничивая общности доказательства, можно считать, что на основании
включения y ∈ B0

lim
r→∞

‖S−kpr y − S−kqr y‖C0 = 0. (5)

Заметим, что ρ ≤ r(x∗,K)). Можно также считать, что последовательность
(SkpFS−kpx)p≥1 сходится равномерно по x на DK . Поэтому

lim
p,q→∞

sup
x∈DK

‖SkpFS−kpx− SkqFS−kqx‖C0 = 0. (6)

Покажем, что
δ(x∗,K, γ) = 0. (7)

Очевидно, что на основании (3) и (6)

δ(x∗,K, γ) = inf
z∈�(x∗,K,γ)

‖Fz−Fx∗‖C0 ≤ ‖FS−kprSkqrx
∗−Fx∗‖C0 , r ≥ 1. (8)
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Поскольку
‖FS−kprSkqrx

∗ −Fx∗‖C0

= ‖S−kpr (SkprFS−kpr )Skqrx
∗ − S−kqr (SkqrFS−kqr )Skqrx

∗‖C0

≤ ‖S−kpr (SkprFS−kpr )Skqrx
∗ − S−kpr (SkqrFS−kqr )Skqrx

∗‖C0

+ ‖S−kpr (SkqrFS−kqr )Skqrx
∗ − S−kqr (SkqrFS−kqr )Skqrx

∗‖C0

= ‖(SkprFS−kpr )Skqrx
∗ − (SkqrFS−kqr )Skqrx

∗‖C0

+ ‖S−kprSkqr y − S−kqrSkqr y‖C0

≤ sup
x∈DK

‖SkprFS−kprx− SkqrFS−kqrx‖C0 + ‖S−kpr y − S−kqr y‖C0 , r ≥ 1,

на основании (5), (6) и (8) выполняется равенство (7). Это противоречит (4).
Следовательно, предположение, что решение x∗ ∈ N(F ,K) уравнения (2) не
является элементом пространства B0, ложное.

Теорема 1 доказана.

Замечание 2. Требование выполнения в теореме 1 соотношения (4) су-
щественно. В случае его невыполнения ограниченные решения уравнения (2)
могут не быть почти периодическими. Также это требование не является необ-
ходимым для почти периодичности решений уравнения (2), что подтверждается
следующим примером.

Пример. Рассмотрим пространство C0 в случае E = R и уравнение
G x = 0, (9)

где G : C0 → C0 — почти периодическое в смысле определения 4 отображение и
0 — нулевой элемент пространства C0. Предположим, что также G y = 0, если
‖y‖C0 ≤ 1. Множество таких отображений непусто: элементом этого множества
является отображение H : C0 → C0, определяемое соотношением

(H x)(t) = H(x(t)), t ∈ R,
где H : R → R — непрерывная функция, для которой H(x) = 0, если |x| ≤ 1, и
R(H) 6= {0}.

Очевидно, что каждая непрерывная на R функция x∗ = x∗(t), для которой
R(x∗) ⊂ [−1/4, 1/4] (эта функция может быть элементом множества C0 \B0 или
множества B0), является решением уравнения (9) и

δ(x∗,K, ε) = 0
для всех ε ∈ (0, r(x∗,K)), где K = [−1/2, 1/2].

§ 4. Случай линейного уравнения (2)

Применим теорему 1 для исследования линейных почти периодических
функциональных уравнений.

Обозначим через L(C0, C0) банахово пространство всех линейных непре-
рывных операторов A : C0 → C0 с нормой

‖A‖L(C0,C0) = sup
‖x‖C0=1

‖Ax‖C0 .

Рассмотрим линейный непрерывный почти периодический в смысле опре-
деления 4 оператор L : C0 → C0 и соответствующее линейное уравнение

L x = h, (10)
где h ∈ B0. Очевидно, что это уравнение — частный случай уравнения (2).

На основании теоремы 1 имеет место
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Теорема 2. Пусть K ∈ K . Если уравнение (10) имеет решение x∗ ∈
N(L ,K) и выполняется соотношение

δ(x∗,K, ε) > 0 (11)

для каждого ε ∈ (0, r(x∗,K)), то это решение почти периодическое.
Частным случаем теоремы 2 является

Теорема 3. Если уравнение (10) имеет решение x∗ ∈ S и выполняется
соотношение

inf
x∈S, ‖x‖C0=1

‖L x‖C0 > 0, (12)

то это решение почти периодическое.
Действительно, пусть K — произвольный элемент множества K , для ко-

торого x∗ ∈ N(L ,K). В силу (12) и линейности оператора L

δ(x∗,K, ε) > 0

для каждого ε > 0. Поэтому на основании теоремы 2 решение x∗ уравнения (10)
почти периодическое.

Замечание 3. В теоремах 2 и 3 оператор L может не быть почти перио-
дическим в смысле определения 2.

Замечание 4. Множество необратимых линейных непрерывных и почти
периодических в смысле определения 4 операторов L : C0 → C0, удовлетворя-
ющих соотношению (12), не является пустым множеством, что подтверждает
пример из § 5.

§ 5. Пример линейного необратимого почти
периодического в смысле определения 4

оператора, удовлетворяющего соотношению (12)

В качестве банахова пространства E возьмем пространство l1 числовых по-
следовательностей a = (a1, a2, . . . , ak, . . . ) над полем K, для каждой из которых
∞∑
k=1

|ak| <∞, с нормой

‖a‖l1 =
∞∑
k=1

|ak|.

Покажем, что существует почти периодический в смысле определения 4 и не
почти периодический в смысле определения 2 линейный непрерывный оператор
L : C0 → C0, для которого выполняется соотношение (12) и kerL 6= {0} (тогда
оператор L не будет иметь непрерывного обратного [7]).

Построение оператора L осуществим в три шага (пп. 5.1–5.3).

5.1. Подпространство S. Очевидно, что x + y, αx ∈ S, если x, y ∈ S
и α ∈ K. Поэтому S — векторное пространство. Это пространство, очевидно,
также является нормированным пространством с нормой ‖ · ‖C0 .

Покажем, что пространство S полное, т. е. замыкание множества значений
каждого элемента множества S является компактным множеством.

Пусть z ∈ S и ε— произвольное положительное число. Существует элемент
w ∈ S, для которого ‖z − w‖C0 < ε

2 и поэтому

inf{‖a− b‖l1 : a ∈ R(z), b ∈ R(w)} < ε

2
. (13)
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Пусть M — конечная ε
2 -сеть [7] для компактного множества R(w). Тогда на

основании (13) множество M будет конечной ε-сетью для множества R(z).
Следовательно, в силу произвольности выбора числа ε > 0 множество R(z)

компактно, а S — подпространство банахова пространства C0.

5.2. Подпространство span(Y ). Используем элементы

xk = (δk1, δk2, δk3, . . . ), k ∈ N,

пространства l1, где δkl — символ Кронекера. Очевидно, что для произвольных
чисел p ∈ N, β1, . . . , βp ∈ K и k1, . . . , kp ∈ N (ki 6= kj , если i 6= j)∥∥∥∥∥

p∑
l=1

βlxkl

∥∥∥∥∥
l1

=
p∑
l=1

|βl|. (14)

Рассмотрим попарно не пересекающиеся промежутки I1 = (−∞, 1) и Ik =
[ak−1, ak), k ≥ 2, где

ak =
k∑

l=m

1
m
,

объединение которых, очевидно, совпадает c R.
Определим функцию y : R → l1 равенством

y =
∑
n∈N

ωn(t)xn, (15)

где

ω1(t) =


1, если t < 0,
1− t, если t ∈ [0, 1),
0, если t ≥ 1,

ωn(t) =



0, если t < an−1,

n2(t− an−1), если an−1 ≤ t < an−1 + n−2,

1, если an−1 + n−2 ≤ t < an − n−2,

−n2(t− an), если an − n−2 ≤ t < an,

0, если t ≥ an,

n ≥ 2. (16)

Очевидно, что эта функция является элементом пространства C0.
Рассмотрим множество Y = {Shy : h ∈ R}, где Sh — оператор сдвига, что

определяется формулой (1), и линейную оболочку span(Y ) этого множества, т. е.
совокупность всех элементов

u =
p∑
l=1

βlShly,

где p ∈ N, β1, . . . , βp ∈ C и h1, . . . , hp ∈ R (предполагается, что hp > hp−1 > · · · >
h1, если p > 1). Очевидно, что span(Y ) — минимальное векторное подпростран-
ство пространства C0, содержащее Y . Это пространство является нормирован-
ным пространством с нормой ‖ · ‖C0 .

Полезным для дальнейшего является следующее утверждение.
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Лемма. Пусть u =
p∑
l=1

βlShly — произвольный ненулевой элемент про-

странства span(Y ) (здесь p ∈ N, β1, . . . , βp ∈ K, h1, . . . , hp ∈ R и hi 6= hj , если
i 6= j).

Тогда
1) для каждого числа ε > 0 существуют такие число τε и множество Mε ⊂

[τε,+∞), мера Лебега µ(Mε) которого меньше ε, что выполняется соотношение∥∥∥∥∥
(

p∑
l=1

βlShly

)
(t)

∥∥∥∥∥
l1

=
p∑
l=1

|βl| (17)

для всех t ∈ [τε,+∞) \Mε;
2) замыкание множества значений элемента u = u(t) в пространстве l1 не

является компактным множеством в этом пространстве.
Доказательство. Заметим, что

u(t) =

(
p∑
l=1

βlShly

)
(t) =

p∑
l=1

βly(t+ hl) (18)

для всех t ∈ R. Из определений функций y = y(t) и ωn(t), n ≥ 2 (см. (15)
и (16)), и требований к числам h1, . . . , hp вытекает, что для каждого числа
ε > 0 существуют достаточно большое число τε и множество Mε ⊂ [τε,+∞),
мера Лебега µ(Mε) которого меньше ε, такие, что каждому t ∈ [τε,+∞) \Mε

соответствуют элементы x1,t, . . . , xp,t ∈ {x1, x2, . . . , xk, . . . }, которые попарно не
совпадают между собой и для которых

y(t+ hl) = xl,t, l = 1, p. (19)

Поэтому на основании (14), (18) и (19) выполняется соотношение (17) для всех
t ∈ [τε,+∞) \Mε, т. е. п. 1 леммы доказан.

Для доказательства п. 2 рассмотрим произвольную возрастающую после-
довательность (tn)n≥1 элементов множества [τε,+∞) \Mε (здесь ε — число из
обоснования п. 1), для которой

tn+1 − tn > max
i 6=j

|hi − hj |, n ≥ 1.

Тогда
{x1,ti , . . . , xp,ti} ∩ {x1,tj , . . . , xp,tj} = ∅,

если i 6= j, i ≥ n, j ≥ n и n достаточно большое. Поэтому для произвольных
достаточно больших натуральных i и j (i 6= j) для ненулевого элемента u = u(t)
выполняются соотношения

‖u(ti)− u(tj)‖l1 =

∥∥∥∥∥
p∑
l=1

βly(ti + hl)−
p∑
l=1

βly(tj + hl)

∥∥∥∥∥
l1

=

∥∥∥∥∥
p∑
l=1

βlxl,ti −
p∑
l=1

βlxl,tj

∥∥∥∥∥
l1

= 2
p∑
l=1

|βl| > 0.

Отсюда вытекает, что замыкание множества значений элемента u = u(t) в про-
странстве l1 не является компактным множеством.

Лемма доказана.
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Таким образом, на основании леммы замыкание множества значений каж-

дого ненулевого элемента u =
p∑
l=1

βlShly ∈ span(Y ) не является компактным

множеством, т. е. u 6∈ S, если u 6= 0.
Далее покажем, что все элементы множества span(Y ) обладают аналогич-

ным свойством.
Пусть z ∈ span(Y ) и (zk)k≥1 — последовательность элементов из span(Y ),

для которой
lim
k→∞

‖zk − z‖C0 = 0. (20)

Поскольку для каждого k ≥ 1 существуют такие числа pk ∈ N, δ1,k, . . . , δpk,k ∈ R
и h1,k, . . . , hpk,k ∈ R (hi,k 6= hj,k, если i 6= j), что элемент zk = zk(t) представля-
ется в виде

zk(t) =
pk∑
l=1

δl,ky(t+ hl,k),

на основании леммы

‖zk‖C0 =
pk∑
l=1

|δl,k|, k ≥ 1.

Как при доказательстве п. 2 леммы, для каждого числа k ≥ 1 существует воз-
растающая последовательность (tk,n)n≥1, для которой lim

n→∞
tk,n = +∞, такая,

что
‖zk(tk,i)− zk(tk,j)‖l1 ≥ 2‖zk‖C0

для всех натуральных чисел i и j, не совпадающих между собой. Из этих
неравенств вытекает, что

‖z(tk,i)− z(tk,j)‖l1
≥ ‖zk(tk,i)− zk(tk,j)‖l1 − ‖(z(tk,i)− zk(tk,i))− (z(tk,j)− zk(tk,j))‖l1
≥ ‖zk(tk,i)− zk(tk,j)‖l1 − ‖z(tk,i)− zk(tk,i)‖l1 − ‖z(tk,j)− zk(tk,j)‖l1

≥ 2‖zk‖C0 − 2‖z − zk‖C0 , k ≥ 1, i 6= j.

Отсюда и из включения z ∈ span(Y ) на основании (20) получаем, что для неко-
торого γ > 0 и достаточно большого натурального k0

‖z(tk0,i)− z(tk0,j)‖l1 ≥ γ, i 6= j,

что означает некомпактность множества R(z) в l1.
Итак, span(Y ) — подпространство банахова пространства C0.

5.3. Оператор L . Сначала покажем, что для каждого элемента z = z(t)
пространства span(Y ) существует предел lim

t→−∞
z(t) и для некоторого числа α ∈

K, зависящего от z,
lim

t→−∞
z(t) = αx1. (21)

Очевидно, что на основании (15) и (18) для каждого u = u(t) ∈ span(Y )
существует предел

lim
t→−∞

u(t) =

(
p∑
l=1

βl

)
x1.
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Пусть (zk)k>1 — последовательность элементов пространства span(Y ), для
которой

lim
k→∞

‖zk − z‖C0 = 0, (22)

и пусть
lim

t→−∞
zk(t) = αkx1, (23)

где αk ∈ K. Предположим, что последовательность (αk)k≥1 сходится (это тре-
бование не уменьшает общности доказательства), т. е. для некоторого α ∈ K

lim
k→∞

αk = α. (24)

Очевидно, что для всех t ∈ R и k ≥ 1

z(t) = (z(t)− zk(t)) + (zk(t)− αkx1) + (αka− αx1) + αx1.

Поэтому для всех t ∈ R и k ≥ 1

‖z(t)− αx1‖l1 6 ‖z(t)− zk(t)‖l1 + ‖zk(t)− αkx1‖l1 + ‖αkx1 − αx1‖l1 .

Отсюда и из (23) вытекает, что

0 6 lim
t→−∞

‖z(t)− αx1‖l1 ≤ lim
t→−∞

‖z(t)− zk(t)‖l1 + lim
t→−∞

‖zk(t)− αkx1‖l1

+ lim
t→−∞

‖αkx1 − αx1‖l1 ≤ ‖z − zk‖C0 + ‖(αk − α)x1‖l1 .

Поскольку эти соотношения выполняются для всех k ≥ 1, на основании (22) и
(24) справедливо соотношение (21).

Рассмотрим подпространствоX = S⊕span(Y ) пространства C0. Заметим,
что каждый элемент x ∈ X единственным образом представляется в виде x =
u + v, где u ∈ S и v ∈ span(Y ). Действительно, если существуют два таких
представления

x = u1 + v1, x = u2 + v2 (u1, u2 ∈ S, v1, v2 ∈ span(Y )),

то u1 + v1 = u2 + v2 и, значит, при u1 = u2 получим v1 = v2, а при u1 6= u2
будет u1 − u2 = v2 − v1, что противоречит тому, что u1 − u2 ∈ S, поскольку
v2 − v1 ∈ span(Y ) \ {0} и S ∩ (span(Y ) \ {0}) = ∅.

Также рассмотрим подпространство Y = {kx1 : k ∈ K} пространства l1.
Используем линейный непрерывный функционал ψ : Y → K, определенный
равенством

ψ(kx1) = k.

Очевидно, что ‖ψ‖ = 1.
Рассмотрим линейный функционал ϕ : X → C, для которого ‖ϕ‖ = 1 и

который каждому элементу x = u+v (u ∈ S, v ∈ span(Y )) ставит в соответствие
число

ϕ(x) = ϕ(u) + ϕ(v),

где ϕ(u) = 0, ϕ(v) = ψ( lim
t→−∞

v(t)).
На основании теоремы Сухомлинова о продолжении линейного непрерыв-

ного функционала в комплексном пространстве [8] существует линейный непре-
рывный функционал l : C0 → K, для которого l(x) = ϕ(x) для всех x ∈ X и
‖l‖ = ‖ϕ‖.
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Перейдем к построению оператора L . Определим линейный непрерывный
оператор C : C0 → C0 с помощью формулы

Cx = l(x)y, x ∈ C0. (25)

Покажем, что этот оператор почти периодический в смысле определения 4 и не
почти периодический в смысле определения 2.

На основании (25)

ShCS−hx = l(S−hx)Shy, h ∈ R, (26)

для всех x ∈ C0 и l(S−hx) = 0, h ∈ R, для всех x ∈ S. Поэтому для каждого
компактного множества K ⊂ E замыкание множества {ShCS−hx : h ∈ R, x ∈
DK} в пространстве C0 компактно в C0, поскольку это множество совпадает с
{0}. Следовательно, оператор C почти периодический в смысле определения 4.
Однако замыкание множества {ShCS−h : h ∈ R} в пространстве L(C0, C0) не
компактно в L(C0, C0). Действительно, согласно (25) и (26) для элемента y,
определяемого с помощью (15), выполняется соотношение

ShCS−hy = Shy, h ∈ R,

поэтому
{ShCS−h : h ∈ R}y = {Shy : h ∈ R}. (27)

Если оператор C почти периодический в смысле определения 2, т. е. множе-
ство {ShCS−h : h ∈ R} предкомпактно в пространстве L(C0, C0), то также
предкомпактным в C0 является множество {ShCS−h : h ∈ R}y. На основании
равенства (27) предкомпактным в пространстве C0 должно быть и множество
{Shy : h ∈ R}. Однако оно не обладает таким свойством, поскольку элемент y
не является почти периодическим.

Оператор L : C0 → C0 определим с помощью формулы

L x = Ix− Cx, x ∈ C0,

где I : C0 → C0 — единичный оператор. Оператор I автономный и, следо-
вательно, почти периодический в смысле определения 2. Поскольку оператор
C : C0 → C0 почти периодический в смысле определения 4 и не почти периоди-
ческий в смысле определения 2, аналогичным свойством обладает и операторL .

Так как L x = Ix для всех x ∈ S, для L выполняется соотношение (12).
Из соотношений Cy = y и L y = Iy − Cy = y − y = 0 получаем kerL 6= {0}.

Таким образом, построение почти периодического в смысле определения 4
и не почти периодического в смысле определения 2 линейного непрерывного
оператора L : C0 → C0, для которого kerL 6= {0} и выполняется соотношение
(12), завершено.

§ 6. О применимости теорем 1–3

Операторы F и L в уравнениях (2) и (10) могут быть разностными. По-
этому результаты статьи применимы к исследованию ограниченных решений
почти периодических разностных уравнений. Примерами таких уравнений мо-
гут быть следующие нелинейное и линейное разностные уравнения:

G(t, x(t), x(t−�1), . . . , x(t−�m)) = h(t), t ∈ R, (28)
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A0(t)x(t) +
m∑
k=1

Ak(t)x(t−�k) = h(t), t ∈ R, (29)

где �1, . . . ,�m — произвольные вещественные числа, h ∈ B0, отображение G :
R×Em+1 → E непрерывное, операторные функции Ak : R → L(E,E), k = 0,m,
непрерывны и ограничены, а операторы

(G x)(t) = G(t, x(t), x(t−�1), . . . , x(t−�m)),

(A x)(t) = A0(t)x(t) +
m∑
k=1

Ak(t)x(t−�k),

действующие в пространстве C0, почти периодические. Можно было бы сфор-
мулировать утверждения о почти периодичности решений уравнений (28) и (29),
но мы этого не делаем, поскольку они аналогичны теоремам 1–3.

Также результаты статьи применимы к исследованию ограниченных ре-
шений почти периодических дифференциальных уравнений. Действительно,
пусть C1 — банахово пространство функций x ∈ C0, для каждой из которых
dx
dt ∈ C

0, с нормой

‖x‖C1 = max
{
‖x‖C0 ,

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
C0

}
.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

F

(
t, x(t),

dx(t)
dt

)
= h(t), t ∈ R, (30)

где h ∈ B0, F : R × E2 → E — непрерывное отображение и действующее из
пространства C1 в пространство C0 отображение

(F1x)(t) = F

(
t, x(t),

dx(t)
dt

)
почти периодическое. Задача о существовании почти периодических решений
уравнения (30) сводится к аналогичной задаче для функционального уравнения

F (t, (L−1y)(t), y(t)− (L−1y)(t)) = h(t), t ∈ R. (31)

Здесь L−1 : C0 → C1 — обратный оператор для оператора L : C1 → C0, опреде-
ляемого формулой

(Lx)(t) =
dx(t)
dt

+ x(t), t ∈ R.

Легко проверить, что

(L−1y)(t) =
+∞∫
0

e−sy(t− s)ds, t ∈ R,

Lx ∈ B0, если x ∈ C1∩B0, и L−1y ∈ C1∩B0, если y ∈ B0. В силу автономности
L−1 и почти периодичности F1 оператор

(F2y)(t) = F (t, (L−1y)(t), y(t)− (L−1y)(t))

почти периодический. Поэтому к уравнению (31) применима теорема 1, следо-
вательно, задачу о существовании почти периодических решений дифференци-
ального уравнения (30) можно решать с помощью теоремы 1.

Аналогичным образом теорему 1 можно применять к исследованию диф-
ференциально-функциональных уравнений.
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§ 7. Дополнительные замечания

Функционалы, аналогичные δ, применялись автором в [5, 9–16] для иссле-
дования нелинейных почти периодических функциональных, дискретных, раз-
ностных, дифференциальных и дифференциально-разностных уравнений.

Приведенные в § 3–5 результаты о почти периодических решениях функ-
циональных уравнений являются новыми. В отличие от теорем Америо [2, 6] и
Фавара [2, 17] в теоремах 1–3 не используются H -классы уравнений (2) и (10).
Также в теореме 1 не используется условие разделенности решений уравнений
H -класса уравнения (2).

Исследованию почти периодических уравнений посвящено много публика-
ций. Для обыкновенных линейных дифференциальных уравнений первые тео-
ремы о почти периодических решениях были доказаны Фаваром в [17], а для
нелинейных дифференциальных уравнений — Америо в [6]. В этих работах
существенно используются H -классы исследуемых уравнений, а в [6] — так-
же требование разделенности ограниченных решений уравнений. Результаты
Фавара существенно улучшены Э. Мухамадиевым [3, 4]. Обобщениям теорем
Мухамадиева посвящены работы [18–20]. Важные результаты в этом направле-
нии также принадлежат Б. М. Левитану [1], Америо [21] и В. В. Жикову [22].

Необходимым и достаточным условиям существования и единственности
ограниченных и почти периодических решений нелинейного дифференциаль-
ного уравнения

dx(t)
dt

+ f(x(t)) = h(t), t ∈ R,

где f : R → R — непрерывное отображение и h — элемент пространства C0 или
B0 в случае E = R, посвящена работа [23].
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