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Аннотация. Найдены базисы Гребнера — Ширшова для алгебры Ли Дринфель-
да — Коно Ln из [1] и алгебры Ли AP , построенной Кукиным в [2], где P — по-
лугруппа. В качестве следствия показано, что Z-модуль Ln свободен, и найден
Z-базис в Ln. Дано другое доказательство теоремы Кукина: если полугруппа P
имеет неразрешимую проблему слов, то алгебра Ли AP обладает тем же свойством.
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1. Введение

Базисы Гребнера и базисы Гребнера — Ширшова независимо ввели: А. И. Шир-
шов — для идеалов свободных (коммутативных, антикоммутативных) неассоци-
ативных алгебр [3, 4], свободных алгебр Ли [4, 5] и относительно свободных ас-
социативных алгебр [4, 5] (см. также [6, 7]); Хиронака [8] — для идеалов алгебр
степенных рядов (и формальных, и сходящихся) и Бухбергер [9] — для идеалов
алгебр многочленов.

Теория базисов Гребнера и Гребнера — Ширшова оказалась очень полезной
в различных областях математики, включая коммутативную и комбинаторную
алгебру (см., например, книги [10–15], статьи [6, 7, 9, 16–26] и обзоры [27–31]).

А. А. Марков [32], Пост [33], Тьюринг [34], П. С. Новиков [35] и Бун [36]
построили конечно представимые полугруппы и группы с неразрешимой про-
блемой слов. Этот результат также следует из теоремы Хигмана [37] о том,
что любая рекурсивно представимая группа вложима в конечно представимую
группу. Ослабленный аналог теоремы Хигмана для алгебр Ли доказан в [16],
где было показано, что существует конечно представимая алгебра Ли с нераз-
решимой проблемой слов.

Г. П. Кукин в [2] построил алгебру Ли AP для полугруппы P такую, что
если P имеет неразрешимую проблему слов, то это же справедливо для AP .
В настоящей статье мы находим базис Гребнера — Ширшова для AP и даем
другое доказательство результата Г. П. Кукина.
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Алгебра Ли Дринфельда — Коно Ln возникла в [38, 39] как алгебра Ли
голономий дополнения к объединению диагоналей zi = zj , i < j. Универ-
сальная связность Книжника — Замолодчикова имеет значения в этой алгебре
Ли. В данной статье мы находим базис Гребнера — Ширшова для алгебры
Ли Дринфельда — Коно Ln над Z и Z-базис Ln. Как следствие получаем про-
стое доказательство того факта, что Ln является итерированным полупрямым
произведением свободных алгебр Ли.

Мы очень благодарны профессору Л. А. Бокутю за его руководство и по-
лезные обсуждения результатов статьи.

2. Бриллиантовая лемма о композиции
для алгебр Ли над полем

Ради полноты изложения формулируем в данном разделе бриллиантовую
лемму о композиции (composition-diamond lemma) для алгебр Ли над полем (см.
подробнее в [4, 40, 41]).

Пусть k — поле, I — вполне упорядоченное множество индексов, X = {xi |
i ∈ I} — множество, X∗ — свободный моноид, порожденный X, и Lie(X) —
свободная алгебра Ли над k, порожденная X.

Упорядочим X = {xi | i ∈ I} правилом: xi > xt при i > t для любых i, t ∈ I.
Будем использовать два линейных порядка на X∗ (для любых u, v ∈ X∗):
(i) (lex-порядок) 1 � t, если t 6= 1, и по индукции если u = xiui и v = xjvj ,

то u � v тогда и только тогда, когда xi > xj или xi = xj и ui � vj ;
(ii) (deg-lex-порядок) u > v тогда и только тогда, когда deg(u) > deg(v) или

deg(u) = deg(v) и u � v, где deg(u) — длина u.
Будем рассматривать Lie(X) как алгебру Ли на свободной ассоциативной

алгебре k〈X〉, порожденную множеством X относительно лиевой скобки [u, v] =
uv − vu. Если f ∈ k〈X〉, то через f̄ обозначим старшее слово f относительно
deg-lex-порядка. Элемент f унитарен, если коэффициент при f̄ равен 1.

Определение 2.1. Ассоциативное слово w ∈ X∗ \ {1} называется ассоци-
ативным словом Линдона — Ширшова (ALSW для краткости), если

(∀u, v ∈ X∗, u, v 6= 1) w = uv ⇒ w > vu.

Неассоциативное слово (u) от X называется неассоциативным словом Лин-
дона — Ширшова (NLSW для краткости), обозначаемым [u], если

(i) u является ALSW;
(ii) если [u] = [(u1)(u2)], то (u1) и (u2) являются NLSW-словами;
(iii) если [u] = [[[u11][u12]][u2]], то u12 � u2.

Обозначим множества всех ALSW- и NLSW-слов от X через ALSW(X) и
NLSW(X) соответственно.

Для ALSW-слова w существует единственная расстановка скобок [w] та-
кая, что [w] является NLSW-словом: [w] = [[u][v]], если deg(w) > 1, где v —
наибольшее собственное ассоциативное подслово Линдона — Ширшова в w.

Лемма Ширшова. Предположим, что w = aub, где w, u ∈ ALSW(X).
Тогда

(i) [w] = [a[uc]d], где b = cd и допустимо равенство c = 1;
(ii) представив c в виде c = c1c2 . . . cn, где c1, . . . , cn ∈ ALSW(X) и c1 � c2 �

· · · � cn, и заменяя [uc] на [. . . [[u][c1]] . . . [cn]], получим слово

[w]u = [a[. . . [[[u][c1]][c2]] . . . [cn]]d],
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которое называется специальной расстановкой скобок Ширшова слова w отно-
сительно u;

(iii) [w]u = w.
Определение 2.2. Пусть S ⊂ Lie(X), где каждый s ∈ S унитарен, a, b ∈

X∗ и s ∈ S. Если as̄b — ALSW-слово, то называем [asb]s̄ = [as̄b]s̄|[s̄] 7→s специ-
альным нормальным S-словом, если [as̄b]s̄ определено, как в лемме Ширшова.
S-слово (asb) называется нормальным S-словом, если (asb) = as̄b.

Предположим, что f, g ∈ S. Тогда есть два типа композиций.
(i) Если w = f̄ = aḡb для некоторых a, b ∈ X∗, то многочлен (f, g)w =

f − [agb]ḡ называется композицией включения f и g относительно w.
(ii) Если слово w таково, что w = f̄ b = aḡ при некоторых a, b ∈ X∗ и deg(f̄)+

deg(ḡ) > deg(w), то многочлен (f, g)w = [fb]f̄ − [ag]ḡ называется композицией
пересечения f и g относительно w.

Слово w из (i) и (ii) называется неоднозначностью.
Пусть h — лиев многочлен и w ∈ X∗. Будем говорить, что h тривиален

по модулю (S,w) (обозначение: h ≡Lie 0 mod (S,w)), если h =
∑
i
αi(aisibi), где

каждое (aisibi) является нормальным S-словом и ais̄ibi < w.
Множество S называется базисом Гребнера — Ширшова в Lie(X), если лю-

бая композиция в S тривиальна по модулю S и соответствующего w.

Теорема 2.3 (бриллиантовая лемма о композиции для алгебр Ли над по-
лем). Пусть S ⊂ Lie(X) ⊂ k〈X〉 — непустое множество унитарных лиевых мно-
гочленов, а Id(S) — идеал в Lie(X), порожденный S. Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны.

(i) S — базис Гребнера — Ширшова в Lie(X).
(ii) f ∈ Id(S)⇒ f̄ = as̄b для некоторых s ∈ S и a, b ∈ X∗.
(iii) Irr(S) = {[u] ∈ NLSW(X) | u 6= as̄b, s ∈ S, a, b ∈ X∗} — линейный базис

в Lie(X|S) = Lie(X)/ Id(S).
Замечание. Бриллиантовая лемма о композиции также остается справед-

ливой, если мы заменим основное поле k произвольным коммутативным коль-
цом с единицей. В этом случае Lie(X|S) является свободным K-модулем с
базисом Irr(S).

3. Конструкция Кукина алгебры Ли
с неразрешимой проблемой слов

Пусть P = sgp〈x, y | ui = vi, i ∈ I〉 — полугруппа. Рассмотрим алгебру Ли

AP = Lie(x, x̂, y, ŷ, z|S),

где S состоит из следующих соотношений:
(1) [x̂x] = 0, [x̂y] = 0, [ŷx] = 0, [ŷy] = 0,
(2) [x̂z] = −[zx], [ŷz] = −[zy],
(3) bzuic = bzvic, i ∈ I.
Здесь bzuc означает левонормированную расстановку скобок.
В данном разделе строим базис Гребнера — Ширшова для алгебры Ли AP

и, используя данный результат, даем другое доказательство теоремы Кукина
(см. следствие 3.2).

Пусть x̂ > ŷ > z > x > y, отношение > является deg-lex-порядком на
{x̂, ŷ, x, y, z}∗ и ρ — конгруэнция на {x, y}∗, порожденная {(ui, vi), i ∈ I}. Пусть

(3)′ bzuc = bzvc, (u, v) ∈ ρ при u > v.
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Теорема 3.1. Во введенных выше обозначениях множество S1 = {(1), (2),
(3)′} является базисом Гребнера — Ширшова в Lie(x̂, ŷ, x, y, z).

Доказательство. Для любого u ∈ {x, y}∗ имеем bzuc = zu индукцией
по |u|. Все возможные композиции в S1 являются пересечениями (2), (3)′ и
включениями (3)′, (3)′.

При (2) ∧ (3)′, w = x̂zu, (u, v) ∈ ρ, u > v, f = [x̂z] + [zx], g = bzuc − bzvc.
Имеем

([x̂z] + [zx], bzuc − bzvc)w = [fu]f̄ − [x̂g]ḡ
≡ b([x̂z] + [zx])uc − [x̂(bzuc − bzvc)]

≡ bzxuc+ bx̂zvc ≡ bzxuc − bzxvc ≡ 0 mod (S1, w).

При (3)′∧(3)′ имеем w = zu1 = zu2e, e ∈ {x, y}∗, (ui, vi) ∈ ρ, ui > vi, i = 1, 2.
Справедливо

(bzu1c − bzv1c, bzu2c − bzv2c)w ≡ (bzu1c − bzv1c)− b(bzu2c − bzv2c)ec
≡ bbzv2cec − bzv1c ≡ bzv2ec − bzv1c ≡ 0 mod (S1, w),

значит, S1 = {(1), (2), (3)′} — базис Гребнера — Ширшова в Lie(x̂, ŷ, x, y, z). �

Следствие 3.2 (Г. П. Кукин [2]). Пусть u, v ∈ {x, y}∗. Тогда

u = v в полугруппе P ⇔ bzuc = bzvc в алгебре Ли AP .

Доказательство. Предположим, что u = v в полугруппе P . Без огра-
ничения общности можно считать, что u = au1b и v = av1b для некоторых
a, b ∈ {x, y}∗ и (u1, v1) ∈ ρ. Для любого r ∈ {x, y}, применяя (1), имеем [x̂r] = 0,
а потому bzxcc = b[zx̂]cc = [bzccx̂], bzycc = [bzccŷ] для любого c ∈ {x, y}∗. От-
сюда следует, что в AP справедливо bzuc = bzau1bc = bbzau1cbc = bbzu1

←̂−a cbc =
bzu1
←̂−a bc = bzv1

←̂−a bc = bzav1bc = bzvc, где ←−−−−−−−−xi1xi2 . . . xin = xinxin−1 . . . xi1 и
̂xi1xi2 . . . xin = x̂i1 x̂i2 . . . x̂in , xij ∈ {x, y}. Более того, (3)′ выполняется в AP .
Предположим, что bzuc = bzvc в алгебре Ли AP . Тогда bzuc и bzvc име-

ют одну и ту же нормальную форму в AP . Так как S1 — базис Гребнера —
Ширшова в AP по теореме 3.1, то bzuc и bzvc могут быть приведены к одной и
той же нормальной форме вида bzcc для некоторого c ∈ {x, y}∗ с учетом только
соотношения (3)′. Это означает, что u = c = v в P . �

По следствию 3.2 если полугруппа P имеет неразрешимую проблему слов,
то это же справедливо для алгебры Ли AP .

4. Базис Гребнера — Ширшова
для алгебры Ли Дринфельда — Коно Ln

В данном разделе находим базис Гребнера — Ширшова для алгебры Ли
Дринфельда — Коно Ln.

Определение 4.1 [1]. Пусть n > 2 — целое число. Алгебра Ли Дрин-
фельда — Коно Ln над Z определяется порождающими tij = tji для различных
индексов 1 ≤ i, j ≤ n− 1 и соотношениями

tijtkl = 0, tij(tik + tjk) = 0,

где i, j, k, l различны.
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Очевидно, что Ln имеет представление LieZ(T |S), где T = {tij | 1 ≤ i < j ≤
n− 1} и S состоит из следующих соотношений

tijtkl = 0, k < i < j, k < l, l 6= i, j, (1)

tjktij + tiktij = 0, i < j < k, (2)

tjktik − tiktij = 0, i < j < k. (3)

Упорядочим T : tij < tkl, если либо i < k, либо i = k и j < l. Пусть <
является deg-lex-порядком на T ∗.

Теорема 4.2. Пусть S = {(1), (2), (3)}, как и выше, < обозначает deg-lex-
порядок на T ∗. Тогда S — базис Гребнера — Ширшова для Ln.

Доказательство. Перечислим все возможные неоднозначности. Обозна-
чим через (i) ∧ (j) композицию типа (i) и типа (j).

При (1) ∧ (n), 1 ≤ n ≤ 3, есть следующие неоднозначности для w:
(1) ∧ (1) tijtkltmr (k < i < j, k < l, l 6= i, j, m < k < l, m < r, r 6= k, l),
(1) ∧ (2) tijtkltmk (k < i < j, k < l, l 6= i, j, m < k < l),
(1) ∧ (3) tijtkltml (k < i < j, k < l, l 6= i, j, m < k < l).
Для (2) ∧ (n), 1 ≤ n ≤ 3, возможны следующие неоднозначности для w:
(2) ∧ (1) tjktijtmr (m < i < j < k, m < r, r 6= i, j),
(2) ∧ (2) tjktijtmi (m < i < j < k),
(2) ∧ (3) tjktijtmj (m < i < j < k).
В случае (3) ∧ (n), 1 ≤ n ≤ 3, имеются следующие неоднозначности для w:
(3) ∧ (1) tjktiktmr (m < i < j < k, m < r, r 6= i, k),
(3) ∧ (2) tjktiktmi (m < i < j < k),
(3) ∧ (3) tjktiktmk (m < i < j < k).
Утверждается, что все композиции тривиальны относительно S.
Рассмотрим только случаи (1)∧ (1), (1)∧ (2), (2)∧ (1) и (2)∧ (2), остальные

рассматриваются аналогично.
В случае (1) ∧ (1) пусть f = tijtkl, g = tkltmr, k < i < j, k < l, l 6= i, j,

m < k < l, m < r, r 6= k, l. Тогда w = tijtkltmr и

(f, g)w = (tijtkl)tmr − tij(tkltmr) = (tijtmr)tkl mod (S,w).

Возможны три подслучая: r 6= i, j, r = i, r = j.
Подслучай 1. Если r 6= i, j, то

(tijtmr)tkl ≡ 0 mod (S,w).

Подслучай 2. Если r = i, то

(tijtmr)tkl = (tijtmi)tkl ≡ tkl(tmjtmi) ≡ (tkltmj)tmi + tmj(tkltmi) ≡ 0 mod (S,w).

Подслучай 3. Если r = j, то

(tijtmr)tkl = (tijtmj)tkl ≡ −tkl(tmjtmi)
≡ −(tkltmj)tmi − tmj(tkltmi) ≡ 0 mod (S,w).

В случае (1) ∧ (2) пусть f = tijtkl, g = tkltmk + tmltmk, k < i < j, k < l,
l 6= i, j, m < k < l. Тогда w = tijtkltmk и

(f, g)w = (tijtkl)tmk − tij(tkltmk + tmltmk) = (tijtmk)tkl − tij(tmltmk)
≡ −tij(tmltmk) ≡ −(tijtml)tmk − tml(tijtmk) ≡ 0 mod (S,w).



Базисы Гребнера — Ширшова некоторых алгебр Ли 235

В случае (2) ∧ (1) пусть f = tjktij + tiktij , g = tijtmr, m < i < j < k, m < r,
r 6= i, j. Тогда w = tjktijtmr и

(f, g)w = (tjktij + tiktij)tmr − tjk(tijtmr) ≡ (tjktmr)tij + (tiktmr)tij mod (S,w).

Возможны два подслучая: r 6= k, r = k.
Подслучай 1. Если r 6= k, то

(tjktmr)tij + (tiktmr)tij ≡ 0 mod (S,w).

Подслучай 2. Если r = k, то

(tjktmr)tij + (tiktmr)tij = (tjktmk)tij + (tiktmk)tij
≡ −tij(tmktmj)− tij(tmktmi) ≡ (tijtmj)tmk + (tijtmi)tmk

≡ −tmk(tmjtmi) + tmk(tmjtmi) ≡ 0 mod (S,w).

В случае (2)∧ (2) пусть f = tjktij + tiktij , g = tijtmi + tmjtmi, m < i < j < k.
Тогда w = tjktijtmi и

(f, g)w = (tjktij + tiktij)tmi − tjk(tijtmi + tmjtmi)
= (tjktmi)tij + (tiktmi)tij + tik(tijtmi)− tjk(tmjtmi)

≡ tij(tmktmi)− tik(tmjtmi)− tjk(tmjtmi)
≡ −(tijtmi)tmk + (tiktmi)tmj − (tjktmj)tmi

≡ −tmk(tmjtmi)− (tmktmi)tmj + (tmktmj)tmi ≡ 0 mod (S,w).

Следовательно, S — базис Гребнера — Ширшова для Ln. �

Пусть L — алгебра Ли над коммутативным кольцом K, L1 — идеал в L, а
L2 — подалгебра в L. Назовем L полупрямым произведением L1 и L2, если L
есть сумма K-модулей L = L1 ⊕ L2.

Из теорем 2.3 и 4.2 немедленно вытекают

Следствие 4.3. Алгебра Ли Дринфельда — Коно Ln является свободным
Z-модулем с Z-базисом

Irr(S) = {[tik1tik2 . . . tikm ] | tik1tik2 . . . tikm — ALSW в T ∗, m ∈ N}.

Следствие 4.4 [1]. Ln является итерированным полупрямым произведе-
нием свободных алгебр Ли.

Доказательство. Пусть Ai — свободная алгебра Ли, порожденная {tij |
i < j ≤ n− 1}. Очевидно, что

Ln = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An−2

является суммой Z-модулей и из соотношений (1)–(3) имеем

Ai / Ai + Ai+1 + · · ·+ An−2. �

Замечание. Если заменим в данной статье основное поле k (кольцо Z)
произвольным коммутативным кольцом K с единицей, то все результаты также
остаются справедливыми.
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