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ВЫСОТА ГРАНЕЙ 3–МНОГОГРАННИКОВ

О. В. Бородин, А. О. Иванова

Аннотация. Высота грани в 3-многограннике есть максимальная степень инци-
дентных ей вершин, а высота h 3-многогранника есть минимум высот его граней.
Грань называется пирамидальной, если она является либо 4-гранью, инцидентной
трем 3-вершинам, либо 3-гранью, инцидентной двум вершинам степени не больше 4.
При наличии пирамидальных граней h может быть сколь угодно большой, поэтому
далее предполагается, что пирамидальных граней нет.

В 1940 г. Лебег доказал, что h ≤ 11 в каждом четыреангулированном 3-мно-
гограннике. В 1995 г. эта оценка была улучшена С. В. Августиновичем и О. В. Бо-
родиным до 10. Недавно эта оценка улучшена нами до точной оценки 8.

Для плоских триангуляций без 4-вершин О. В. Бородин (1992 г.), подтвердив
гипотезу Коцига (1979 г.), доказал, что h ≤ 20, причем оценка неулучшаема; далее
для всех триангулированных 3-многогранников он (1998 г.) доказал, что h ≤ 20.
Для многогранников без треугольников нами недавно получена точная оценка 10.

Для произвольных многогранников Хорняк и Йендроль (1996 г.) доказали,
что h ≤ 23. В настоящей статье эта оценка улучшена до точной оценки 20.
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1. Введение

Под 3-многогранником мы понимаем конечный выпуклый трехмерный мно-
гогранник. Как доказал Штейниц [1], 3-многогранники взаимно однозначно
соответствуют 3-связным плоским графам.

Плоская карта — это связный плоский псевдограф, т. е. петли и кратные
ребра в плоской карте допускаются. Плоская карта называется нормальной

(НПМ), если каждая ее вершина и грань инцидентны не менее чем трем ребрам.
Понятно, что каждый 3-многогранник является НПМ.

Степень d(x) вершины или грани x в НПМ M есть число инцидентных ей
ребер. k-Вершина и k-грань суть вершина и грань степени k, k+-вершина имеет
степень не менее k, k−-грань имеет степень не более k, и т. д.

Высота h(f) грани f в M есть максимальная степень вершин, инцидентных
грани f . Высота h(M) (или просто h) карты M есть минимальная высота
граней в M .

Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (коды проектов 15–01–05867, 16–01–00499) и Совета по грантам
президента РФ и государственной поддержке ведущих научных школ (код проекта НШ–
1939.2014.1), работа второго автора выполнена в рамках государственной работы «Органи-
зация проведения научных исследований».
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3-Грань называется пирамидальной, если она инцидентна не менее чем двум
4−-вершинам, а 4-грань называется пирамидальной, если она инцидентна не
менее чем трем 3-вершинам.

При наличии в M пирамидальных граней h может быть сколь угодно боль-
шой. Действительно, в двойной n-пирамиде каждая грань имеет степень 3 и
инцидентна двум 4-вершинам и n-вершине. Для получения плоской четыреан-
гуляции, в которой каждая грань инцидентна трем 3-вершинам и n-вершине,
внутрь и снаружи 2n-цикла поместим по вершине, одну из которых соединим
с «четными» вершинами цикла, а другую — с «нечетными». В дальнейшем
рассматриваем НПМ без пирамидальных граней.

Напомним несколько результатов о структуре 5−-граней в НПМ без пира-
мидальных граней. Через δ обозначим минимальную степень вершин в M . Бу-
дем говорить, что f является гранью типа (k1, k2, . . . ), или просто (k1, k2, . . . )-
гранью, если набор степеней инцидентных ей вершин мажорируется вектором
(k1, k2, . . . ).

В 1940 г. Лебег [2] дал приближенное описание 5−-граней в нормальных
плоских картах.

Теорема 1 [2]. Каждая нормальная плоская карта содержит 5−-грань од-

ного из следующих типов:

(3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17), (3, 10, 14), (3, 11, 13),

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7),

(3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

Классическая теорема 1, наряду с другими идеями Лебега [2], имеет мно-
гочисленные приложения к проблемам раскраски плоских графов (первые при-
меры таких приложений и недавний обзор можно найти в [3, 4]). В 2002 г.
О. В. Бородин [5] улучшил теорему 1 по шести параметрам, не ухудшая осталь-
ных ее параметров, однако вопрос о неулучшаемой версии теоремы 1 остается
открытым, даже для частного случая четыреангуляций. Точные описания по-
лучены для НПМ с δ = 5 [6] и δ ≥ 4 [7] и для триангуляций [8].

Некоторые параметры теоремы Лебега были улучшены для специальных
классов плоских графов. В 1989 г. О. В. Бородин [6] доказал, подтвердив гипо-
тезу Коцига [9] 1963 г., что каждая нормальная плоская карта с δ = 5 содержит
(5, 5, 7)-грань или (5, 6, 6)-грань, где все параметры точны. Этот результат так-
же подтвердил гипотезу Грюнбаума [10] 1975 г. о том, что циклическая связ-
ность (определяемая как минимальное число ребер, удаление которых из гра-
фа позволяет получить две компоненты, каждая из которых содержит цикл)
каждого 5-связного плоского графа не более 11, причем оценка точна (ранее
Пламмером [11] была получена оценка 13).

Для плоских триангуляций без 4-вершин Коциг [12] доказал, что h ≤ 30,
а O. В. Бородин [13], подтвердив гипотезу Коцига [12], доказал, что h ≤ 20;
эта оценка неулучшаема, как следует из конструкции, получаемой из икосаэдра
двукратной вставкой 3-вершин во все грани. O. В. Бородин [14] далее показал,
что h ≤ 20 для каждого триангулированного 3-многогранника.

В 1940 г. Лебег [2] доказал, что в каждом четыреангулированном 3-много-
граннике h ≤ 11. В 1995 г. эта оценка была улучшена С. В. Августиновичем
и О. В. Бородиным [15] до 10. Недавно эта оценка улучшена нами до точной
оценки 8 [16], а для многогранников без треугольников получена точная оценка
10 [17].
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O. В. Бородин и Д. В. Лопарев [18] при дополнительном предположении
об отсутствии (3, 5,∞)-граней доказали, что найдется либо 3-грань высоты не
более 20, либо 4-грань высоты не более 11, либо 5-грань высоты не более 5, где
оценки 20 и 5 неулучшаемы. Заметим, что в силу конструкции Хорняка и Йенд-
роля [19] при наличии (3, 5,∞)-граней высота 5−-граней может достигать 30.
С другой стороны, в [19] доказано, что всегда найдется 5−-грань высоты не
более 39.

Другие результаты, связанные с теоремой Лебега, можно найти в уже упо-
мянутых статьях, а также в [20–28].

Для произвольных многогранников Хорняк и Йендроль [19] в 1996 г. дока-
зали, что h ≤ 23. В настоящей статье улучшим эту оценку до точной оценки 20.

Теорема 2. Каждая нормальная плоская карта без пирамидальных граней

содержит грань высоты не более 20; оценка точна.

Следствие 3. Каждый 3-многогранник без пирамидальных граней содер-

жит грань высоты не более 20; оценка точна.

2. Доказательство теоремы 2

Оценка 20 достигается на конструкции, описанной во введении.
Предположим, что нормальная плоская карта M ′ является контрпримером

к теореме 2. Исходя из M ′, построим контрпример M к теореме 2, обладающий
рядом полезных свойств.

Операцией D1 назовем вставку в 4+-грань f диагонали, инцидентной 21+-
вершине и разрезающей f на две непирамидальные грани. Операция D2 состоит
во вставке 3-вершины в грань xyz, где d(x) ≥ 21, d(y) ≥ 21, а d(z) = 5. Ясно, что
операция D2 не порождает пирамидальных граней, а любое применение каждой
из операций D1 и D2 переводит контрпример в контрпример.

Применив к M ′ сначала операцию D1 максимальное число раз, а затем
операцию D2 тоже максимальное число раз, получаем искомый контрпример M .

2.1. Структурные свойства контрпримера M .
(P1) В M нет 6+-граней.

Поскольку любая грань f инцидентна 21+-вершине, применим к ней опе-
рацию D1, разделив f на две непирамидальные 4+-грани.

(P2) В M нет 4+-грани f = . . . xyz, где d(y) ≥ 21, а обе вершины x и z

являются 5+-вершинами.

К такой грани можно применить операцию D1, разделив ее на две непира-
мидальные 3+-грани.

(P3) В M нет 4-грани f = wxyz, где d(y) ≥ 21, а d(x) = d(z) = 3.

Поскольку в M нет пирамидальных 4-граней, d(w) ≥ 4 и к f можно при-
менить операцию D1.

(P4) В M на расстоянии два от 21+-вершины в границе 4+-грани может

находиться только 3-вершина.

В противном случае применим операцию D1, соединив 21+-вершину с 4+-
вершиной на расстоянии два.

(P5) В M нет 5-вершин.

Пусть d(y) = 5 в границе грани f = . . . xyz. Если x и z являются 21+-
вершинами, то d(f) = 3 согласно D1, а значит, можно применить операцию
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D2; противоречие. Если d(x) ≤ 20 и d(z) ≤ 20, то можно соединить y с 21+-
вершиной, инцидентной грани f . Следовательно, степени смежных с y вершин
чередуются (21+ и 20−), что противоречит нечетности d(y).

(P6) В M нет 3-вершины, инцидентной в точности двум 3-граням.

Пусть 3-вершина v инцидентна 4+-грани и граням vv1v2 и vv2v3. Заметим,
что d(v1) ≥ 6 и d(v3) ≥ 6. Если d(v1) ≥ 21, то можно применить D1, вставив
диагональ v1v3. Если d(v1) ≤ 20 и d(v3) ≤ 20, то можно соединить v с 21+-
вершиной в инцидентной 4+-грани.

2.2. Перераспределение зарядов. Из формулы Эйлера |V |−|E|+|F | = 2
для M получаем

∑

v∈V

(d(v) − 6) +
∑

f∈F

(2d(f) − 6) = −12, (1)

где V , E и F — множества вершин, ребер и граней в M соответственно.
Зададим начальный заряд µ(x) формулами µ(x) = d(x) − 6 для каждого

x ∈ V и µ(x) = 2d(x) − 6 для каждого x ∈ F . Используя свойства M как
контрпримера, локально перераспределим заряды, сохранив их сумму, таким
образом, что новый заряд µ′(x) окажется неотрицательным для всех x ∈ V ∪F .
Это будет противоречить тому факту, что сумма новых зарядов в соответствии
с (1) равна −12.

Обозначим через v1, v2, . . . , vd(v) соседей вершины v в циклическом порядке.
4-Грань wxyz называется особой, если d(x) = d(w) = 3, 4 ≤ d(y) ≤ 20 и d(z) ≥
21. Назовем 3-вершину v плохой, если v инцидентна треугольнику v1vv2, где
d(v1) ≥ 21, 6 ≤ d(v2) ≤ 20, особой грани vv2xv3 и 4+-грани . . . v1vv3 (рис. 1, R3).
Заметим, что d(x) ≥ 21. Вершина, инцидентная только 3-граням, называется
симплициальной.

Будем использовать следующие правила перераспределения зарядов (см.
рис. 1).

R1. Каждая 3-вершина, не инцидентная 3-граням, получает 1 от каждой

инцидентной грани.

R2. Каждая 3-вершина v, инцидентная единственному треугольнику T =
v1vv2, где d(vi) ≥ 21, 1 ≤ i ≤ 2, получает 1

2 от каждой vi через T и по 1 от

каждой из двух инцидентных 4+-граней.

R3. Каждая плохая 3-вершина v, инцидентная треугольнику T = v1vv2, где

d(v1) ≥ 21, 6 ≤ d(v2) ≤ 20, и особой грани f = vv2xv3, где d(x) ≥ 21, получает 3
4

от v1 через T , 1
4 от x через f и 1 от каждой из двух инцидентных 4+-граней.

R4. Каждая 3-вершина v, инцидентная единственному треугольнику T =
v1vv2, где d(v1) ≥ 21, 6 ≤ d(v2) ≤ 20, и неособой 4+-грани f = . . . v2vv3, получает
3
4 от v1 через T , 5

4 от f и 1 от другой инцидентной 4+-грани.

R5. Каждая симплициальная 3-вершина, смежная с тремя 21+-вершинами,

получает 1
2 от каждой из них через каждую инцидентную грань.

R6. Каждая симплициальная 3-вершина, смежная в точности с двумя 21+-

вершинами, получает 3
4 от каждой из них через каждую инцидентную грань.

R7. Каждая 4-вершина v, инцидентная треугольнику T = v1vv2, где d(vi) ≥
21, 1 ≤ i ≤ 2, получает 1

4 от каждой vi через T .

R8. Каждая 4-вершина v, инцидентная треугольнику T = v1vv2, где d(v1) ≥
21, 6 ≤ d(v2) ≤ 20, получает 1

2 от v1 через T .
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R9. Каждая 4-вершина, инцидентная особой грани f , получает 1
2 через f

от 21+-вершины, инцидентной f .

R10. Каждая 4-вершина получает 1
2 от каждой инцидентной неособой 4+-

грани.
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Рис. 1. Правила перераспределения зарядов.

2.3. Доказательство неравенства µ′(x) ≥ 0 для x ∈ V ∪ F .

Случай 1: f ∈ F . Согласно (P1) d(f) ≤ 5, поскольку каждая грань в
M инцидентна 21+-вершине. Пусть d(f) = 5. Если f не передает заряд по
правилу R4, то µ′(f) ≥ 2 · 5 − 6 − 4 · 1 = 0. В противном случае в границе f

существует цепь из 3-вершины, вершины степени от 6 до 20 и 21+-вершины.
Отсюда µ′(f) ≥ 4 − 3 · 5

4 > 0 по R1–R10.
Пусть d(f) = 4. Если f инцидентна двум 3-вершинам, то µ′(f) = 2−2 ·1 = 0

по R1–R4. Остается предположить ввиду (P4), что f инцидентна в точности
одной 3-вершине v. Если f не передает v заряд 5

4 по R4, то µ′(f) ≥ 2−1−2· 12 = 0
по R1–R4 и R10. В противном случае f инцидентна не менее чем двум 6+-
вершинам, а значит, µ′(f) ≥ 2 − 1

2 − 5
4 > 0 по R4, R10.

Если d(f) = 3, то f не участвует в R1–R10, откуда µ′(f) = µ(f) = 0.

Случай 2: v ∈ V . Заметим, что по правилам R2–R9 заряд между верши-
нами передается только от 21+-вершин 4−-вершинам. Более того, вершина v

через каждую инцидентную грань передает не более 3
4 . Если d(v) ≥ 24, то

µ′(f) ≥ d(v) − 6 − d(v) · 3
4 = d(v)−24

4 ≥ 0.
Пусть 21 ≤ d(v) ≤ 23. Если бы v передавала через каждую грань заряд

3
4 , то 23-вершина имела бы дефицит 1

4 , а 22- и 21-вершины — дефицит 1
2 и 3

4
соответственно. Далее убедимся, что на самом деле на некоторых гранях вер-
шина v экономит заряд по отношению к уровню 3

4 . Чтобы оценить суммарный
заряд, передаваемый вершиной v, понадобятся следующие замечания.
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(S1) Через неособую 4+-грань v передает нулевой заряд, т. е. v экономит
на такой грани 3

4 .
(S2) Экономия v на инцидентной (6+, 6+, 21+)-грани равна 3

4 .
(S3) Через особую (3, 3, 6+, 21+)-грань вершина v может передавать 1

4 по
R3 плохой 3-вершине, т. е. экономит на такой грани заряд 1

2 .
(S4) Через особую (3, 3, 4, 21+)-грань вершина v передает 1

2 по R9, т. е.
экономит 1

4 .
(S5) Через 3-грань, инцидентную 4-вершине, v передает не более 1

2 по R7,
R8, поэтому экономит не менее 1

4 .
(S6) Как следует из (S1), (S4) и (S5), наличие 4-вершины w, смежной с v,

влечет суммарную экономию на двух гранях, инцидентных ребру vw, не ме-
нее 1

2 .
(S7) Экономия может оказаться равной нулю, только если v смежна с

3-вершиной в границе 3-грани (см. R3, R4 и R6).

Подслучай 2.1: d(v) = 23. Чтобы погасить дефицит в 1
4 , достаточно

иметь при v грань с ненулевой экономией. Согласно (S7) вершина v симплици-
альна, при v нет 4-вершин, а степени соседей вершины v чередуются с 3 на 6+.
Ввиду нечетности d(v) последнее невозможно.

Подслучай 2.2: d(v) = 22. Согласно (S1)–(S6) вершина v симплициаль-
на, при v нет 4-вершин, а степени соседей вершины v чередуются с 3 на 6+,
причем каждая 3-вершина при v симплициальна по (P6). Кроме того, каж-
дая 3-вершина должна быть смежна с 20−-вершиной, в противном случае v на
двух 3-гранях при такой 3-вершине сэкономит 2 · 1

4 (см. R5). Отсюда следует,
что имеет место чередование 20−-вершин с 21+-вершинами (через 3-вершины).
Последнее невозможно ввиду того, что таких вершин при v нечетное число.

Подслучай 2.3: d(v) = 21. Напомним, что надо найти суммарную эконо-
мию в 3

4 . Ввиду (P2) и (S2) такая экономия достигается, если рядом с v есть две
соседние 6+-вершины. Иначе из-за нечетности d(v) найдутся две соседние 4−-
вершины v1 и v21. Если d(v1) = d(v21) = 4, то на неособой грани f21 = . . . v1vv21

вершина v экономит 3
4 . Поскольку d(v1) = d(v21) = 3 противоречит свойству

(P3), то d(v1) = 3, d(v21) = 4, т. е. f21 особая благодаря (S1). На гранях f21

и f20 = . . . v20vv21 вершина v экономит не менее 1
4 + 1

4 по (S6), поэтому можно
считать, что на остальных 19 гранях экономии нет.

Согласно (S7) все эти 19 граней являются треугольниками, инцидентными
3-вершинам. Ввиду отсутствия пирамидальных граней d(v1) = d(v3) = · · · =
d(v19) = 3, причем каждая из этих 3-вершин, кроме v1, симплициальна благо-
даря (P6).

Если d(v2) ≥ 21, то v экономит еще 1
4 на грани v1vv2 согласно правилу

R2, поэтому d(v2) ≤ 20. Отсюда следует, что d(v4) ≥ 21, поскольку h(M) ≥
21, и на четных вершинах начиная с v4 имеем чередование 21+-вершин с 20−-
вершинами. Следовательно, d(v20) ≥ 21, а это значит, что d(f20) = 3 ввиду
(P4), поэтому v экономит на f20 не менее 1

2 . С учетом экономии в 1
4 на f21

имеем µ′(v) ≥ 0.

Подслучай 2.4: 6 ≤ d(v) ≤ 20. Поскольку v не участвует в R1–R10, то
µ′(v) = µ(v) = d(v) − 6 ≥ 0.

Подслучай 2.5: d(v) = 4. Заметим, что v получает 1
2 по R7–R10 от

каждой инцидентной грани или через таковую, отсюда µ′(v) ≥ −2 + 4 · 1
2 = 0.
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Подслучай 2.6: d(v) = 3. Заметим, что ввиду (P6) вершина v инцидентна
не более чем одной 3-грани, поэтому µ′(v) = −3 + 3 = 0 согласно R1–R6.

Таким образом, доказали, что µ′(x) ≥ 0 для всех x ∈ V ∪ F , что противо-
речит (1) и тем самым завершает доказательство теоремы 2.
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19. Horňák M., Jendrol’ S. Unavoidable sets of face types for planar maps // Discuss. Math.

Graph Theory. 1996. V. 16, N 2. P. 123–142.
20. Jendrol’ S., Voss H.-J. Light subgraphs of graphs embedded in the plane – a survey // Discrete

Math.. 2013. V. 313, N 4. P. 406–421.
21. Бородин О. В., Вудал Д. Р. Вес граней в плоских картах // Мaт. заметки. 1998. Т. 64,

№ 5. С. 648–657.
22. Borodin O. V., Woodall D. R. Cyclic degrees of 3-polytopes // Graphs Comb.. 1999. V. 15.

P. 267–277.
23. Бородин О. В. Совместное обобщение теорем Лебега и Коцига о комбинаторике плоских

графов // Дискрет. математика. 1991. Т. 3, № 4. С. 24–27.
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