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Аннотация. Изучается решетка квазимногообразий аксиоматического ранга не
выше трех нильпотентных групп без кручения ступени не более трех. Доказа-
но, что эта решетка имеет континуальную мощность и содержит подрешетку, по-
рядково изоморфную множеству действительных чисел. Также установлено, что
решетка квазимногообразий аксиоматического ранга не более двух этих групп —
5-элементная цепь.
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Введение

Аксиоматический ранг является одной из важных характеристик Q-теорий
(т. е. множества всех квазитождеств, истинных во всех группах данного класса).
Задача о нахождении аксиоматических рангов Q-теорий широко изучалась для
Q-теорий многообразий. Подробную информацию об этом можно найти в книге
Нейман [1]. А. И. Мальцев [2, 13.1] привлек внимание к изучению аксиоматиче-
ских рангов Q-теорий произвольных классов алгебраических систем. Исследо-
вания в этом направлении нашли свое отражение в обзоре Д. М. Смирнова [3].
У автора совместно с В. А. Горбуновым в [4] впервые возникла идея рассмат-
ривать квазимногообразия с точки зрения невложимости. В [4] исследовались
классы групп, в каждую из которых не вложима данная конечно определенная
подпрямо неразложимая группа. Эти классы оказались квазимногообразиями
конечных аксиоматических рангов. В дальнейшем серьезное влияние на изуче-
ние аксиоматических рангов оказала задача, поставленная Д. М. Смирновым
в [5, вопрос 3.52], об аксиоматическом ранге Q-теории свободной неабелевой
группы.

Известно, что аксиоматические ранги квазимногообразий, порожденных
большинством важнейших классов групп, бесконечны (см. статьи автора [6–
8]). В процессе развития теории квазимногообразий алгебраических систем
роль понятия аксиоматического ранга возросла. Ясно, что множество всех ква-
зимногообразий, имеющих в данном квазимногообразии N аксиоматический
ранг, меньший или равный n, частично упорядочено относительно включения и
образует решетку, обозначаемую через Ln

q (N ). Оказалось, что во многих слу-
чаях изучение решетки квазимногообразий сводится к изучению решеток вида
Ln
q (N ). Например, из работ В. А. Горбунова [9] и В. И. Туманова [10] следует,
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что решетка Ln
q (N ) является гомоморфным образом решетки Lq(N ) квазим-

ногообразий, содержащихся в N . Более того, если N — локально конечное
квазимногообразие, то решетка Lq(N ) аппроксимируется решетками Ln

q (N ).
Также решетка Lq(N ) [11] является обратным пределом решеток вида Ln

q (N ).
Вследствие этого изучение решеток Ln

q (N ) можно рассматривать как естествен-
ный подход к исследованию решетки Lq(N ).

Подробную информацию об аксиоматических рангах многообразий ниль-
потентных групп можно найти в [1]. Q-теории 2-порожденных групп данного
аксиоматического ранга исследовались Е. С. Половниковой в [12]. Е. С. По-
ловникова в [13] доказала, что не существует неабелевых квазимногообразий
нильпотентных групп без кручения ступени ≤ 2 аксиоматических рангов 2 и 3.
Заметим, что это описание квазимногообразий аксиоматических рангов 2 и 3
весьма удачно использовалось С. А. Шаховой в [14] при рассмотрении свобод-
ных конструкций в квазимногообразиях нильпотентных групп. Отметим, что
квазимногообразия метабелевых групп без кручения аксиоматического ранга 2
исследовались Ю. А. Авциновой [15, 16].

В данной работе найдено описание квазимногообразий нильпотентных
групп без кручения ступени не выше трех аксиоматического ранга 2. Как след-
ствие, получено, что 5-элементная цепь является гомоморфным образом решет-
ки Lq(N3,∞) квазимногообразия нильпотентных групп без кручения ступени не
выше трех. Также в работе доказана континуальность решетки L3

q(N3,∞) ква-
зимногообразий нильпотентных групп без кручения ступени не выше трех акси-
оматического ранга не более трех. Оказалось, что решетка L3

q(N3,∞) содержит
цепь, порядково изоморфную множеству действительных чисел.

Используемые в работе обозначения и сведения из теории групп можно
найти в [1, 17], а из теории квазимногообразий групп — в [2, 18, 19].

§ 1. Предварительные замечания

Напомним некоторые понятия и определения.
Говорят, что аксиоматический ранг квазимногообразия K в данном классе

N (K ⊆ N ) равен n, если K можно задать в N системой квазитождеств от n
переменных и нельзя задать никаким множеством квазитождеств от меньшего
числа переменных. Если такого числа n не существует, тоK имеет бесконечный
аксиоматический ранг в N .

Через Ln
q (N ) обозначим решетку квазимногообразий групп, содержащихся

в N и имеющих в N аксиоматический ранг, меньший или равный n, а через
Lq(N ) — решетку квазимногообразий групп, содержащихся в N .

Через Nc обозначаем многообразие всех нильпотентных групп ступени не
выше c, Nc,∞ — класс групп без кручения из Nc, Fr(N ) — свободная группа
в квазимногообразии N ранга r, qG — квазимногообразие, порожденное груп-
пой G.

Через gr(S) будем обозначать группу, порожденную множеством S, через
(a) — циклическую группу, порожденную элементом a. Кроме того, Z — беско-
нечная циклическая группа, G′ — коммутант группы G, Z(G) — центр G. Как
обычно, γ1(G) = G, γc+1(G) = [γc(G), G].

Коммутаторы вида [xi, xj , xk], где i > j ≤ k, называются базисными ком-
мутаторами веса 3.

Как обычно, через N,Q,R обозначены множества целых, рациональных и
действительных чисел соответственно.
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Нам понадобятся следующие известные коммутаторные тождества, истин-
ные в любой нильпотентной группе ступени не выше трех:

[a, bc] = [a, c][a, b][a, b, c], [ab, c] = [a, c][a, c, b][b, c], [a, b, c][b, c, a][c, a, b] = 1.

Будем пользоваться следующей теоремой Дика [2, 11.2; 19, теорема 2.2.23].

Теорема 1. Пусть группа G имеет в данном квазимногообразии N пред-
ставление

G = gr({xi | i ∈ I} ‖ {rj(xj1 , . . . , xjl(j)) = 1 | j ∈ J}).

Предположим, что H ∈ N и группа H содержит множество элементов {gi | i ∈
I} такое, что для всякого j ∈ J равенство rj(gj1 , . . . , gjl(j)) = 1 истинно в H.
Тогда отображение xi → gi (i ∈ I) продолжается до гомоморфизма G в H.

Условимся при написании квазитождеств кванторы всеобщности опускать.

§ 2. Квазимногообразия аксиоматического ранга 2

Лемма 1. Пусть G — 2-порожденная нильпотентная ступени 3 группа без
кручения. Тогда G ∼= F2(N3) либо G ∼= A, где A имеет в N3 следующее пред-
ставление:

A = gr(x, y ‖ [y, x, y] = 1).

Доказательство. Пусть F = F2(N3) = gr(x, y). Считаем, что G = F/N .
Если N = (1), то G ∼= F2(N3). Предполагаем, что N 6= (1). Известно [17, теоре-
ма 16.2.3], что пересечение всякой неединичной нормальной подгруппы нильпо-
тентной группы с центром этой группы нетривиально. Выберем неединичный
элемент g ∈ N ∩ Z(F ). Элемент g можно записать в виде

g = [y, x, y]k[y, x, x]m

для подходящих целых чисел k,m. Поскольку группа F/N не имеет кручения,
элемент g может быть выбран так, чтобы из него не извлекались нетривиальные
корни в F . Отсюда НОД(k,m) = 1. Возьмем целые числа u, v такие, что
mv + ku = 1. Из этого равенства следует, что НОД(u,m) = 1. Несложные
вычисления показывают, что

[yvx−u, ykxm, ykxm] = [y, x, y]k(mv+uk)[y, x, x]m(mv+uk) = [y, x, y]k[y, x, x]m = g.

Пусть z̄ = zF ′ при z ∈ F . Так как (ȳvx̄−u)m(ȳkx̄m)u = ȳ и НОД(u,m) = 1,
то gr(ȳvx̄−u, ȳkx̄m) = gr(x̄, ȳ). В этом случае, как известно (см., например, [1,
теорема 42.51]), yvx−u, ykxm — свободные порождающие группы F .

Обозначим b = yvx−u, a = ykxm. В этих обозначениях [b, a, a] = g.
Предположим, что [b, a, b]s ∈ N , |s| ≥ 2. Поскольку F/N — группа без

кручения, [b, a, b] ∈ N . Это противоречит 3-ступенной нильпотентности груп-
пы G. Итак, [b, a, b]s 6∈ N при каждом s, |s| ≥ 2. В частности, γ3(F ) ∩N = (g).
Покажем, что N = (g).

Пусть f — произвольный элемент из N . Тогда f можно представить в виде
f = apbq[b, a]l[b, a, a]t[b, a, b]r. Если p 6= 0, то [f, b, b] = [a, b, b]p = [b, a, b]−p ∈ N ,
что неверно. Если q 6= 0, то [f, a, b] = [b, a, b]q ∈ N , что не так. Если l 6= 0,
то, учитывая, что p = 0, q = 0, получаем [f, b] = [b, a, b]l ∈ N , что неверно.
Имеем f = [b, a, a]t[b, a, b]r ∈ N , [b, a, b] 6∈ N и [b, a, a] ∈ N . Отсюда f = [b, a, a]t.
Показали, что N = ([b, a, a]) = ([a, b, a]). Значит, G ∼= A. Лемма доказана.
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Лемма 2. Квазитождество

(∀x)(∀y)([x, y, x] = 1 → [x, y, y] = 1)

истинно в группе F2(N3).
Доказательство. Пусть [a, b, a] = 1, a, b ∈ F2 = F2(N3). Можно считать,

что a и b не лежат в одной циклической подгруппе по модулю коммутанта.
Тогда по теореме 42.51 из [1] они свободно порождаютN3-свободную подгруппу,
поэтому данное равенство ложно. Итак, a = hkc1, b = hmc2 для подходящих
элементов h ∈ F2, c1, c2 ∈ F ′2 и целых чисел k,m. Несложно заметить, что
[hkc1, hmc2, hmc2] = 1. Лемма доказана.

Теорема 2. Решетка L2
q(N3,∞) квазимногообразий аксиоматического ран-

га не более двух, содержащихся в N3,∞, является 5-элементной цепью.
Доказательство. Легко заметить, что всякая 2-порожденная 2-ступенно

нильпотентная группа без кручения изоморфна группе F2(N2). Отсюда и из
леммы 1 следует, что список 2-порожденных групп из N3,∞ состоит из групп
F2(N3), A, F2(N2), Z × Z, Z, (1).

Обозначим черезM квазимногообразие, заданное вN3,∞ квазитождеством
(∀x)(∀y)([x, y, x] = 1 → [x, y, y] = 1). Из леммы 2 следует, что квазимногообра-
зия N3,∞, M , N2,∞, qZ, q(1) попарно различны (отметим, что q(Z × Z) = qZ)
и их множества 2-порожденных групп не совпадают.

По теореме Леви [1, теорема 34.31] всякая группа без кручения, удовлетво-
ряющая тождеству [x, y, y] = 1, является 2-ступенно нильпотентной. Отсюда
N2,∞ задается относительно квазимногообразия N3,∞ тождеством [x, y, y] = 1,
т. е. имеет аксиоматический ранг 2. Известно (см., например, [19]), что qZ
совпадает с классом абелевых групп без кручения и поэтому аксиоматический
ранг квазимногообразия qZ равен 2.

В [19, теорема 2.6.7] (см. также [18, теорема 2.3.1]) доказано, что если
n-порожденная группа G не принадлежит данному квазимногообразию N , то
существует квазитождество от n переменных, истинное в каждой группе из N
и ложное в G. Отсюда квазимногообразия аксиоматического ранга не выше n
различны тогда и только тогда, когда множества их n-порожденных групп не
совпадают. Следовательно, N3,∞,M , N2,∞, qZ, q(1) — полный список квазим-
ногообразий, аксиоматический ранг которых относительно N3,∞ не превышает
двух. Теорема доказана.

По [8, 9] для всякого квазимногообразия N решетка Ln
q (N ) является го-

моморфным образом решетки квазимногообразий Lq(N ). Получаем

Следствие 1. 5-Элементная цепь является гомоморфным образом решет-
ки Lq(N3,∞).

§ 3. Квазимногообразия аксиоматического ранга 3

Будем рассматривать группу Gs,t, имеющую в классе N3 представление
Gs,t = gr(x1, x2, x3 ‖ [x2, x1, x1]s = [x3, x2, x2], [x3, x2, x3]t = [x3, x1, x1], [x3, x1, x3]
= 1), и квазитождество

�p,q = ([x2, x1, x1]p = [x3, x2, x2]&[x3, x2, x3]q = [x3, x1, x1]&[x3, x1, x3] = 1
→ [x3, x1, x1] = 1).
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Лемма 3. Группа Gs,t, s, t ∈ N, не имеет кручения.
Доказательство. Пусть

H = gr([x2, x1, x1]s[x3, x2, x2]−1, [x3, x2, x3]t[x3, x1, x1]−1, [x3, x1, x3])

— подгруппа группы F3 = F3(N3) и gn ∈ H, n > 0. Несложно заметить, что g ∈
γ3(F3), поэтому g можно записать в виде произведения базисных коммутаторов
следующим образом:

g = [x2, x1, x1]k1 [x2, x1, x2]k2 [x2, x1, x3]k3 [x3, x1, x1]k4 [x3, x1, x2]k5 [x3, x1, x3]k6

[x3, x2, x2]k7 [x3, x2, x3]k8 .

Поскольку gn ∈ H, то gn представим так:

gn = ([x2, x1, x1]s[x3, x2, x2]−1)u([x3, x2, x3]t[x3, x1, x1]−1)v[x3, x1, x3]w.

Отсюда k1n = su, k2 = 0, k3 = 0, k4n = −v, k5 = 0, k6n = w, k7n = −u, k8n = tv.
Следовательно, k1 = −k7s, k8 = −k4t. Видим, что

g = ([x2, x1, x1]−s[x3, x2, x2])k7([x3, x2, x3]−t[x3, x1, x1])k4 [x3, x1, x3]k6 .

Полученное означает, что g ∈ H, откуда Gs,t — группа без кручения. Лемма
доказана.

Следствие 2. Любой элемент g ∈ Gs,t однозначно представим в виде про-
изведения базисных коммутаторов, за исключением коммутаторов [x3, x2, x2],
[x3, x1, x1], [x3, x1, x3].

Эту однозначную запись из следствия 2 элемента g будем называть кано-
нической.

Лемма 4. Квазитождество �p,q истинно в группе Gs,t при pq 6= st.
Доказательство. Пусть левая часть квазитождества �p,q истинна в Gs,t

при подстановке

xi → xki1 xmi
2 xni

3 ci, ci ∈ G′s,t, i = 1, 2, 3.

По теореме Дика это отображение продолжается до гомоморфизма ϕ : Gp,q →
Gs,t.

Условимся через σijk(f) обозначать показатель степени, с которым базис-
ный коммутатор [xi, xj , xk] входит в каноническую запись элемента f .

Используя коммутаторные тождества и тождество

[x3, x2, x1]=[x2, x1, x3]−1[x3, x1, x2],

несложно вычислить любое из чисел σijk(ϕ([xu, xv, xw]). Ввиду громоздкости и
легкости этого соответствующие вычисления будем опускать.

Из соотношений

[ϕ(x2), ϕ(x1), ϕ(x1)]p = [ϕ(x3), ϕ(x2), ϕ(x2)], [ϕ(x3), ϕ(x2), ϕ(x3)]q

= [ϕ(x3), ϕ(x1), ϕ(x1)], [ϕ(x3), ϕ(x1), ϕ(x3)] = 1

следует, что
σ211(ϕ([x2, x1, x1]p)) = σ211(ϕ([x3, x2, x2])),

σ323(ϕ([x3, x2, x3]q)) = σ323(ϕ([x3, x1, x1])),
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σ211(ϕ([x3, x1, x3])) = 0, σ323(ϕ([x3, x1, x3])) = 0,

σ312(ϕ([x3, x1, x3])) = 0, σ212(ϕ([x3, x1, x3])) = 0.

Из рассматриваемых соотношений, конечно, следуют и другие равенства,
но они не понадобятся.

Вычисляя σijk(ϕ([xu, xv, xw])), получим следующие равенства:

(m2k1−k2m1)k1p+(n2m1−n1m2)m1sp = (m3k2−k3m2)k2 +(n3m2−m3n2)m2s,
(1)

(n3m2−n2m3)n3q+(n3k2−k3n2)k3tq = (n3m1−n1m3)n1 +(n3k1−n1k3)k1t, (2)

(m3k1 − k3m1)k3 + (n3m1 − n1m3)m3s = 0, (3)

(n3m1 − n1m3)n3 + (n3k1 − n1k3)k3t = 0, (4)

(n3k1 − n1k3)m3 + (n3m1 − n1m3)k3 = 0, (5)

(m3k1 −m1k3)m3 = 0. (6)

Установим равенство
m3k1 −m1k3 = 0. (7)

Допустим, что m3k1 − m1k3 6= 0. Тогда по (6) m3 = 0. Теперь по (3) k3 = 0,
откуда m3k1 −m1k3 = 0; противоречие. Равенство (7) доказано.

Выведем равенство
n3m1 − n1m3 = 0. (8)

Из (3) и (7) получаем (n3m1 − n1m3)m3 = 0. Допустим, что n3m1 − n1m3 6= 0.
Тогда m3 = 0 и n3m1 6= 0. По (5) n3m1k3 = 0, откуда k3 = 0. В силу (4)
n2

3m1 = 0, что противоречит неравенству n3m1 6= 0. Равенство (8) доказано.
Докажем, что

(n3k1 − n1k3)m1 = 0. (9)

Предположим, что (n3k1−n1k3)m1 6= 0. По (5) и (8) (n3k1−n1k3)m3 = 0, откуда
m3 = 0. В силу (7) m1k3 = 0. Поскольку m1 6= 0, то k3 = 0, а по (8) n3 = 0. Это
противоречит неравенству (n3k1 − n1k3)m1 6= 0. Равенство (9) доказано.

Для установления истинности рассматриваемого квазитождества достаточ-
но убедиться, что ϕ([x3, x1, x1]) = 1. Несложные вычисления показывают, что

σ211(ϕ([x3, x1, x1])) = (m3k1 − k3m1)k1 + (n3m1 − n1m3)m1s,

σ323(ϕ([x3, x1, x1])) = (n3m1 − n1m3)n1 + (n3k1 − n1k3)k1t,

σ213(ϕ([x3, x1, x1])) = (m3k1 −m1k3)n1 − (n3m1 − n1m3)k1,

σ312(ϕ([x3, x1, x1])) = (n3k1 − n1k3)m1 + (n3m1 − n1m3)k1,

σ212(ϕ([x3, x1, x1])) = (m3k1 −m1k3)m1.

Видим, что σ212(ϕ([x3, x1, x1])) = 0 по (7), σ312(ϕ([x3, x1, x1])) = 0 по (9) и
(8), σ213(ϕ([x3, x1, x1])) = 0 по (7) и (8).

Покажем, что σ323(ϕ([x3, x1, x1])) = 0. Пусть это неверно. Тогда из (8)
следует, что (n3k1 − n1k3)k1t 6= 0, значит, k1 6= 0, n3k1 − n1k3 6= 0. В силу (5) и
(8) (n3k1 − n1k3)m3 = 0, откуда m3 = 0. Имеем m1 = 0 по (9), k3 = 0 по (4) и
(8). Из (2) получаем n2

3m2q = n3k2
1t, а из (1) — m2k2

1p = n3m2
2s. Если m2 6= 0 и

n3 6= 0, то из этих двух равенств вытекает, что

pq = n3m2q
s

k2
1

= k2
1t

s

k2
1

= ts.
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Однако по условию леммы pq 6= ts. Значит, m2 = 0 либо n3 = 0.
Пусть сначала m2 = 0. Тогда из равенства n2

3m2q = n3k2
1t следует, что

n3 = 0. Это противоречит неравенству (n3k1 − n1k3)k1t 6= 0. Случай m2 6= 0
и n3 = 0 противоречит равенству m2k2

1p = n3m2
2s. В силу вышеизложенного

имеем σ323(ϕ([x3, x1, x1])) = 0.
Видим, что σ211(ϕ([x3, x1, x1])) = 0 по (7) и (8).
Итак, установлено, что ϕ([x3, x1, x1]) = 1. Это означает истинность квази-

тождества �p,q в группе Gs,t. Лемма доказана.

Теорема 3. Решетка L3
q(N3,∞) квазимногообразий аксиоматического ран-

га не более трех, содержащихся в N3,∞, континуальна.

Доказательство. Пусть I — произвольное бесконечное множество пар
различных простых чисел. Для каждого непустого подмножества J множества
I обозначим черезM (J) квазимногообразие, заданное в N3,∞ всеми квазитож-
дествами �j при j ∈ J . Поскольку квазитождество �i ложно в группе Gi и по
лемме 4 истинно в каждой группе Gj при j 6= i, i, j ∈ I, видим, что Gi ∈M (J)
тогда и только тогда, когда i 6∈ J . Отсюда следует, что множество квазимного-
образий {M (J) | J ⊆ I} континуально. Теорема доказана.

Фактически повторяя доказательство соответствующего утверждения для
многообразий [20], получаем следующее свойство решетки L3

q(N3,∞).

Следствие 3. Решетка L3
q(N3,∞) содержит цепь, порядково изоморфную

множеству действительных чисел.

Доказательство. Пусть I,M (J) те же, что и при доказательстве теоре-
мы 3, ϕ : I → Q — взаимно однозначное отображение множества I на множество
Q рациональных чисел. Каждому действительному числу r поставим в соот-
ветствие квазимногообразие Mr = M (Jr), где Jr = {j ∈ I | ϕ(j) > r}. Легко
заметить, что {Mr | r ∈ R} — искомая цепь квазимногообразий.
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