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Аннотация. Пусть ω — непустое множество простых чисел и F — непустая форма-
ция конечных групп. Введено определение Fω-нормализатора в конечной группе и
изучены его свойства (существование, инвариантность при определенных гомомор-
физмах, сопряженность, вложение и др.) в случае, когда F — ω-локальная форма-
ция. Получено развитие известных результатов Картера, Хоукса, Л. А. Шеметкова
о F-нормализаторах в группах.
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1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. С целью более глубокого изу-
чения разрешимых групп Холл в [1, 2] ввел понятия силовской системы и си-
стемного нормализатора. Картером и Хоуксом в [3] для любой непустой ло-
кальной формации F в разрешимой группе G был выделен сопряженный класс
F-подгрупп, получивших в [3] название F-нормализаторов, причем класс F-
нормализаторов совпадает с сопряженным классом системных нормализаторов
в G, когда F совпадает с классом N всех нильпотентных групп. В [3] установле-
но, что в разрешимой группе G для любой локальной формации F существуют
F-нормализаторы, любые два F-нормализатора группы G сопряжены в G и F-
нормализатор группы G покрывает каждый F-центральный главный фактор и
изолирует каждый F-эксцентральный главный фактор группы G (см. также [4,
гл. V]).

Понятие F-нормализатора (системного нормализатора) разрешимой груп-
пы G оказалось тесно связанным с понятиями F-покрывающей подгруппы, вве-
денной Гашюцом в [5], и подгруппы Картера группы G (см. [3–6]). Так, в [3]
установлено, что любой F-нормализатор разрешимой группы G содержится в
некоторой F-покрывающей подгруппе из G.

Кроме того, в [3] для F-нормализатора H разрешимой группы G была полу-
чена его характеризация посредством цепи максимальных подгрупп, соединяю-
щих H с G. Это свойство F-нормализатора H разрешимой группы G послужило
отправной точкой для определения F-нормализатора H в [7] для класса Шунка
и в произвольной группе для локальной формации F (см. [8, 9]).

F-нормализаторы нашли применение в исследовании вопросов дополняе-
мости F-корадикалов в группах. Так, например, в [3] доказано, что всякое
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дополнение к абелевому F-корадикалу разрешимой группы G является F-нор-
мализатором в G, где F — локальная формация (для произвольной группы G
аналогичный результат получен в [9]).

Естественным обобщением понятия локальной формации является поня-
тие ω-локальной формации, введенное в рассмотрение Л. А. Шеметковым и
А. Н. Скибой в [10] (см. также [11, определение 4]), где ω — непустое подмно-
жество множества P всех простых чисел.

Цель настоящей работы — распространить основные результаты из [3, 8, 9]
о F-нормализаторах в группах для случая, когда F — ω-локальная формация.

В данной работе для непустой формации F приведено определение Fω-
нормализатора в произвольной группе, которое при ω = P совпадает с опре-
делением F-нормализатора, введенного Л. А. Шеметковым в [8, 9]. Для Fω-
нормализаторов в случае ω-локальной формации F установлены все основные
свойства, полученные в [3, 8, 9] для F-нормализаторов и локальной формации F,
причем при ω = P из свойств Fω-нормализаторов в качестве следствия получаем
соответствующие свойства F-нормализаторов (см. теоремы 3.1–3.5 и их след-
ствия). Приведены достаточные условия, при которых всякий Fω-нормализатор
группы G является дополнением к ее F-корадикалу (теорема 3.6 и ее следствие).

2. Определения, обозначения
и предварительные результаты

В дальнейшем ω обозначает некоторое непустое множество простых чи-
сел. Данная работа является продолжением работ авторов [12, 13]. Все эти
работы объединяет общий метод исследования, основанный на применении ω-
локальных формаций к теории конечных групп. Из [12, 13] приведем некоторые
определения, а также без доказательства те результаты, которые применяются
в дальнейшем. Используемые определения и обозначения для групп стандарт-
ны, их можно найти в [4, 9, 14]. Приведем лишь некоторые определения для
классов групп.

Класс F называется гомоморфом, если из G ∈ F и N / G следует, что
G/N ∈ F. Гомоморф F называется формацией, если из G/A ∈ F и G/B ∈ F
следует, что G/A ∩ B ∈ F. Класс F называется классом Фиттинга, если он
замкнут относительно нормальных подгрупп и из того, что G = AB, где A и
B — нормальные F-подгруппы в G, следует, что G ∈ F. Формация Фиттинга —
формация, являющаяся классом Фиттинга. Класс F называется насыщенным
(ω-насыщенным), если для любой N / G такой, что N ≤ �(G) (соответственно
N ≤ �(G) ∩Oω(G)), из G/N ∈ F вытекает, что G ∈ F (см., например, [9, 10]).

Пусть f : ω ∪ {ω′} → {формации групп}, где f(ω′) 6= ∅, g : P → {формации
групп} и δ : P → {непустые формации Фиттинга} — функции, называемые соот-
ветственно ωF -функцией, PF -функцией и PFR-функцией. Формация ωF (f, δ) =
(G : G/Oω(G) ∈ f(ω′) и G/Gδ(p) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)) называ-
ется ω-веерной формацией с ω-спутником f и с направлением δ; формация
F (g, δ) = (G : G/Gδ(p) ∈ g(p) для всех p ∈ π(G)) называется веерной формацией
со спутником g и с направлением δ (см. [11]). Формация ωF (f, δ) называется
ω-локальной формацией, если δ(p) = Ep′Np для любого p ∈ P, и обозначается
ωLF (f) = (G : G/Oω(G) ∈ f(ω′) и G/Fp(G) ∈ f(p) для всех p ∈ ω ∩ π(G)). Если
ω = π(F), то ω-локальная формация становится локальной формацией.

Определение 2.1 [13, определение 3.1]. Пусть F — непустой класс групп.
Подгруппа H группы G называется Fω-проектором в G, если для любой нор-
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мальной ω-подгруппы N группы G подгруппа HN/N является F-максимальной
подгруппой в фактор-группе G/N .

Определение 2.2 [13, определение 3.2]. Пусть F — класс групп. Подгруп-
па H группы G называется Fω-покрывающей подгруппой группы G, если H ∈ F
и из того, что H ≤ U ≤ G, V — нормальная ω-подгруппа группы U и U/V ∈ F,
следует, что U = HV .

Замечание 2.1. Если ω = π(G), то Fω-проектор (Fω-покрывающая под-
группа) группы G становится F-проектором (F-покрывающей подгруппой) в G
(см., например, [14, гл. 5]).

Лемма 2.1 [13, лемма 3.3]. Пусть F — гомоморф. Подгруппа Н группы G
является Fω-покрывающей подгруппой группы G тогда и только тогда, когда
H — Fω-проектор каждой подгруппы группы G, в которой H содержится.

Лемма 2.2 [13, лемма 3.4]. Пусть F — гомоморф, G — группа. Тогда
справедливы следующие утверждения.

(1) Если H — Fω-проектор группы G и H — максимальная подгруппа груп-
пы G, то H является Fω-покрывающей подгруппой в G.

(2) Если H — Fω-покрывающая подгруппа группы G и H ≤ K ≤ G, то H
является Fω-покрывающей подгруппой в K.

(3) Если H — Fω-покрывающая подгруппа группы G и N — нормальная
ω-подгруппа в G, то HN/N является Fω-покрывающей подгруппой в G/N .

(4) Если N — нормальная ω-подгруппа в G и H/N — Fω-покрывающая
подгруппа в G/N , то каждая Fω-покрывающая подгруппа из H является Fω-
покрывающей подгруппой в G.

Лемма 2.3 [13, теорема 3.7]. Пусть F — ω-локальная формация, F-кора-
дикал GF группы G является π(F)-разрешимой ω-группой. Тогда группа G
имеет по крайней мере одну Fω-покрывающую подгруппу и любые две Fω-
покрывающие подгруппы из G сопряжены в G.

Следующий результат является непосредственным следствием [13, теоре-
ма 3.4].

Лемма 2.4. Пусть F — ω-локальная формация и N — нильпотентная нор-
мальная ω-подгруппа группыG. ЕслиH — F-подгруппа вG такая, чтоG = HN ,
то H содержится в некоторой Fω-покрывающей подгруппе группы G.

Определение 2.3 [9, определение 8.1]. Пусть F — некоторая непустая фор-
мация. Максимальная подгруппа M группы G называется

(1) F-нормальной, если GF ⊆M ;
(2) F-абнормальной, если MGF = G.
Максимальная (G−H)-цепь H = Hm < Hm−1 < · · · < H1 < H0 = G назы-

вается F-субнормальной (F-абнормальной), если для любого i ≥ 1 подгруппа Hi

F-нормальна (соответственно F-абнормальна) в Hi−1.
Подгруппа H группы G называется
(1) F-субнормальной, если существует хотя бы одна F-субнормальная мак-

симальная (G−H)-цепь;
(2) F-абнормальной, если любая максимальная (G−H)-цепь F-абнормальна.

Теорема 2.1. Пусть F — непустая формация, G — группа, GF — ω-группа
и H < G. Подгруппа H группы G является Fω-покрывающей в G тогда и только
тогда, когда H ∈ F и H — F-абнормальная подгруппа группы G.
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Доказательство. Необходимость. Пусть H — Fω-покрывающая под-
группа группы G. По определению 2.2 H ∈ F, и из того, что H ≤ U ≤ G, V —
нормальная ω-подгруппа группы U и U/V ∈ F, следует, что U = HV . Тогда
при U = G и V = GF получаем G = HGF. Покажем, что любая максимальная
(G−H)-цепь F-абнормальна. Пусть

H = Ht < Ht−1 < · · · < H1 < H0 = G (2.1)

— произвольная максимальная (G−H)-цепь.
Пусть i ∈ {1, . . . , t}. Установим, что Hi — F-абнормальная максимальная

подгруппа группыHi−1. ПосколькуH ≤ Hi−1, тоG = Hi−1GF и ввиду [9, лемма
1.2(3)] HF

i−1 является ω-группой. Так как H ≤ Hi−1 ≤ G, HF
i−1 — нормальная ω-

подгруппа группы Hi−1 и Hi−1/H
F
i−1 ∈ F, по определению 2.2 Hi−1 = HF

i−1H =
HF
i−1Hi. Это означает, что Hi — F-абнормальная максимальная подгруппа в

Hi−1. Следовательно, (2.1) — F-абнормальная максимальная (G − H)-цепь, и
по определению 2.3 подгруппа H F-абнормальна в G.

Достаточность. Пусть H — F-абнормальная подгруппа группы G и H ∈
F. Покажем, что H является Fω-покрывающей подгруппой в G. Пусть H ≤
U ≤ G, V — нормальная ω-подгруппа группы U и U/V ∈ F. Предположим, что
U 6= HV . Тогда существует такая максимальная подгруппа M в U , что HV ⊆
M . Таким образом, H ≤ HV ≤ M < U ≤ G. Поскольку H F-абнормальна в
G, по определению 2.3 M является F-абнормальной максимальной подгруппой
в U , значит, U = MUF. С другой стороны, из U/V ∈ F следует, что UF ⊆ V ,
поэтому UF ⊆M ; противоречие. Тем самым установлено, что U = HV , значит,
H — Fω-покрывающая подгруппа в G. Теорема доказана.

Следствие 2.1 (Л. А. Шеметков [9, теорема 15.1]). Пусть F — формация.
Подгруппа H группы G является F-покрывающей в G тогда и только тогда,
когда H ∈ F и H F-абнормальна в G.

Определение 2.4 [12, определение 2.1]. Пусть f — ωF -функция. Главный
ωd-фактор A/B группы G называется fω-центральным (fω-эксцентральным)
в G, если G/CG(A/B) ∈ f(p) для любого простого числа p ∈ ω ∩ π(A/B) (соот-
ветственно G/CG(A/B) 6∈ f(p) для некоторого простого числа p ∈ ω ∩ π(A/B)).

Лемма 2.5 [12, лемма 2.7]. Пусть L = ωLF (f) — ω-локальная формация с
внутренним ω-спутником f . Если F — класс всех групп G таких, что G/Oω(G) ∈
f(ω′) и G обладает главным рядом, в котором каждый ωd-фактор fω-централен
в G, то F = L.

Пусть A/B — секция и H — подгруппа группы G. Говорят, что подгруппа H
покрывает (изолирует) секцию A/B, если A ⊆ HB (соответственно H ∩A ⊆ B,
см., например, [9]).

Лемма 2.6 [12, лемма 4.2]. Пусть F — ω-локальная формация c внутренним
ω-спутником f , M — максимальная подгруппа ωd-группы G. Тогда справедли-
вы следующие утверждения:

(1) если M F-нормальна в G, то M покрывает каждый fω-эксцентральный
главный ωd-фактор группы G;

(2) если M F-абнормальна в G, то M покрывает каждый fω-центральный
главный ωd-фактор группы G.
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Лемма 2.7 [12, лемма 4.5]. Пусть F — ω-локальная формация с внутренним
ω-спутником f и R/K является fω-эксцентральным главным фактором группы
G. ТогдаR∩GF/K∩GF является fω-эксцентральным главным фактором группы
G, G-изоморфным R/K, причем любая максимальная подгруппа группы G, не
покрывающая R/K, не покрывает R ∩GF/K ∩GF.

В качестве следствия из леммы 4.4 в [9] легко получить следующий резуль-
тат.

Лемма 2.8. Пусть N — субнормальная подгруппа группы G, K / N и
K ≤ �(G). Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) �(N) ≤ �(G);
(2) если N/K π-замкнута, то и N π-замкнута, в частности, Fp(N/K) =

Fp(N)/K;
(3) если N/K π-разложима, то и N π-разложима;
(4) если N/K нильпотентна, то и N — нильпотентная группа.

Лемма 2.9 [12, теорема 4.2]. Пусть F = ωLF (f) — ω-локальная формация
Фиттинга с максимальным внутренним ω-спутником f , и пусть G = A1A2 · · ·An,
где A1, A2, . . . , An — попарно перестановочные субнормальные подгруппы груп-
пы G. Если для некоторого простого числа p ∈ ω силовская p-подгруппа группы
AF
i абелева для любого i = 1, 2, . . . , n, то GF = AF

1A
F
2 · · ·AF

n и GF не содержит
G-главных fω-центральных pd-факторов.

Замечание 2.2. Условия леммы 2.9 уточняют соответствующие условия
теоремы 4.2 в [12]. Подобные уточнения внесены в формулировки следствий
4.1–4.4 из [12].

3. Fω-нормализаторы групп

Определение 3.1. Пусть F — непустая формация и G — группа.
(1) Нормальную подгруппу R группы G назовем Fω-предельной нормальной

подгруппой в G, если R ≤ GF и R/R∩�(G)∩Oω(G) является главным фактором
группы G. Максимальную подгруппу M группы G назовем Fω-критической в
G, если G = MR для некоторой Fω-предельной нормальной подгруппы R из G.

(2) F-подгруппу H группы G назовем Fω-нормализатором в G, если суще-
ствует цепь подгрупп группы G вида

H = Ht ⊂ Ht−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = G, (3.1)

где t ≥ 0, такая, что Hi — Fω-критическая подгруппа в группе Hi−1 для любого
i ∈ {1, 2, . . . , t} (ср. [9, определения 13.1; 13.2; 21.1]).

Теорема 3.1. Пусть F — ω-локальная формация, G — группа с F-коради-
калом GF, являющимся ω-группой. Тогда в G существует Fω-нормализатор H
и G = GFH.

Доказательство. Применим индукцию по порядку группы G. Если G ∈
F, то по определению 3.1(2) G является Fω-нормализатором группы G и G =
GFG.

Пусть G 6∈ F и T := GF ∩ �(G) ∩ Oω(G). Согласно [10, теорема 1] фор-
мация F ω-насыщенна и поэтому GF 6⊆ �(G) ∩ Oω(G). Следовательно, в G/T
существует минимальная нормальная подгруппа R/T такая, что R ≤ GF. Тогда
R/T = R/R∩�(G)∩Oω(G) и по определению 3.1(1) R является Fω-предельной
нормальной подгруппой в G.
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Поскольку R ⊆ Oω(G), то R 6⊆ �(G), значит, в группе G существует мак-
симальная подгруппа M такая, что R 6⊆ M . Тогда G = RM и по определе-
нию 3.1(1)M является Fω-критической подгруппой вG. Так как G = GFM , вви-
ду [9, лемма 1.2(3)] MF ≤ GF. По индукции в M существует Fω-нормализатор
H и M = MFH. В силу определения 3.1(2) H является Fω-нормализатором
группы G, причем G = GFM = GFMFH = GFH. Теорема доказана.

Лемма 3.1. Пусть F — непустая формация. Если H — Fω-нормализатор
группы G и ϕ — эпиморфизм группы G на группу U , то Hϕ — Fω-нормализатор
группы U .

Доказательство. Пусть H — Fω-нормализатор группы G и ϕ — эпимор-
физм группы G на группу U . Покажем, что Hϕ является Fω-нормализатором
в U . Пусть Ker(ϕ) := K. Так как Gϕ = U ∼= G/K и Hϕ ∼= HK/K, доста-
точно установить, что HK/K является Fω-нормализатором в G/K. Применим
индукцию по порядку группы G.

Согласно определению 3.1(2) H ∈ F. Поскольку F — формация, HK/K ∈
F. Если H = G, то HK/K = G/K — Fω-нормализатор в G/K. Пусть H 6=
G. Тогда ввиду определения 3.1(2) существует Fω-критическая подгруппа M
в G такая, что H является Fω-нормализатором в M . По индукции для M
утверждение верно. Следовательно, HK/K — Fω-нормализатор в MK/K. Если
MK = G, то утверждение верно. Пусть G 6= MK. Тогда K ⊆ M и HK/K —
Fω-нормализатор в M/K. Покажем, что M/K — Fω-критическая подгруппа
в G/K. Так как M — Fω-критическая подгруппа в G, то G = MR, где R —
Fω-предельная нормальная подгруппа в G. Тогда G/K = (M/K) · (RK/K).

Установим, что RK/K является Fω-предельной нормальной подгруппой
группы G/K. Поскольку R ≤ GF, то RK ≤ GFK и по [9, лемма 1.2(1)]
RK/K ≤ GFK/K = (G/K)F. Таким образом, RK/K ≤ (G/K)F.

Пусть T/K := RK/K ∩�(G/K)∩Oω(G/K). Покажем, что (RK/K)/(T/K)
является главным фактором группы G/K. Пусть L = R ∩ �(G) ∩ Oω(G). По
определению 3.1(1) R/L — главный фактор группы G. Если RK ⊆ M , то G =
MR = M , что невозможно. Поэтому RK 6⊆M . Из LK ⊆M и RK 6⊆M получа-
ем RK 6= LK. Тогда RK/LK = RLK/LK ∼= R/R ∩ LK = R/L(R ∩K) 6= 1. По-
скольку L ⊆ L(R∩K) ⊂ R и R/L — главный фактор группы G, то L(R∩K) = L,
значит, RK/LK — главный фактор группы G. Тогда (RK/K)/(LK/K) — глав-
ный фактор группы G/K. Проверим, что T/K = LK/K. Действительно, так
как LK/K = (R ∩ �(G) ∩Oω(G))K/K ≤ (RK/K) ∩ (�(G)K/K) ∩ (Oω(G)K/K),
по [14, теорема 3.22(2)] �(G)K/K ≤ �(G/K) и Oω(G)K/K ≤ Oω(G/K), то
LK/K ≤ T/K ≤ RK/K, значит, либо T/K = RK/K, либо T/K = LK/K.
Допустим, что T/K = RK/K. Тогда RK/K ≤ �(G/K) ≤ M/K и R ≤ M ,
что ввиду G = MR невозможно. Следовательно, LK/K = T/K, поэтому
(RK/K)/(T/K) — главный фактор группы G/K.

Таким образом, RK/K — Fω-предельная нормальная подгруппа группы
G/K. Тем самым установлено, что M/K — Fω-критическая подгруппа в G/K,
значит, HK/K является Fω-нормализатором в G/K. Лемма доказана.

Лемма 3.2. Пусть F — непустая формация, G = M1R1 = M2R2, где M1 и
M2 — максимальные подгруппы группы G, R1 и R2 — различные нильпотент-
ные Fω-предельные нормальные подгруппы группы G и GF ∩ �(G) ∩ Oω(G) ⊆
R1 ∩ R2. Тогда подгруппа R = M1 ∩ R1R2 является Fω-предельной нормаль-
ной подгруппой в G, причем R1R = R1R2 и следующие группы G-изоморфны:
R1R2/R1 ∼= R2/GF ∩ �(G) ∩Oω(G) ∼= R/GF ∩ �(G) ∩Oω(G).
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Доказательство. Пусть � := GF∩�(G)∩Oω(G) и R := M1∩R1R2. Тогда
RR1 = (M1∩R1R2)R1 = M1R1∩R1R2 = G∩R1R2 = R1R2. Поскольку Ri — Fω-
предельная нормальная подгруппа в G, по определению 3.1(1) Ri ⊆ GF, значит,
Ri ∩ �(G) ∩ Oω(G) ⊆ �, i = 1, 2. Так как по условию � ⊆ Ri, то Ri ∩ �(G) ∩
Oω(G) = � и согласно определению 3.1(1) Ri/� — главный фактор группы G
для любого i = 1, 2. Поскольку подгруппы R1 и R2 нильпотентны, R1R2/� —
абелева группа и поэтому подгруппа R/� нормальна в R1R2/�. Поскольку
R нормальна в M1, то G/� = M1R1/� ⊆ NG/�(R/�). Следовательно, R —
нормальная подгруппа группы G.

Так как R ∩ R1 нормальна в G и ввиду условия � ⊆ R ∩ R1 ⊆ R1, то либо
R ∩ R1 = R1, либо R ∩ R1 = �. Если R ∩ R1 = R1, то R1 ⊆ M1, что в силу
G = M1R1 невозможно. Поэтому R ∩R1 = �.

Поскольку R1 6= R2, то R1/� ∩ R2/� = �/�, значит, R1 ∩ R2 = �. Тогда
R1R2/R1 ∼= R2/R1∩R2 = R2/�. Кроме того, R1R2/R1 = R1R/R1 ∼= R/R∩R1 =
R/�. Таким образом, R1R2/R1 ∼= R2/� ∼= R/�.

Согласно определению 3.1(1) R1R2 ⊆ GF. Это означает, что R ⊆ GF и
R ∩ �(G) ∩ Oω(G) ⊆ �. Так как � = R ∩ R1, то � ⊆ R ∩ �(G) ∩ Oω(G). Тем
самым установлено, что � = R ∩�(G)∩Oω(G), поэтому R/R ∩�(G)∩Oω(G) —
главный фактор группы G. Следовательно, R — Fω-предельная нормальная
подгруппа в G. Лемма доказана.

Лемма 3.3. Пусть F — ω-локальная формация и G — группа, F-корадикал
GF которой является ω-группой, и M — максимальная подгруппа группы G.
Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) M является Fω-критической в G тогда и только тогда, когда M F-
абнормальна в G и G = MF̃ (G);

(2) если M F-абнормальна в G и G = MF (G), то M является Fω-критичес-
кой подгруппой в G.

Доказательство. (1) Пусть � := �(G) и F̃ := F̃ (G).
Необходимость. Пусть M — Fω-критическая подгруппа группы G. То-

гда по определению 3.1(1) G = ML, где L — Fω-предельная нормальная под-
группа вG. Следовательно, L ≤ GF, и L/L∩�∩Oω(G) = L/L∩� ∼= L�/�— глав-
ный фактор группы G. Это означает, что L�/� — минимальная нормальная
подгруппа группы G/�, поэтому L�/� ⊆ F̃ /�. Таким образом, G = ML = MF̃ .
Кроме того, из L ≤ GF следует F-абнормальность M в G.

Достаточность. Пусть M — F-абнормальная максимальная подгруппа в
G и G = MF̃ . В силу того, что F̃ /� — цоколь группы G/� и F̃ 6⊆ M , в G/�
найдется минимальная нормальная подгруппа R/� такая, что R 6⊆ M . Тогда
G = MR.

Согласно [11, лемма 4] ω-локальная формация обладает внутренним ω-
спутником. Пусть f – внутренний ω-спутник формации F. Покажем, что R/� —
fω-эксцентральный главный ωd-фактор группы G. Так как M F-абнормальна
в G, то G = MGF и ввиду π(GF) ⊆ ω имеем |G : M | = |MGF : M | = |GF :
GF∩M | — ω-число. Из G = MR получаем, что |G : M | = |R : R∩M | — ω-число.
Поскольку |R/�| = |R : R ∩M | · |R ∩M : �|, то R/� — ωd-группа. Так как M
не покрывает R/�, по лемме 2.6(2) R/� является fω-эксцентральным главным
фактором группы G.

Согласно лемме 2.7 M не покрывает fω-эксцентральный главный фактор
R∩GF/�∩GF группы G, G-изоморфный главному фактору R/�. Это означает,
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что R ∩ GF 6⊆ M(� ∩ GF) = M , поэтому G = M(R ∩ GF). Поскольку � ⊆ R и
GF ⊆ Oω(G), то R ∩ GF ∩ � ∩ Oω(G) = � ∩ GF, значит, R ∩ GF/R ∩ GF ∩ � ∩
Oω(G) — главный фактор группы G. Тогда по определению 3.1(1) R∩GF — Fω-
предельная нормальная подгруппа группы G. В силу равенства G = M(R∩GF)
по определению 3.1(1) заключаем, что M — Fω-критическая подгруппа в G.

(2) Пусть M F-абнормальна в группе G и G = MF (G). Так как F (G) ≤
F̃ (G), то G = MF̃ (G) и по п. (1) следует, что M — Fω-критическая подгруппа
в G. Лемма доказана.

Лемма 3.4. Пусть F — непустая формация, G = MR, M — максимальная
подгруппа группы G, R — Fω-предельная нормальная подгруппа в G и L — F-
абнормальная максимальная подгруппа в G такая, что R ⊆ L. Тогда M ∩ L —
F-абнормальная максимальная подгруппа группы M .

Доказательство. Покажем, что M ∩L — максимальная подгруппа груп-
пы M . Действительно, по [14, лемма 3.17(3)] L/R <· G/R. Так как G = MR,
то G/R ∼= M/M ∩ R. Поскольку L = MR ∩ L = R(M ∩ L), то L/R = R(M ∩
L)/R ∼= (M ∩ L)/(M ∩ L ∩ R) = (L ∩M)/(M ∩ R). Тогда из G/R ∼= M/M ∩ R,
L/R ∼= (M ∩L)/(M ∩R) и L/R <· G/R получаем (M ∩L)/(M ∩R) <· M/(M ∩R).
Это согласно [14, лемма 3.17(5)] означает, что M ∩ L <· M .

Установим, что M = (M ∩ L)MF. Так как R — Fω-предельная нормаль-
ная подгруппа группы G, то R ⊆ GF. Тогда из G = MR по [9, лемма 1.2(3)]
имеем GF = MFR. Если MF ⊆ M ∩ L, то MF ⊆ L и ввиду R ⊆ L полу-
чаем GF = MFR ⊆ L. Это означает, что L — F-нормальная максимальная
подгруппа группы G; противоречие. Следовательно, MF 6⊆ M ∩ L, поэтому
M = (M ∩ L)MF. Тем самым установлено, что M ∩ L — F-абнормальная мак-
симальная подгруппа в M . Лемма доказана.

Лемма 3.5. Пусть F — ω-локальная формация и G = M1R1 = M2R2,
где M1 и M2 — максимальные подгруппы группы G, R1 и R2 — различные
нильпотентные Fω-предельные нормальные подгруппы группы G и GF — ω-
группа, GF ∩ �(G) ⊆ R1 ∩ R2. Если R1 ⊆ M2, то M1 ∩M2 — Fω-критическая
подгруппа в M1 и M2.

Доказательство. Пусть � := GF∩�(G)∩Oω(G) и T := R1∩�(G)∩Oω(G).
Так как GF — ω-группа и R1 ⊆ GF, то � = GF ∩ �(G), T = R1 ∩ �(G) и T ⊆ �.
По условию � ⊆ R1, значит, � ⊆ T . Следовательно, T = �. Поскольку R1 — Fω-
предельная нормальная подгруппа в G, то R1/T = R1/� — главный ω-фактор
группы G. Так как G = M1R1 = M1GF, подгруппа M1 F-абнормальна в G.
Пусть f – внутренний ω-спутник формации F. В силу леммы 2.6(2) главный
фактор R1/� fω-эксцентрален в G. Пусть π(R1/�) = {p}, где p ∈ ω. Тогда
G/CG(R1/�) 6∈ f(p).

I. Покажем, что подгруппа M1∩M2 является Fω-критической в M2. Так как
G = M2R2 и R2 нильпотентна, по [9, следствие 4.1.1] CG(R1/�) ≥ F (G) ≥ R2,
значит, G = M2CG(R1/�). Тогда M2/CM2(R1/�) ∼= G/CG(R1/�) 6∈ f(p). От-
сюда следует, что R1/� является fω-эксцентральным главным фактором груп-
пы M2. Поскольку (M1 ∩ M2)R1 = M1R1 ∩ M2 = M2, то M1 ∩ M2 <· M2.
Так как M1 ∩M2 не покрывает fω-эксцентральный главный фактор R1/� груп-
пы M2, в силу леммы 2.6(1) подгруппа M1 ∩M2 F-абнормальна в M2, причем
M2 = (M1∩M2)F (M2). Из G = M2R2 по [9, лемма 1.2(3)] следует, что MF

2 ⊆ GF,
значит, MF

2 — ω-группа. Тогда по лемме 3.3(2)M1∩M2 является Fω-критической
подгруппой в M2.
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II. Покажем, что M1 ∩M2 — Fω-критическая подгруппа в M1. Если R2 ⊆
M1, то, как и в п. I, получим, чтоM1∩M2 является Fω-критической подгруппой в
M1. Пусть R2 6⊆M1. Так как G = M1R1, M2 — F-абнормальная максимальная
подгруппа в G и R1 ⊆ M2, согласно лемме 3.4 M1 ∩ M2 — F-абнормальная
максимальная подгруппа в M1. Ввиду [9, лемма 1.2(3)] MF

1 является ω-группой.
Пусть R := M1∩R1R2. По лемме 3.2 R — Fω-предельная нормальная подгруппа
в G и R1R = R1R2. Если R ⊆ M2, то R2 ⊆ R1R2 = R1R ⊆ M2, что в силу
G = M2R2 невозможно. Поэтому R 6⊆ M2, значит, M1 = (M1 ∩ M2)R. Так
как R ⊆ F (M1), то M1 = (M1 ∩M2)F (M1). Следовательно, по лемме 3.3(2)
подгруппаM1∩M2 является Fω-критической подгруппой вM1. Лемма доказана.

Теорема 3.2. Пусть F — ω-локальная формация, π = π(F) и F-корадикал
GF группы G является π-разрешимой ω-группой. Тогда любые два Fω-норма-
лизатора группы G сопряжены в G.

Доказательство. Пусть G — контрпример минимального порядка и H1,
H2 — Fω-нормализаторы группы G, не являющиеся сопряженными в G. Если
GF = 1, то G ∈ F и по определению 3.1(2) H1 = H2 = G, что невозможно.
Следовательно, GF 6= 1.

Пусть i ∈ {1, 2}. Так как Hi — Fω-нормализатор группы G, то Hi ∈ F и
существует цепь подгрупп группы G вида Hi ⊂ · · · ⊂Mi ⊂ G, удовлетворяющая
определению 3.1(2). Это означает, что Hi является Fω-нормализатором группы
Mi. По теореме 3.1G = HiGF = MiGF. Отсюда ввиду [9, лемма 1.2(3)] получаем
MF

i ⊆ GF. Тогда MF
i — π-разрешимая ω-группа и по индукции любые два Fω-

нормализатора группы Mi сопряжены в Mi.
Если M1 = Mg

2 для некоторого g ∈ G, то ввиду леммы 3.1 H1 и Hg
2 —

Fω-нормализаторы группы M1. По индукции H1 и Hg
2 сопряжены в M1, а зна-

чит, H1 и H2 сопряжены в G, что невозможно. Следовательно, M1 и M2 не
сопряжены в G.

Пусть N := Oπ′(G). Предположим, что N 6= 1. Так как ввиду [9, лем-
ма 1.2(1)] (G/N)F = GFN/N ∼= GF/GF ∩ N — π-разрешимая ω-группа, приме-
няя лемму 3.1, по индукции получим H1N/N = Ha

2N/N для некоторого a ∈ G.
Тогда Ha

2 ≤ H1N , причем H1 и Ha
2 в силу определения 3.1(2) являются π-

группами. По [14, теорема 4.32] H1 и Ha
2 сопряжены в группе H1N , значит, H1

и H2 сопряжены в группе G; противоречие. Следовательно, Oπ′(G) = 1.
Пусть GF ∩�(G) := � и R — Fω-предельная нормальная подгруппа группы

G. По определению 3.1(1) R ≤ GF и R/R∩�(G)∩Oω(G) является главным фак-
тором в G. Так как по условию GF ≤ Oω(G), то R∩�(G)∩Oω(G) = R∩�(G) =
R∩GF∩�(G) = R∩�, R — π-разрешимая ω-группа и R/R∩� ∼= R�(G)/�(G) —
главный фактор группы G. Допустим, что R/R∩� является π′-группой. Тогда
по лемме 2.8(3) группа R π′-разложима, значит, Oπ′(R) 6= 1. Так как R / G,
то Oπ′(R) / G; противоречие. Следовательно, R/R ∩ � является элементарной
абелевой p-группой для некоторого p ∈ π ∩ ω. По лемме 2.8(3) группа R p-
разложима, стало быть, является нильпотентной (π ∩ ω)-группой. Поскольку
R�/� ∼= R�(G)/�(G) / GF�(G)/�(G) ∼= GF/�, то R�/� ≤ F (GF/�) := F/�,
причем в силу леммы 2.8(3) F = F (GF). Применяя [14, лемма 2.37], нетрудно
показать, что F/� является прямым произведением минимальных нормальных
подгрупп группы G/�, содержащихся в GF/�.

Так как Mi является Fω-критической подгруппой группы G, по определе-
нию 3.1(1) в G существует Fω-предельная нормальная подгруппа Ri, причем
Ri ⊆ F и G = MiRi = MiF для любого i = 1, 2.
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1. Рассмотрим случай, когда F/� ·/G/�. Пусть Si = GF ∩ CoreG(Mi),
i = 1, 2. Так как � ⊆ F и � ⊆ Si, то � ⊆ F ∩ Si ⊆ F . Из F/� ·/G/� следует,
что либо F ∩ Si = F , либо F ∩ Si = �. Если F ∩ Si = F , то F ⊆ Si и поэтому
G = MiF = Mi, что невозможно. Следовательно, F ∩ Si = �, значит, � ⊆ Si
для любого i = 1, 2.

1.1. Пусть S1 = S2 = �. Так как G = MiF , то |G : Mi| = |F : F ∩Mi| = ki 6=
1, i = 1, 2. Поскольку � ⊆ F ∩Mi, то |F : �| = |F : F ∩Mi||F ∩Mi : �|, i = 1, 2.
Так как F/� — абелева p-группа, ki = |G : Mi| — p-число, i = 1, 2. Пусть
f — ω-спутник формации F. Ввиду [11, теорема 6] формация F p-локальна,
поэтому ω-спутник f является p-однородным экраном (см. [9, определение 3.8]).
Поскольку GF — p-разрешимая группа, по [9, теорема 8.5] подгруппы M1 и M2
сопряжены в G; противоречие.

1.2. Пусть хотя бы одна из подгрупп S1 или S2 не совпадает с �. Пусть,
например, S1 6= �. Тогда S1/� — неединичная нормальная подгруппа группы
G/� и поэтому существует минимальная нормальная подгруппа N/� в G/�,
содержащаяся в S1/�. Так как N/� ⊆ GF/� и F/� ·/G/�, то N/� = F/�.
Отсюда получаем, что N = F . Тогда из N ⊆ S1 ⊆ M1 имеем G = M1F =
M1N = M1, что невозможно.

2. Пусть F/� не является минимальной нормальной подгруппой группы
G/� и � = {Li/� | i ∈ I} — совокупность всех минимальных нормальных
подгрупп группы G/�, содержащихся в F/�.

2.1. Рассмотрим случай, когда M1 и M2 дополняют один и тот же главный
фактор группы G из �, например, главный фактор L1/�. Тогда G = M1L1 =
M2L1.

Предположим, что Lj 6⊆ M1 для любого j ∈ I, j 6= 1. Можем считать,
что 2 ∈ I. Тогда L2 6⊆ M1 и G = M1L2. Пусть i ∈ {1, 2}. Так как Li/� ⊆
F/� = F (GF/�), по лемме 2.8(4) группа Li нильпотентна и Li ⊆ GF. Так как
Li ∩ �(G) = �, то Li/Li ∩ �(G) ∩ Oω(G) — главный фактор группы G. Это
означает, что Li — Fω-предельная нормальная подгруппа группы G для любого
i = 1, 2. По лемме 3.2 L = M1 ∩L1L2 — Fω-предельная нормальная подгруппа в
G и L/� ∼= L1/�. Последнее означает, что L/� ∈ � и L ⊆M1, что противоречит
предположению. Следовательно, найдется такое j ∈ I, j 6= 1, что Lj ⊆ M1.
Можем считать L2 ⊆M1.

В силу задания � получаем, что L1L2/�— неединичная нильпотентная нор-
мальная подгруппа группы G/�. Кроме того, (L1L2/�)∩�(G/�) = (L1L2/�)∩
�(G)/� = (L1L2 ∩�(G))/� ⊆ (GF ∩�(G))/� = �/� = 1. Согласно [9, лемма 7.9]
подгруппа L1L2/� дополняема в G/�. Пусть D/� — дополнение к L1L2/� в
G/� и M := L1D. Тогда G = DL1L2 = ML2 и M — максимальная подгруппа
группы G.

Поскольку G = M1L1 = M2L1 = ML2, L2 ⊆ M1, L1 ⊆ M и GF ∩ �(G) ⊆
L1∩L2, по лемме 3.5 Mi∩M — Fω-критическая максимальная подгруппа групп
M и Mi, i = 1, 2. Ввиду [9, лемма 1.2(3)] (Mi∩M)F является ω-группой, значит,
по теореме 3.1 в группе Mi∩M существует Fω-нормализатор Ki, i = 1, 2. Тогда
Ki является Fω-нормализатором групп M и Mi, i = 1, 2. Так как по индукции
H1 и K1 сопряжены в M1, K1 и K2 сопряжены в M , K2 и H2 сопряжены в M2,
отсюда следует, что H1 и H2 сопряжены в G; противоречие.

2.2. Пусть M1 и M2 дополняют соответственно главные факторы L1/� и
L2/� группы G из �, L1/� 6= L2/�. Тогда G = M1L1 = M2L2. Если L1 6⊆ M2
(или L2 6⊆ M1), то G = M2L1 (соответственно G = M1L2) и приходим к слу-
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чаю, рассмотренному в п. 2.1. Таким образом, можем считать, что L1 ⊆ M2
и L2 ⊆ M1. Как и в п. 2.1, нетрудно проверить, что L1 и L2 — нильпотент-
ные Fω-предельные нормальные подгруппы в G. По лемме 3.5 M1 ∩M2 — Fω-
критическая подгруппа группы Mi, i = 1, 2. Используя теорему 3.1 и индукци-
онное предположение, получаем, что H1 и H2 сопряжены в G; противоречие.
Теорема доказана.

Согласно [11, следствие 4.2] всякая локальная формация является ω-ло-
кальной для любого ω. Тогда при ω = π(G) из теоремы 3.2 непосредственно
получаем следующие известные результаты.

Следствие 3.1 (Л. А. Шеметков [8]; см. также [9, теорема 21.4]). Пусть
F — локальная формация и G — группа с π(F)-разрешимым F-корадикалом.
Тогда любые два F-нормализатора группы G сопряжены в G.

Следствие 3.2 (Картер, Хоукс [3]; см. также [4, теорема V, 3.2]). Пусть
F — локальная формация, G — разрешимая группа. Тогда любые два F-норма-
лизатора группы G сопряжены в G.

Теорема 3.3. Пусть F — ω-локальная формация с внутренним ω-спутни-
ком f , π = π(F) и H — Fω-нормализатор группы G. Тогда H покрывает каждый
fω-центральный и изолирует каждый fω-эксцентральный главный ωd-фактор
группы G, если выполняется одно из следующих условий:

(1) GF — π-разрешимая группа;
(2) GF — ω-разрешимая группа.
Доказательство. (1) Пусть GF — π-разрешимая группа. Если G являет-

ся ω′-группой, то G не имеет главных ωd-факторов, значит, утверждение верно.
ПустьG— ωd-группа. По определению 3.1(2)H ∈ F и существует максимальная
цепь вида (3.1) группы G. Докажем лемму индукцией по параметру t.

Пусть t = 0. Тогда G ∈ F. В этом случае каждый главный ωd-фактор груп-
пы G согласно лемме 2.5 fω-централен в G. Кроме того, группа G покрывает
каждый свой главный фактор. Таким образом, при t = 0 утверждение верно.

Пусть t > 0. Так как H1 — Fω-критическая подгруппа группы G, согласно
определению 3.1(1) существует Fω-предельная нормальная подгруппа R груп-
пы G такая, что G = H1R. Так как R ⊆ GF, то G = H1GF. Отсюда по
[9, лемма 1.2(3)] получаем, что HF

1 ⊆ GF, значит, HF
1 является π-разрешимой

группой. Поскольку H — Fω-нормализатор группы G, в силу (3.1) H является
Fω-нормализатором в H1. Таким образом, по индукции для H1 справедливо
утверждение. Пусть L/K — произвольный главный ωd-фактор группы G и
C := CG(L/K).

Рассмотрим случай K 6= 1. Так как ввиду [9, лемма 1.2(1)] F-коради-
кал группы G/K π-разрешим и по лемме 3.1 HK/K — Fω-нормализатор в
G/K, по индукции для G/K утверждение верно. Если L/K fω-централен в
G, то (L/K)/(K/K) fω-централен в G/K и по индукции HK/K покрывает
(L/K)/(K/K). Значит, L/K ⊆ (HK/K)(K/K). Отсюда получаем, что L ⊆ HK
и H покрывает L/K. Если L/K fω-эксцентрален в G, то (L/K)/(K/K) fω-
эксцентрален в G/K и по индукции HK/K изолирует (L/K)/(K/K). Тогда
L/K ∩ (HK/K) ⊆ (K/K). Это означает, что L∩HK = K(L∩H) ⊆ K, поэтому
H изолирует L/K.

Пусть K = 1. Рассмотрим случай, когда H1 не покрывает L. Это означает,
что L 6⊆ H1 и G = H1L. Из G = H1GF следует, что H1 — F-абнормальная мак-
симальная подгруппа в G, поэтому в силу леммы 2.6(2) главный фактор L/1
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fω-эксцентрален в G. Согласно лемме 2.7 L ∼= L∩GF, тем самым L π-разрешима.
Если L — π′-группа, то ввиду H ∈ F имеем H ∩L = 1. Следовательно, H изоли-
рует L. Пусть L является абелевой p-группой для некоторого p ∈ π. Поскольку
G = H1L, то H1 ∩L = 1. Так как H ⊆ H1, то H ∩L = 1. Таким образом, в этом
случае H также изолирует L.

Пусть H1 покрывает L. Тогда L ⊆ H1. Рассмотрим случай, когда L/1 —
fω-центральный главный фактор группы G. Так как f — внутренний ω-спутник
формации F, то G/C ∈ F, значит, GF ⊆ C. Тогда G = H1GF = H1C. Отсюда
получаем, что L = L ∩H1 — fω-центральный главный фактор группы H1. По
индукции H покрывает L ∩ H1. Следовательно, L = L ∩ H1 ⊆ H, поэтому H
покрывает L.

Пусть главный фактор L/1 группы G fω-эксцентрален в G. Как и выше,
в силу леммы 2.7 L является π-разрешимой группой. Если L — π′-группа,
то H ∩ L = 1 и H изолирует L. Пусть L является абелевой p-группой для
некоторого p ∈ π. Предположим, что C ⊆ H1. Рассмотрим случай, когда
R/R ∩ �(G) ∩ Oω(G) — π′-группа. Тогда R/R ∩ �(G) ∩ Oω(G) π′-разложима и
по лемме 2.8(3) R π′-разложима. Это означает, что R = A × B, где A = Rπ′ ,
B = Rπ. Тогда B ⊆ R∩�(G)∩Oω(G). Так как B нильпотентна, Bp′ нормальна
в B. Следовательно, B — нормальная p′-замкнутая подгруппа в G. По [15,
лемма 1.8.5] B ⊆ CG(L). Поскольку A ∩ L = 1, то A ⊆ CG(L). Таким образом,
R ⊆ CG(L). Тогда G = H1R = H1C = H1, что невозможно.

Если R/R ∩ �(G) ∩ Oω(G) — πd-группа, то в силу R ⊆ GF получаем, что
R/R ∩�(G)∩Oω(G) — абелева q-группа для некоторого q ∈ π. По лемме 2.8(4)
группа R нильпотентна, поэтому R ⊆ F (G) ⊆ C. Как и выше, получаем, что
G = H1; противоречие.

Следовательно, C 6⊆ H1. Тогда G = H1C и L = L∩H1 — fω-эксцентральный
главный фактор группы H1. По индукции H изолирует L ∩H1. Это означает,
что H ∩ L ∩H1 ⊆ K = 1. Таким образом, H ∩ L = 1, поэтому H изолирует L.

(2) Доказательство проводится аналогично доказательству п. (1). Теорема
доказана.

Следствие 3.3 (Л. А. Шеметков [8], см. также [9, следствие 21.1.1]). Пусть
F — локальная формация и G — группа с π(F)-разрешимым F-корадикалом.
Если H — F-нормализатор группы G, то H покрывает каждый F-центральный
и изолирует каждый F-эксцентральный главный фактор группы G.

Следствие 3.4 (Картер, Хоукс [3], см. также [4, теорема V, 3.2]). Пусть
F — локальная формация и H — F-нормализатор разрешимой группы G. Тогда
H покрывает каждый F-центральный и изолирует каждый F-эксцентральный
главный фактор группы G.

Лемма 3.6. Пусть F — ω-локальная формация, π = π(F), G — группа и
GF — π-разрешимая ω-группа. Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) Если G = SF и F — нильпотентная нормальная ω-подгруппа в G, то
каждый Fω-нормализатор T подгруппы S представим в виде T = H ∩ S, где
H — некоторый Fω-нормализатор группы G.

(2) Если G = SOπ′(G), то каждый Fω-нормализатор подгруппы S является
Fω-нормализатором группы G.

(3) Если M — F-абнормальная максимальная подгруппа группы G, то каж-
дый Fω-нормализатор подгруппы M содержит некоторый Fω-нормализатор
группы G.
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Доказательство. По теореме 3.1 в группе G существует Fω-нормализа-
тор. Пусть f — внутренний ω-спутник формации F.

(1) Допустим, чтоG— контрпример минимального порядка. ТогдаG = SF ,
где F — нильпотентная нормальная ω-подгруппа в G, и найдется такой Fω-
нормализатор T группы S, который не допускает представления в виде, ука-
занном в заключении утверждения (1). Предположим, что G ∈ F. Тогда G
является Fω-нормализатором в G. По [9, теорема 2.3] S ∈ formG ⊆ F, значит,
T = S = G ∩ S; противоречие. Следовательно, G 6∈ F.

(a) Рассмотрим случай, когда S — максимальная подгруппа в G. Так как
F ⊆ F (G), то G = SF (G). Если S F-абнормальна в G, то по лемме 3.3(2) S Fω-
критическая в G. Тогда T является Fω-нормализатором группы G и T = T ∩S;
противоречие. Таким образом, подгруппа S F-нормальна в G, и по опреде-
лению 2.3 GF ⊆ S. Согласно [9, лемма 1.2(2)] FGF = FSF и поэтому SF —
π-разрешимая ω-группа.

Предположим, что Oπ′(G) 6= 1 и K — минимальная нормальная подгруппа
в G, являющаяся π′-группой. Так как G/GF — π-группа, то K ⊆ GF, значит,
K ⊆ S. Поскольку G/K = S/K · FK/K, FK/K — нильпотентная нормальная
ω-подгруппа в G/K и в силу [9, лемма 1.2(1)] (G/K)F является π-разрешимой
ω-группой, по индукции для G/K утверждение верно. Согласно лемме 3.1
TK/K является Fω-нормализатором в S/K, поэтому TK/K = X/K ∩ S/K для
некоторого Fω-нормализатора X/K группы G/K. Ввиду теоремы 3.2 и лем-
мы 3.1 X/K = HK/K, где H — некоторый Fω-нормализатор группы G. Тогда
TK = HK ∩ S = (H ∩ S)K. Поскольку T и H ∩ S — π-группы, по теореме
Шура — Цассенхауза T = (H ∩ S)x = Hx ∩ S для некоторого x ∈ K, причем
по лемме 3.1 Hx — Fω-нормализатор группы G; противоречие. Следовательно,
Oπ′(G) = 1.

Пусть � := �(G). Так как по [10, теорема 1] формация F ω-насыщенна,
GF 6⊆ � и поэтому GF�/� 6= 1. Пусть R/� — минимальная нормальная подгруп-
па группы G/�, содержащаяся в GF�/�. Тогда R/� — π-разрешимая ω-группа.
Если R/� является π′-группой, то по лемме 2.8(3) группа R π′-разложима, зна-
чит, Oπ′(R) 6= 1, что ввиду Oπ′(G) = 1 невозможно. Поэтому R/� — эле-
ментарная абелева p-группа для некоторого p ∈ π ∩ ω. По лемме 2.8(3) R
является p-разложимой группой и, следовательно, нильпотентной π-группой,
причем R ≤ GF� ≤ S� = S. Поскольку �(G/�) = �/� = 1, в G/� существует
максимальная подгруппа M/� такая, что G/� = M/� · R/�. Таким образом,
G = MR = M�GF = MGF = MF (G), S = (M ∩ S)R = (M ∩ S)F (S), MF —
π-разрешимая ω-группа и M — F-абнормальная максимальная подгруппа в G.
По лемме 3.3(2) M является Fω-критической подгруппой в G.

В силу леммы 2.6(2) R/� — fω-эксцентральный главный фактор группы
G, значит, G/CG(R/�) 6∈ f(p). Так как G = SF (G) и F (G) ≤ CG(R/�), то
G/CG(R/�) ∼= S/CS(R/�) 6∈ f(p) и потому R/� также является fω-эксцент-
ральным главным фактором в S.

Поскольку G = SF , то F 6⊆ � и F/F ∩ � 6= 1. Пусть F ∩ � := �1. Так как
F/�1 — неединичная нильпотентная нормальная ω-подгруппа группы G/�1 и
F/�1 ∩ �(G/�1) = F/�1 ∩ �/�1 = �1/�1 = 1, по [9, лемма 7.9] F/�1 — прямое
произведение некоторого числа минимальных нормальных подгрупп группы
G/�1. Из G/�1 = S/�1 · F/�1 следует, что в G/�1 найдется минимальная нор-
мальная подгруппа L/�1, содержащаяся в F/�1, такая, что G/�1 = S/�1 ·L/�1.
Тогда G = SL и L — нильпотентная нормальная ω-подгруппа группы G. В силу
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леммы 2.6(1) L/�1 — fω-центральный главный фактор в G. По лемме 2.6(2) M
покрывает L/�1, поэтому L ⊆M . Тогда M = M ∩ SL = (M ∩ S)L.

Пусть T1 — произвольный Fω-нормализатор подгруппы M ∩ S. Так как
MF — π-разрешимая ω-группа, M = (M∩S)L и L — нильпотентная нормальная
ω-подгруппа в M , по индукции T1 представим в виде T1 = N ∩ (M ∩S), где N —
некоторый Fω-нормализатор группы M , являющийся в силу Fω-критичности
M в G Fω-нормализатором группы G. Таким образом, T1 = N ∩ S, где N —
некоторый Fω-нормализатор группы G.

Установим, что T1 является Fω-нормализатором в S. Так как S = (M ∩S)R
и R/� — главный фактор в S, то M ∩ S — максимальная подгруппа в S. Если
M ∩ S F-нормальна в S, то по лемме 2.6(1) M ∩ S покрывает R/�, значит,
R ⊆ (M ∩S)� ⊆M , что невозможно. Следовательно, M ∩S — F-абнормальная
максимальная подгруппа в S. Поскольку SF — ω-группа и S = (M ∩ S)F (S),
согласно лемме 3.3(2) M ∩ S Fω-критическая в S. Это означает, что каждый
Fω-нормализатор группы M ∩S является Fω-нормализатором в S, поэтому T1 —
Fω-нормализатор группы S.

Так как T и T1 — Fω-нормализаторы группы S, по теореме 3.2 T = T s
1 для

некоторого s ∈ S. Тогда T = Ns ∩ S, где Ns — некоторый Fω-нормализатор
группы G ввиду леммы 3.1; противоречие.

(b) Пусть S не является максимальной подгруппой в G и S1 <· G, S ⊆ S1.
Тогда G = S1F , S1 = S(S1 ∩ F ) и S1 ∩ F — нильпотентная нормальная ω-
подгруппа группы S1. Как и в п. (a), ввиду [9, лемма 1.2(2)] SF

1 является π-
разрешимой ω-группой. По индукции T = H1 ∩ S, где H1 — Fω-нормализатор
группы S1. Так как G = S1F , по доказанному в п. (a) H1 = H ∩ S1, где H —
некоторый Fω-нормализатор группы G. Тогда T = (H ∩ S1) ∩ S = H ∩ S;
противоречие. Утверждение (1) доказано.

(2) Пусть K := Oπ′(G) и G = SK. Поскольку G/GF является π-группой,
K ⊆ GF. Из G = SGF ввиду [9, лемма 1.2(3)] получаем, что SF — π-разрешимая
ω-группа, и по теореме 3.1 в S существует Fω-нормализатор.

Допустим, что группа G — контрпример минимального порядка и T —
Fω-нормализатор группы S, не являющийся Fω-нормализатором в G. Тогда
S ⊂ G. Пусть S1 — максимальная подгруппа в G такая, что S ⊆ S1. Тогда
S1 = S(S1 ∩ K) = SOπ′(S1), G = S1K = S1GF, SF

1 — π-разрешимая ω-группа
и S1 — F-абнормальная максимальная подгруппа в G. По индукции каждый
Fω-нормализатор группы S является Fω-нормализатором группы S1. Таким об-
разом, T — Fω-нормализатор в S1. Если S1 — Fω-критическая подгруппа в G, то
T — Fω-нормализатор группы G, что противоречит выбору T . Следовательно,
S1 не является Fω-критической подгруппой в G.

Пусть � := �(G). Так как G = S1K, то K 6⊆ � и в группе K/K ∩ �
существует минимальная нормальная подгруппа R/K∩� = R(K∩�)/(K∩�) ∼=
R/R ∩K ∩ � = R/R ∩ � группы G/K ∩ �. Поскольку R ∩ � = R ∩ � ∩ Oω(G),
то R/R ∩ � ∩ Oω(G) — главный фактор группы G, значит, R — Fω-предельная
нормальная подгруппа в G. Так как R 6⊆ �, в G существует максимальная
подгруппа M такая, что G = MR = MK = MGF. Тогда M является Fω-
критической подгруппой в G и MF — π-разрешимая ω-группа.

Пусть D := M ∩S1. Поскольку S1 не является Fω-критической подгруппой
в G, то S1R = S1 и R ⊆ S1. По лемме 3.4 D — F-абнормальная максимальная
подгруппа в M . Допустим, что M ∩K ⊆ S1. Так как K = R(M ∩K) и R ⊆ S1,
то K ⊆ S1, поэтому G = KS1 = S1; противоречие. Следовательно, M ∩K 6⊆ S1,



78 В. А. Ведерников, М. М. Сорокина

значит, M ∩ K 6⊆ D. Тогда M = D(M ∩ K) = DOπ′(M). Пусть T1 — Fω-
нормализатор группы D. По индукции T1 является Fω-нормализатором в M , а
значит, и Fω-нормализатором в G.

Поскольку R ⊆ S1, то S1 = (M ∩ S1)R = DR = DOπ′(S1). Тогда по
индукции T1 является Fω-нормализатором группы S1. Таким образом, T и T1 —
Fω-нормализаторы группы S1. По теореме 3.2 T = T a

1 для некоторого a ∈
S1. Так как T1 — Fω-нормализатор в G, по лемме 3.1 T a

1 также является Fω-
нормализатором в G; противоречие. Утверждение (2) доказано.

(3) Пусть M — F-абнормальная максимальная подгруппа группы G. Тогда
G = MGF и в силу [9, лемма 1.2(3)] MF является π-разрешимой ω-группой.
По теореме 3.1 в M существует Fω-нормализатор. Если M — Fω-критическая
подгруппа группы G, то всякий Fω-нормализатор группы M является Fω-нор-
мализатором в G, и утверждение верно.

Пусть M не является Fω-критической подгруппой в G. Если G ∈ F, то GF =
1 и G = M , что невозможно. Следовательно, G 6∈ F. Тогда Fω-нормализатор
группы G отличен от G и ввиду определения 3.1(2) в G существует Fω-кри-
тическая подгруппа L. Это означает, что G = RL, где R — Fω-предельная
нормальная подгруппа в G. Тогда R ⊆ GF, LF — π-разрешимая ω-группа и
R/R ∩ � ∩ Oω(G) = R/R ∩ � — главный фактор группы G, где � := �(G). Так
как M не является Fω-критической подгруппой в G, то R ⊆M и M = R(M ∩L).
По лемме 3.4 M ∩ L — F-абнормальная максимальная подгруппа группы L.
Пусть T — Fω-нормализатор в M ∩ L. Тогда по индукции H ⊆ T , где H —
некоторый Fω-нормализатор группы L, являющийся ввиду Fω-критичности L в
G Fω-нормализатором в G. Поскольку R ⊆ GF, то R/R ∩ � — π-разрешимая
ω-группа.

(a) Пусть R/R ∩ � является абелевой p-группой для некоторого p ∈ ω ∩
π. Так как по лемме 2.8(4) R — нильпотентная ω-группа и M = M ∩ RL =
(M ∩ L)R, по утверждению (1) T ⊆ K, где K — Fω-нормализатор в M . Тем
самым установлено, что H ⊆ K. Пусть C — произвольный Fω-нормализатор
группы M . По теореме 3.2 C = Km для некоторого m ∈ M и Hm — Fω-
нормализатор в G. Тогда из H ⊆ K получаем Hm ⊆ Km = C. Следовательно,
в этом случае каждый Fω-нормализатор группы M содержит некоторый Fω-
нормализатор группы G.

(b) Пусть R/R ∩ � — π′-группа. Тогда R/R ∩ � π′-разложима и по лем-
ме 2.8(3) R — π′-разложимая группа. Это означает, что R = A×B, где A = Rπ,
B = Rπ′ . Так как M = R(M∩L), то M/R∩� = (R/R∩�)·(M∩L/R∩�), значит,
|M : M ∩ L| — π′-число. Тогда A ⊆ M ∩ L и M = (M ∩ L)R = (M ∩ L)AB =
(M ∩ L)B. Поскольку B ⊆ Oπ′(M), то M = (M ∩ L)Oπ′(M) и по утвержде-
нию (2) T является Fω-нормализатором в M . Как и в п. (a), из H ⊆ T ввиду
теоремы 3.2 получаем, что утверждение (3) верно. Лемма доказана.

Теорема 3.4. Пусть F — ω-локальная формация, π = π(F), G — группа и
GF — π-разрешимая ω-группа. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) всякая F-субабнормальная подгруппа группы G содержит по крайней
мере один Fω-нормализатор группы G;

(2) всякая Fω-покрывающая подгруппа группыG содержит по крайней мере
один Fω-нормализатор группы G;

(3) каждый Fω-нормализатор группы G содержится по крайней мере в од-
ной Fω-покрывающей подгруппе группы G.

Доказательство. Согласно теореме 3.1 в группе G существует Fω-нор-
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мализатор.
(1) Пусть L — F-субабнормальная подгруппа группы G. Тогда по [9, опре-

деление 21.2] либо L = G, либо L 6= G и существует F-субабнормальная (G−L)-
цепь вида

L = Lt < Lt−1 < · · · < L1 < L0 = G, где t > 0. (3.2)

Если G ∈ F, то G является Fω-нормализатором в G. Из GF = 1 получаем, что
L = G — единственная F-субабнормальная подгруппа в G, значит, утверждение
верно.

Пусть G 6∈ F. Если L = G, то утверждение верно. Пусть L 6= G и су-
ществует F-субабнормальная (G − L)-цепь (3.2). Пусть i ∈ {1, . . . , t}. По [9,
определение 21.2] Li — F-абнормальная максимальная подгруппа группы Li−1.
Ввиду [9, лемма 1.2(3)] LF

i−1 — π-разрешимая ω-группа. Тогда согласно лем-
ме 3.6(3) Fω-нормализатор Hi группы Li содержит некоторый Fω-нормализатор
Hi−1 группы Li−1. Таким образом, H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Ht ⊆ Lt = L, где H0 —
Fω-нормализатор группы L0 = G. Утверждение (1) доказано.

(2) Пусть F — Fω-покрывающая подгруппа группы G. Если G ∈ F, то, как
и в п. (1), утверждение верно. Пусть G 6∈ F. Тогда F < G и по теореме 2.1
F является F-абнормальной подгруппой в G. Согласно [9, определение 21.2]
F — F-субабнормальная подгруппа в G и по утверждению (1) F содержит по
крайней мере один Fω-нормализатор группы G. Утверждение (2) доказано.

(3) Пусть H — Fω-нормализатор группы G и F — Fω-покрывающая под-
группа группы G. Согласно утверждению (2) F содержит некоторый Fω-нор-
мализатор K группы G. По теореме 3.2 H = Kg для некоторого g ∈ G. Так
как K ⊆ F , то H = Kg ⊆ F g, где F g — Fω-покрывающая подгруппа группы G
ввиду леммы 2.3. Утверждение (3) доказано. Теорема доказана.

Следствие 3.5 (Л. А. Шеметков [9, теорема 21.8]). Пусть F — локальная
формация, π = π(F) и G — группа с π-разрешимым F-корадикалом. Тогда
справедливы следующие утверждения:

(1) всякая F-субабнормальная подгруппа группы G содержит по крайней
мере один F-нормализатор группы G;

(2) всякая F-покрывающая подгруппа группы G содержит по крайней мере
один F-нормализатор группы G;

(3) каждый F-нормализатор группы G содержится по крайней мере в одной
F-покрывающей подгруппе группы G.

Пример 3.1. Пусть F = Sω ×B2, где 2 6∈ ω, Sω — класс всех разрешимых
ω-групп, B2 — класс всех групп экспоненты ≤ 2 и G — произвольная 2-группа,
не принадлежащая B2. Нетрудно проверить, что F — ω-локальная формация и
GF = GB2 = �(G) 6= 1. Тогда каждая Fω-предельная подгруппа R группы G со-
держится в �(G), значит, в G не существует Fω-критических подгрупп. Поэтому
в группе G не существует Fω-нормализаторов и условие «быть ω-группой» для
F-корадикала GF в теоремах 3.1–3.5 существенно.

Замечание 3.1. Авторам неизвестно, можно ли в теоремах 3.2–3.4 опу-
стить или ослабить условие π-разрешимости F-корадикала GF группы G.

Определение 3.2 [16, определение 2.1]. Пусть F — класс групп. Группа G
называется Fπ-обособленной, если каждый главный фактор группы G является
либо Fπ-группой, либо π′-группой.

Вопрос 3.1. Возможно ли в условиях теорем 3.2–3.4 заменить π-разреши-
мость F-корадикала GF группы G одним из следующих условий:
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(1) его Fπ-обособленностью,
(2) его π-обособленностью,
(3) его π-отделимостью?

Теорема 3.5. Пусть F — ω-локальная формация и GF — нильпотентная
ω-подгруппа группы G. Тогда множество всех Fω-нормализаторов группы G
совпадает с множеством всех ее Fω-покрывающих подгрупп.

Доказательство. 1. Пусть H — Fω-покрывающая подгруппа группы G.
Покажем, что H является Fω-нормализатором в G. Если G ∈ F, то ввиду
леммы 2.1 H = G и по определению 3.1(2) H = G является Fω-нормализатором
группы G. Пусть G 6∈ F. Тогда H ⊂ G, поэтому существует максимальная
подгруппа M в G такая, что H ⊆M .

Согласно определению 2.2 из того, что H ≤ U ≤ G, V — нормальная ω-
подгруппа группы U и U/V ∈ F, следует U = HV . Тогда при U = G и V = GF

имеем G = HGF. Отсюда в силу H ⊆ M получаем G = MGF. Следователь-
но, M — F-абнормальная максимальная подгруппа в G. Поскольку GF ниль-
потентна, GF ⊆ F (G), значит, G = MF (G). По лемме 3.3(2) M является Fω-
критической подгруппой в G. Согласно лемме 2.2(2) H — Fω-покрывающая под-
группа в M . Ввиду [9, лемма 1.2(3)] MF — нильпотентная ω-группа. Тогда по
индукции H является Fω-нормализатором в M . Отсюда в силу Fω-критичности
подгруппы M в G получаем, что H — Fω-нормализатор в G.

2. Пусть L — Fω-нормализатор группы G. Так как по теореме 3.1 G =
LGF, ввиду леммы 2.4 L ⊆ K, где K — Fω-покрывающая подгруппа группы
G. Согласно п. 1 K является Fω-нормализатором в G. По теореме 3.2 K и L
сопряжены в G. Следовательно, |L| = |K|. Это в силу L ⊆ K означает, что
L = K. Тем самым установлено, что L — Fω-покрывающая подгруппа в G.
Теорема доказана.

Следствие 3.6 (Л. А. Шеметков [8], см. также [9, следствие 21.5.2]). Пусть
F — локальная формация и G — группа с нильпотентным F-корадикалом. Тогда
множество всех F-нормализаторов группы G совпадает с множеством всех ее F-
покрывающих подгрупп.

Следствие 3.7 (Картер, Хоукс [3, теорема 5.6]). Пусть F — локальная
формация и G — разрешимая группа. Если G ∈ NF, то множество всех F-
нормализаторов группы G совпадает с множеством всех ее F-покрывающих
подгрупп.

Теорема 3.6. Пусть F — ω-локальная формация Фиттинга, π = π(F) и
G = A1A2 · · ·An, где A1, A2, . . . , An — попарно перестановочные субнормальные
подгруппы группы G. Если F-корадикал AF

i является π-разрешимой ω-группой,
а его силовские p-подгруппы абелевы для любого p ∈ ω, i = 1, 2, . . . , n, то каж-
дый Fω-нормализатор группы G является дополнением к F-корадикалу GF в
G.

Доказательство. Пусть AF
i — π-разрешимая ω-группа и силовские p-

подгруппы группы AF
i абелевы для любого p ∈ ω, i = 1, 2, . . . , n, f — максималь-

ный внутренний ω-спутник формации F. Тогда по лемме 2.9GF = AF
1A

F
2 · · ·AF

n —
π-разрешимая ω-группа, не содержащая G-главных fω-центральных факторов.

Согласно теореме 3.1 в группе G существует по крайней мере один Fω-
нормализатор H и G = GFH. По теореме 3.3 H покрывает каждый fω-цент-
ральный и изолирует каждый fω-эксцентральный главный ωd-фактор группы
G. Следовательно, H изолирует каждый главный фактор группы G ниже GF.
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Рассмотрим главный ряд группы G, проходящий через GF вида G = G0 >
· · · > Gk = GF > Gk+1 > · · · > Gs = 1. Пусть D := GF ∩ H и Di := D ∩ Gi,
i = k, . . . , s. Тогда D = Dk ≥ Dk+1 ≥ · · · ≥ Ds = 1 — нормальный ряд группы
D. Пусть l ∈ {k, . . . , s− 1}. Так как H изолирует главный фактор Gl/Gl+1, то
H ∩Gl ⊆ Gl+1, поэтому Dl = H ∩Dl = H ∩D ∩Gl = D ∩ (H ∩Gl) ⊆ Dl+1. Это
означает, что Dl/Dl+1 = 1 для любого l ∈ {k, . . . , s− 1}. Следовательно, D = 1.

Поскольку G = GFH и |GF ∩ H| = 1, то H является дополнением к GF в
группе G. Теорема доказана.

Следствие 3.8. Пусть F — локальная формация Фиттинга, и пусть G =
A1A2 · · ·An, где A1, A2, . . . , An — попарно перестановочные субнормальные под-
группы группы G. Если F-корадикал AF

i π(F)-разрешим с абелевыми силовски-
ми подгруппами для любого i = 1, 2, . . . , n, то каждый F-нормализатор группы
G является дополнением к F-корадикалу GF в G.

Замечание 3.2. Теорема 3.6 является обобщением и развитием основных
результатов из [17, 18]. Ряд результатов о дополняемости F-корадикала GF в
группе G для ω-локальной формации F получен в [12], причем теорема 3.6 и ее
следствие являются дальнейшим развитием теоремы 4.3 и ее следствий из [12].
Основные результаты данной работы анонсированы в [19, 20].
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