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ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ

В ПРОСТРАНСТВЕ ХАРДИ Hp, 0 < p < ∞

Х. Х. Бурчаев, В. Г. Рябых, Г. Ю. Рябых

Аннотация. Доказывается, что если функция в задании линейного функциона-
ла над пространством Харди аналитична в круге радиуса, большего единицы, то
экстремальная функция этого функционала аналитична в том же круге.
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§ 1. Введение

Пусть 0 < p <∞, A — множество всех функций, аналитических в � = {z ∈
C : |z| < 1}, и

Hp =

ϕ ∈ A : sup
0<ρ<1

1
2π

2π∫
0

|ϕ(ρeiθ)|pdθ = ‖ϕ‖pp <∞


— пространства Харди в единичном круге � (если 1 ≤ p <∞, то ‖•‖p — норма
в Hp).

Обозначим через l линейный функционал надHp, 1 ≤ p <∞, определяемый
формулой (всюду в дальнейшем t = eiθ)

l(ψ) =
1
2π

2π∫
0

ψ(t)ω(t) dθ, ψ ∈ Hp, (1.1)

где ω ∈ Hq, 1/p+ 1/q = 1.
Назовем функцию F ∈ Hp экстремальной для функционала l, если l(F ) =

‖l‖ и ‖F‖p = 1.
Известно, что экстремальная функция функционала (1.1) при p ∈ (0,∞)

существует и единственна, а при p = 1 существует по крайней мере для ω ∈
C(�) ∩H∞ (см., например, [1, 2]). В общей постановке нас интересует вопрос,
как изменения в регулярности функции ω в функционале (1.1) скажутся на
свойствах соответствующей экстремальной функции F .

В настоящей работе рассматривается случай, когда в функционале (1.1)
функция ω аналитична в круге �(R) = {z ∈ C : |z| < R}, 1 < R <∞. Аналогич-
ная задача изучается относительно линейного функционала над пространством
Hp при 0 < p < 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 15–01–00331).
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Поставленная задача относится к типу экстремальных задач, изученных
в [3, 4] при более жестких ограничениях на функцию ω в задании функциона-
ла (1.1).

Пусть T = {t : |t| = 1} и �αA = {b ∈ C(�) ∩ A : b(t) ∈ Lipα, 0 < α < 1}.
Впервые (в 1972 г.) в [3] было установлено, что принадлежность экстремальных
функций линейных функционалов над H1 вида (1.1) тому или иному классу
зависит от определенных свойств функций ω, образующих эти функционалы.
Процитируем один из результатов в [3]: если в функционале (1.1) p = 1 и
ω ∈ �αA, 0 < α < 1, то F ∈ �αA.

Статья [4] о качественных свойствах экстремальных функций линейных
функционалов над Hp, 1 < p < ∞, была опубликована в 2006 г. Приведем
из этой статьи аналог цитируемой выше теоремы: если в функционале (1.1)
1 < p ≤ 2 и ω ∈ �αA, 0 < α < 1, то F ∈ �αA. В той же статье, в частности,
установлено: если в функционале (1.1) 1 < p < ∞ и ω ∈ �αA, 0 < α < 1, то
|F∗(t)|p ∈ Lipα, где F∗ — внешняя функция функции F .

В данной работе поставленная задача в случае 1 < p <∞ решается методом
погружения Hp в более широкий класс. Случай 0 < p ≤ 1 сводится к предыду-
щему с помощью интегральной формулы Коши. Указанный подход к решению
поставленной задачи существенно отличается от методов, примененных ранее в
исследовании подобных экстремальных задач в пространствах аналитических
функций. Он находит применение в изучении аналогичной задачи в простран-
ствах функций, близких к Hp (см., например, [5]).

Отметим, что если 0 < p < 1, то Hp является метрическим пространством
с инвариантной метрикой d(ϕ1, ϕ2) = ‖ϕ1 − ϕ2‖pp. Если функция g аналитична
в �(R), 0 < p ≤ 1, то соотношением

L(f) = lim
ρ→1

1
2π

2π∫
0

f(ρt)ḡ(t) dθ, f ∈ Hp, (1.2)

определяется линейный функционал L над пространством Hp (для 0 < p < 1
это следует из теоремы об общей форме элементов пространства (Hp)∗, сопря-
женного Hp, 0 < p < 1 (см. [6]); случай p = 1 сводится к функционалу вида
(1.1), p = 1).

Всюду в дальнейшем A(R) (A(C)) — множество всех функций, аналитиче-
ских в �(R) (C), 1 < R <∞; ϕρ(z) = ϕ(ρz), где 0 < ρ < 1, ϕ ∈ A.

Напомним, что ϕ ∈ Hp имеет почти всюду на T граничные значения ϕ(t)
по некасательным путям: ‖ϕ‖Lp(T ) = ‖ϕ‖p. Функция ‖ϕρ‖p неубывающая отно-
сительно ρ ∈ (0, 1), ‖ϕ− ϕρ‖p → 0, ‖ϕρ‖p → ‖ϕ‖Lp(T ) при ρ→ 1.

Нам понадобится теорема о двойственной связи двух различных экстре-
мальных задач (см., например, [7, теорема 4.1]). Имея в виду дальнейшее при-
менение этой теоремы, сформулируем ее, следуя [8, гл. 4, теорема 1.2] (там же
и в [7] имеются сведения по истории вопроса).

Теорема A. Пусть в функционале (1.1) 1 < p < ∞ и ω ∈ Hq. Тогда
справедливо равенство (‖ • ‖q = ‖ • ‖Lq(T ))

‖l‖ = sup


∣∣∣∣∣∣ 1
2π

2π∫
0

ψ(t)ω(t) dθ

∣∣∣∣∣∣ : ‖ψ‖p ≤ 1


= inf

{
‖ω − a‖q : a ∈ H0

q = {a ∈ Hq : a(0) = 0}
}
.
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Существуют единственные функции F ∈ Hp, ‖F‖p = 1, и X ∈ H0
q , для которых

1
2π

2π∫
0

F ω dθ = ‖ω −X‖q = ‖l‖. (i)

Последнее равенство равносильно выполнению почти всюду на T соотношения

|F (t)|p

F (t)
=
ω(t)
‖l‖

− X(t)
‖l‖

. (ii)

Кратко изложим содержание статьи. В § 2 вводится понятие одного про-
странства функций (пространство λ(δ)

α,p), которое в дальнейшем используется в
качестве вспомогательного. Затем доказаны дополнительные теоремы 2.1–2.3 о
свойствах экстремальных функций линейных функционалов специального вида
над пространством λ(δ)

α,p, 1 < p < ∞. После доказательства теоремы 2.1 прово-
дится согласование ряда обозначений. В § 3 изложены основные результаты
работы. В теореме 3.1 доказано, что если в функционале (1.1) 1 < p < ∞ и
ω — полином, то экстремальная функция F принадлежит A(C). Теорема 3.2
обобщает теорему 3.1 на случай ω ∈ A(R) в (1.1). Теорема 3.3 обобщает теоре-
му 3.2 относительно функционала (1.2). В следствии 3.1 доказано, что если в
функционале (1.1) 2 < p <∞ и ω ∈ A(R), то X ∈ A(R).

Настоящую работу можно рассматривать как продолжение работ [4, 5].

§ 2. Вспомогательные предварительные теоремы

Пусть 0 < α < ∞, 0 < δ < 1 и 1 < p < ∞. К пространству �(δ)
α,p отнесем

совокупность всех функций f ∈ A (аналитических в �), наделенных конечной
нормой

‖f‖(δ)p = sup
δ<ρ<1

(1− ρ)α‖fρ‖p.

Соответственно пусть

λ(δ)
α,p =

{
f ∈ �(δ)

α,p : (1− ρ)α‖fρ‖p → 0 при ρ→ 1
}
.

Если f ∈ Hp, то, очевидно, f ∈ λ(δ)
α,p, при этом ‖f‖(δ)p ≤ ‖f‖p, т. е. пространства

Hp вложены в пространства λ(δ)
α,p. Пространство λ(δ)

α,p является замкнутым под-
пространством пространства �(δ)

α,p, не совпадающим с �(δ)
α,p (например, функция

1
(1−z)1/p+α принадлежит �(δ)

α,p, но не принадлежит λ(δ)
α,p; замкнутость получаем с

помощью неравенства треугольника). Как нетрудно видеть, пространства λ(δ)
α,p

вложены в пространства λ(δ)
β, p при 0 < α < β <∞.

Обозначим через l(δ)α линейный функционал над �(δ)
α,p, заданный соотноше-

нием

l(δ)α (f) =
1
2π

2π∫
0

(1− δ)αf(δt)ḡ(t) dθ, f ∈ �(δ)
α,p, (2.1)

где g ∈ Hq, 1/p + 1/q = 1 (не затрагиваем вопрос об общей форме элементов
пространства

(
�(δ)
α,p

)∗, сопряженного к �(δ)
α,p; ограниченность функционала (2.1)

получаем с помощью неравенства Гёльдера).
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Функцию F (δ) ∈ �(δ)
α,p называем экстремальной для функционала l(δ)α , ес-

ли
∥∥l(δ)α ∥∥ = l(δ)α (F (δ)), ‖F (δ)‖(δ)p = 1 (подразумевается, что F (δ) зависит и от

параметра α).

Пусть F (δ)(z) =
∞∑
k=0

akzk — экстремальная функция функционала (2.1),

ak — тейлоровы коэффициенты, F (δ) = fN +RN , где fN (z) =
N∑
k=0

akzk, RN (z) =
∞∑

k=N+1
akzk, и EN =

{
x ∈ �(δ)

α,ρ : x(z) =
∞∑

k=N+1
xkzk

}
.

Теорема 2.1. Пусть в функционале (2.1) g(z) — полином. Тогда экстре-
мальная функция существует, единственна и принадлежит λ(δ)

α,p.
Доказательство. Пусть {fn} — максимизирующая последовательность

для нормы функционала (2.1), т. е. fn ∈ �(δ)
α,p, ‖fn‖ ≤ 1, причем l(δ)α (fn) →

∥∥l(δ)α ∥∥,
n → ∞. Так как последовательность {(1 − ρ)αfn(ρz)} ограничена в Hp, она
компактна относительно сходимости внутри� (см., например, [9, теорема 3.12]),
значит, такова и последовательность {fn(z)}. Пусть сама последовательность
fn(z) стремится к �(z) ∈ A, n → ∞, тогда из условия ‖fn‖(δ)p ≤ 1 следует, что
‖�‖(δ)p ≤ 1. Из равенства

lim
n→∞

l(δ)α (fn) =
1
2π

2π∫
0

(1− δ)α�(δ t) ḡ(t) dθ =
∥∥l(δ)α ∥∥ (2.2)

вытекает, что ‖�‖(δ)p = 1, т. е. �(z) = F (δ)(z) — экстремальная функция функ-
ционала (2.1).

Пусть в (2.1) g(z)— полином N -й степени. Тогда согласно равенству (2.2)
� = F (δ) имеем l(δ)α (F (δ)) = l(δ)α (fN ) =

∥∥l(δ)α ∥∥ = l(δ)α (fN + Q), Q ∈ EN . Поэтому
норма экстремальной функции F (δ)

‖F (δ)‖(δ)p = ‖fN +RN‖(δ)p = inf
{
‖fN +Q‖(δ)p : Q ∈ EN

}
.

При этом нижняя грань в правой части предыдущего равенства достигается
по крайней мере на RN . Установим единственность экстремальной функции.
Допустим, что существует последовательность {ρj} ∈ [δ, 1), ρj → 1 при j →∞,
такая, что ‖F (δ)‖(δ)p = lim

j→∞
(1− ρj)α

∥∥F (δ)
ρj

∥∥
p
. Последнее равносильно равенству

1 = inf
{
‖fN +Q‖(δ)p : Q ∈ EN

}
= inf
Q∈EN

sup
δ<δ∗<ρ<1

{
(1− ρ)α

∥∥fNρ +Qρ
∥∥
p

}
.

Отсюда с учетом произвольности δ∗: δ < δ∗ < 1 следует

1 ≤ sup
{
(1− ρ)α

∥∥fNρ ∥∥p : δ∗ < ρ < 1
}
→ 0, δ∗ → 1,

что приводит к противоречию. Поэтому супремум непрерывной в [δ, 1) функции

Iα(ρ) = (1− ρ)α
∥∥F (δ)

ρ

∥∥
p

достигается только в точках, принадлежащих сегменту [δ, ν], ν < 1. Пусть
функция Y (δ)(z) также экстремальна для (2.1), тогда и функция (F (δ)(z) +
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Y (δ)(z))/2 экстремальна для (2.1). Значит, существует r∗ ∈ [δ, 1) такое, что

(1− r∗)α
∥∥F (δ)

r∗ +Y (δ)
r∗

2

∥∥
p

= 1. Отсюда с учетом

(1− r∗)α
∥∥F (δ)

r∗

∥∥(δ)
p

≤ 1, (1− r∗)α
∥∥Y (δ)

r∗

∥∥(δ)
p

≤ 1,

применяя неравенство треугольника, получим

2
(1− r∗)α

=
∥∥F (δ)

r∗ + Y (δ)
r∗

∥∥
p
≤
∥∥F (δ)

r∗

∥∥
p

+
∥∥Y (δ)

r∗

∥∥
p
≤ 2

(1− r∗)α
,

т. е. имеет место равенство
∥∥F (δ)

r∗ +Y (δ)
r∗

∥∥
p

=
∥∥F (δ)

r∗

∥∥
p
+
∥∥Y (δ)

r∗

∥∥
p
. Но пространство

Hp, 1 < p < ∞, строго нормированное (как подпространство строго нормиро-
ванного пространства Lp(T ), 1 < p < ∞). Поэтому F (δ)(r∗t) = Y (δ)(r∗t) почти
всюду на T . Тогда F (δ)(z) = Y (δ)(z) в силу аналитичности и экстремальная
функция единственна.

Для завершения доказательства осталось установить, что F (δ) ∈ λ(δ)
α,p. С

учетом того, что sup
δ≤ρ<1

Iα(ρ) = ‖F (δ)‖(δ)P достигается только в точках из [δ, ν],

ν < 1, и
∥∥F (δ)

r

∥∥(δ)
p

≤ ‖F (δ)‖(δ)p для r ∈ [δ, 1), F (δ)
r → F (δ) внутри � при r → 1,

заключаем, что ∥∥F (δ)
r

∥∥(δ)
p

=
∥∥fNr +RNr

∥∥(δ)
p

→ ‖F (δ)‖(δ)p

при r → 1. Так как fN — полином и fNr → fN в �(δ)
α,p при r → 1, в силу

непрерывности нормы∥∥fN +RNr
∥∥(δ)
p

=
∥∥F (δ) +

(
RNr −RN

)∥∥(δ)
p

→ ‖F (δ)‖(δ)p ,

где RNr − RN ∈ EN . Отсюда, имея в виду, что для F (δ)(z) наилучшим прибли-
жением в �(δ)

α,p элементами из EN является только нуль (в силу единственности
экстремальной функции), заключаем, что RNr − RN → 0 в �(δ)

α,p. Далее с помо-
щью неравенства треугольника получим∥∥F (δ) − F (δ)

r

∥∥(δ)
p

≤
∥∥fN − fNr

∥∥(δ)
p

+
∥∥RN −RNr

∥∥(δ)
p

→ 0 при r → 1.

Поскольку F (δ)
r ∈ λ(δ)

α,p и пространство λ(δ)
α,p замкнуто, предельная функция F (δ)

принадлежит λ(δ)
α,p. Теорема 2.1 доказана.

Согласуем обозначения, используемые в дальнейшем. Пусть

m(δ) =
{
r ∈ [δ, 1) : ‖F (δ)‖(δ)p = (1− r)α

∥∥F (δ)
r

∥∥
p

= 1
}
, rδ = inf{r : r ∈ m(δ)}.

Если f ∈ λ(δ)
α,p и x ∈ R, то F (δ) + xf ∈ λ(δ)

α,p и по непрерывности нормы ‖F (δ) +
xf‖(δ)p → ‖F (δ)‖(δ)p при x→ 0. Пусть

rxf = inf
{
ρ ∈ [δ, 1) : ‖F (δ) + xf‖(δ)p = (1− ρ)α

∥∥F (δ)
ρ + xfρ

∥∥
p

}
,

r±f = inf
{
ρ ∈ [δ, 1) : ‖F (δ) + xf‖(δ)p → (1− ρ)α

∥∥F (δ)
ρ

∥∥
p

= ‖F (δ)‖(δ)p = 1, x→ ±0
}
.

Очевидно, что
{
r±f
}
⊆ m(δ), множества

{
r±f
}

и m(δ) замкнуты и содержатся в
сегменте [δ, ν], ν < 1 (так как точки максимума непрерывной в [δ, 1] функции
Iα(ρ) = (1− ρ)α

∥∥F (δ)
ρ

∥∥
p

лежат в указанном сегменте).
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Обозначим

�(δ)(ρ, ϕ)(t) =
1(

‖ϕ‖(δ)p
)p/q |(1− ρ)αϕ(ρt)|p

(1− ρ)αϕ(ρt)
, ϕ ∈ λ(δ)

α,p, ϕ 6= 0,

�0(t) = �(δ)(rδ, F (δ))(t), �±f (t) = �(δ)(r±f , F (δ))(t),
�xf (t) = �(δ)(rxf , F (δ) + xf

)
(t),

W (δ)(ρ, f) = Re

 1
2π

2π∫
0

(1− ρ)αf(ρt)�(δ)(ρ, F (δ))(t) dθ

 .

Через ϕ × �xf и ϕ × �0, ϕ ∈ λ(δ)
α,p, обозначим линейные функционалы над

λ(δ)
α,p, определенные формулами

ϕ× �xf =
1
2π

2π∫
0

(
1− rxf

)α
ϕ
(
rxf t
)
�xf (t) dθ,

ϕ× �0 =
1
2π

2π∫
0

(1− rδ)αϕ(rδt)�0(t) dθ.

Теорема 2.2. Если множество m(δ) состоит из единственной точки r∗, то
функция ‖F (δ) + xf‖(δ)p , где f ∈ λ(δ)

α,p, дифференцируема в точке x = 0. При
этом (

d

dx
‖F (δ) + xf‖(δ)p

)
x=0

= W (δ)(r∗, f). (2.3)

Доказательство. Следуя принятым обозначениям, имеем

‖F (δ) + xf‖(δ)p =
1
2π

2π∫
0

(
1− rxf

)α(
F (δ)(rxf t)+ xf

(
rxf t
))
�xf (t) dθ = (F (δ) + xf)×�xf ,

F (δ) × �0 = ‖F (δ)‖(δ)p . Так как
∥∥�xf ∥∥q = ‖�0‖q = 1, с помощью неравенства

Гёльдера получим

‖F (δ)‖(δ)p ≥
∣∣F (δ) × �xf

∣∣, ‖F (δ) + xf‖(δ)p ≥ |(F (δ) + xf)× �0|.

Положим

�±(f, x) =
1
x

((
‖F (δ) + xf‖(δ)p

)2 − (‖F (δ)‖(δ)p
)2)

, x > 0 (x < 0).

Имея в виду предыдущие оценки и пользуясь формулой |c+d|2 = |c|2+2Re(c̄d)+
|d|2 для комплексных c и d, приходим к оценкам (c = F (δ)×�xf , d = x

(
f ×�xf

)
):

�−(f, x) ≥ 1
x

(∣∣(F (δ) + xf)× �xf
∣∣2 − ∣∣F (δ) × �xf

∣∣2)
= 2 Re

((
F (δ) × �xf

)(
f × �xf

))
+ x
∣∣f × �xf

∣∣2,
�−(f, x) ≤ 1

x
(|(F (δ) + xf)× �0|2 − |F (δ) × �0|2)

= 2 Re((F (δ) × �0)(f × �0)) + x|f × �0|2.
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Формально переходя к пределу при x→ −0, в силу того, что

F (δ) × �xf → F (δ) × �−f = 1, f × �xf →W (δ)(r−f , f), f × �0 = W (δ)(rδ, f),

получим оценку

2W (δ)(r−f , f) ≤ lim
x→−0

�−(f, x) ≤ 2W (δ)(rδ, f).

Так как m(δ) = r∗, то r−f = rδ = r∗. Поэтому предыдущий предельный переход
правомерен и последнее неравенство сводится к равенству

2W (δ)(r∗, f) =
(
d

dx

(∥∥F (δ) + xf
∥∥(δ)
p

)2)
x=−0

= 2
(
d

dx
‖F (δ) + xf‖(δ)p

)
x=−0

.

Тем самым для производной слева получаем(
d

dx
‖F (δ) + xf‖(δ)p

)
x=−0

= W (δ)(r∗, f). (2.4)

Повторяя предыдущие рассуждения относительно �+(f, x), x → +0, для про-
изводной справа имеем(

d

dx
‖F (δ) + xf‖(δ)p

)
x=+0

= W (δ)(r∗, f). (2.5)

Из формул (2.4) и (2.5) следует формула (2.3). Теорема 2.2 доказана.

Замечание 2.1. Если F0 ∈ λ(δ)
α,p, то ‖F0 + xf‖(δ)p , где f ∈ λ(δ)

α,p, имеет одно-
сторонние производные в точке x = 0 (производная Гато).

Доказательство этого утверждения фактически сводится к рассуждениям,
проведенным в доказательстве теоремы 2.2.

Отметим, что в правой части формулы (2.3) W (δ)(r∗, f) — линейный функ-
ционал над λ(δ)

α,p, поэтому в левой части соответствующая производная Фреше.

Теорема 2.3. Если в функционале (2.1) g(z) — полином и m(δ) = δ, то
сужение этого функционала на λ(δ)

α,p представимо в виде

l(δ)α (f) =
1
2π

2π∫
0

(1− δ)αf(δt)
∥∥l(δ)α ∥∥�(δ)(δ, F (δ))(t) dθ, f ∈ λ(δ)

α,p. (2.6)

При этом ∥∥l(δ)α ∥∥ = inf
{
‖ḡ − a‖q : a ∈ H0

q

}
. (2.7)

Доказательство. Пусть f ∈ λ(δ)
α,p. Составим функцию

y(x) =
∣∣∣∣l(δ)α ( F (δ) + xf

‖F (δ) + xf‖(δ)p

)∣∣∣∣2.
Эта функция определена для всех x, достаточно малых по абсолютной вели-
чине. Применяя формулу (2.3), m(δ) = δ, после простых выкладок получим

y′(0) =
d

dx

(
1(

‖F (δ) + xf‖(δ)p
)2 l(δ)α (F (δ) + xf)l(δ)α (F (δ) + xf)

)
x=0

= 2
∥∥l(δ)α ∥∥Re l(δ)α (f)− 2

∥∥l(δ)α ∥∥2 ReW (δ)(δ, f).
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Функция y(x) достигает максимума при x = 0, стало быть, эта производная
равна нулю. Из предыдущего равенства получим

Re l(δ)α (f) = Re
∥∥l(δ)α ∥∥W (δ)(δ, f), f ∈ λ(δ)

α,p. (2.8)

Комплексный линейный функционал однозначно определяется своей веще-
ственной частью. Поэтому из соотношения (2.8) следует представление (2.6).

Сравнивая представления (2.1) и (2.6), заключаем, что

1
2π

2π∫
0

f(δt)ḡ(t) dθ =
1
2π

2π∫
0

f(δt)
∥∥l(δ)α ∥∥�(δ)(δ, F (δ))(t) dθ, f ∈ λ(δ)

α,p. (2.9)

Пользуясь разложением Ls(T ) = Hs ⊕H
0
s, s > 1, получим представление∥∥l(δ)α ∥∥�(δ)(δ, F (δ)) = G+ a(δ),

где G ∈ Hq, a(δ) ∈ H0
q . Отсюда и из (2.9) следует соотношение

1
2π

2π∫
0

f(δt)ḡ(t) dθ =
1
2π

2π∫
0

f(δt)G(t) dθ, f ∈ λ(δ)
α,p,

из которого вытекает, что аналитические функции g и G совпадают. B соответ-
ствии с предыдущим представлением заключаем, что

ḡ(t) =
∥∥l(δ)α ∥∥�(δ)(δ, F (δ))(t)− a(δ)(t). (2.10)

Пусть в функционале (1.1) 1 < p <∞, ω = g. Тогда в силу (2.10)

l(�) =

∥∥l(δ)α ∥∥
2π

2π∫
0

�(t)

∣∣(1− δ)αF (δ)
δ (t)

∣∣p
(1− δ)αF (δ)

δ (t)
dθ, � ∈ Hp,

где (1− δ)αF (δ)
δ ∈ Hp, более того,

∥∥(1− δ)αF (δ)
δ

∥∥
p

= 1 на основании m(δ) = δ.
Следовательно, экстремальная функция F функционала (1.1) будет равна

(1 − δ)αF (δ)
δ , при этом ‖l‖ =

∥∥l(δ)α ∥∥. Отсюда и из равенства (i) (теорема A)
вытекает (2.7). Теорема 2.3 доказана.

§ 3. Основные результаты

Теорема 3.1. Если в функционале (1.1) 1 < p < ∞ и ω — полином, то
F ∈ A(C).

Доказательство. Пусть в функционале (2.1) g(z) — полином N -й сте-

пени, F (δ)(z) =
∞∑
k=0

akzk, �n(z) = βzn + Rn(z), где β комплексное, Rn(z) =

RN (z)−anzn, n ≥ N+1. Так как RN ∈ EN является элементом (единственным)
наилучшего приближения в �(δ)

α,p для fN (z) элементами из EN , ‖fN+RN‖(δ)p = 1,
для любого r ∈ m(δ) имеем

1 ≤ (1− r)α
∥∥fNr + βrntn +Rnr

∥∥
p

= (1− r)αrn
∥∥∥∥fNr +Rnr

rn
+ βtn

∥∥∥∥
p

.
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Нижняя грань по β от правой части предыдущего неравенства (равная единице)
достигается только при β = an. Поэтому anzn является элементом наилучшего
приближения в Hp для функции

(
fNr (z)+Rnr (z)

)
/rn, где Rn(z)+anzn = RN (z),

fN (z) + RN (z) = F (δ)(z). Воспользуемся теоремой из [10]. Пусть A — фикси-
рованное подпространство Lp(σ,�, µ), 1 < p <∞. Тогда для того чтобы ξ0 ∈ A
был элементом наилучшего приближения для x0 ∈ Lp(σ,�, µ)\A , необходимо и
достаточно выполнения условия∫

σ

|ξ0 − x0|p

ξ0 − x0
h dµ = 0, h ∈ A .

Положим A = {βzn : β ∈ C} и x0 =
(
fNr + Rnr

)
/rn. На основании этой

теоремы и рассуждений, проведенных выше, необходимо выполнение условий

2π∫
0

|(1− r)αF (δ)(rt)|p

(1− r)αF (δ)(rt)
tn dθ = 0, n ≥ N + 1, (3.1)

как только r ∈ m(δ).
Докажем, что для δ, близких к единице, множество m(δ) состоит из един-

ственной точки δ. Допустим, что при заданном 0 < δ < 1 множество m(δ)
содержит точку r ∈ (δ, 1), т. е. в этой точке функция Iα(ρ) = (1 − ρ)α

∥∥F (δ)
ρ

∥∥
имеет максимум, равный единице. Тогда(
d

dρ
(1− ρ)α

∥∥F (δ)
ρ

∥∥
p

)
ρ=r

= −α(1− r)α−1∥∥F (δ)
r

∥∥
p

+ (1− r)α
(
d

dρ

∥∥F (δ)
ρ

∥∥
p

)
ρ=r

= 0.

В силу того, что (1− r)α
∥∥F (δ)

r

∥∥
p

= 1,

d

dρ

∣∣F (δ)
ρ

∣∣p = pRe
(∣∣F (δ)

ρ (t)
∣∣p

F (δ)
ρ (t)

t
(
F (δ)
ρ (t)

)′)
,

(
d

dρ

∥∥F (δ)
ρ

∥∥
p

)
ρ=r

=

 d

dρ

 1
2π

2π∫
0

|F (δ)(ρt)|p dθ

1/p
ρ=r

=

 1
2πp

2π∫
0

(
d

dρ
|F (δ)(ρt)|p

)
ρ=r

dθ

 1∥∥F (δ)
r

∥∥p/q
p

= Re

 1
2π

2π∫
0

∣∣F (δ)
r (t)

∣∣p
F (δ)
r (t)

t(F (δ))′(rt) dθ

 · (1− r)
αp
q ,

(1− r)αp/q = (1−r)αp
(1−r)α , после простых преобразований получим

αr = (1− r)Re

 1
2π

2π∫
0

∣∣(1− r)αF (δ)
r

∣∣p
(1− r)αF (δ)

r

(1− r)αrt(F (δ))′(r t) dθ

,
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где (rt)(F (δ))′(rt) =
∞∑
k=1

kak(rt)k и ряд в правой части равномерно сходится в

�
( 1
r

)
. Это позволяет провести почленное интегрирование. Опираясь на усло-

вия (3.1) и следуя обозначениям, приходим к равенству

αr = (1− r)Re

 1
2π

2π∫
0

�(δ)(r, F (δ))

(
N∑
k=1

k(1− r)αak(rt)k
)
dθ

.
Сумму в правой части этого равенства оценим с помощью неравенства треуголь-
ника. Далее, с учетом ‖�(δ)(r, F (δ))‖q = 1 и неравенства Гёльдера получим

αr ≤ (1− r)
N∑
k=1

k(1− r)α|ak|rk. (3.2)

Так как (1− r)αakrk = �k — тейлоровы коэффициенты функции �(r, z) =

(1 − r)αF (δ)(rz) из Hp с единичной нормой, из формулы �k = 1
2π

2π∫
0
�(r, t)tk dθ

следует, что |�k| ≤ 1. Отсюда и из (3.2) вытекает, что допущенное выше условие
выполняется при

αr ≤ (1− r)
N∑
k=1

k =
(1− r)N(N + 1)

2
, δ < r < 1,

т. е. когда имеет место условие

0 < δ < r ≤ N(N + 1)
(2α+N(N + 1))

= CN (α).

Стало быть, m(δ) = δ, если δ = CN (α). Тогда по теоремам 2.3 и A, полагая
ω = g в функционале (1.1), получим равенство

∥∥l(δ)α ∥∥ =
1
2π

2π∫
0

(1− δ)αF (δ)(δ t)ḡ(t) dθ = ‖ḡ −X‖q =
1
2π

2π∫
0

F (t)ḡ(t) dθ,

где ‖(1− δ)αF (δ)(δt)‖p = 1 в силу m(δ) = δ. Последнее равенство по теореме A
возможно только тогда, когда (1− δ)αF (δ)(δ z) = F (z) в �. Так как функция из
левой части этого равенства аналитична в круге �(1/δ), то F (z) аналитически
продолжима в этот круг. Но δ = CN (α) можно подобрать сколь угодно малым
за счет выбора α, поэтому F ∈ A(C). Теорема 3.1 доказана.

Теорема 3.2. Если в функционале (1.1) 1 < p < ∞ и ω ∈ A(R), то F ∈
A(R).

Доказательство. Пусть gN (z) — N -я частичная сумма разложения g(z)
в ряд Тейлора. Наряду с lN ∈ H∗

p вида

lN (f) =
1
2π

2π∫
0

f(t)gN (t) dθ, f ∈ Hp, (3.3)

рассмотрим l(δ)N,α ∈
(
λ(δ)
α,p

)∗, δ = 1/η, 1 < η < R, вида

l(δ)N,α(f) =
1
2π

2π∫
0

(1− δ)αf(δt)gN (t) dθ, f ∈ λ(δ)
α,p. (3.4)
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Пусть функции FN (z) и F (δ)
N,α(z) экстремальны соответственно для (3.3) и (3.4).

Из рассуждений, проведенных в завершающей части доказательства теоремы 3.1,
следует, что существует конечное

αN = αN (δ) = inf
{
α > 0 :

∥∥l(δ)N,α∥∥ = ‖lN‖
}
. (3.5)

Далее доказательство теоремы сводим к доказательству ограниченности
последовательности {αN}. Поэтому можем считать, что αN 6= 0. В силу (3.5)
существует последовательность βn > αN , βn → αN при n→∞, такая, что

∥∥l(δ)N,βn∥∥ =
1
2π

2π∫
0

(1− δ)βnF (δ)
N,βn

(δt)gN (t) dθ → ‖lN‖.

После перехода к пределу при n → ∞ с учетом компактности последователь-
ности

{
F (δ)
N,βn

(z)
}

относительно сходимости внутри � отсюда заключаем, что∥∥l(δ)N ∥∥ = l(δ)N
(
F (δ)
N

)
= ‖lN‖, где F (δ)

N экстремальна для функционала l(δ)N = l(δ)N,αN .
Пусть в соответствии с теоремой A ‖lN‖ = ‖gN −XN‖q. Положим α = αN

и

Iα(ρ) =
(

1− ρ

1− δ

)α∥∥∥∥ḡN(ρtδ
)
− χN

∥∥∥∥
q

, δ ≤ ρ < 1.

Так как Iα(δ) = ‖ḡN −XN‖q, выполняется неравенство

‖lN‖ = ‖ḡN − χN‖q ≤ sup
δ≤ρ<1

(
1− ρ

1− δ

)α∥∥∥∥ḡN(ρtδ
)
−XN

∥∥∥∥
q

. (3.6)

Допустим, что неравенство (3.6) строгое, т. е.

‖ḡN −XN‖q < sup
δ≤ρ<1

Iα(ρ).

Очевидно, что функция Iα(ρ) дифференцируема по ρ ∈ (δ, 1). Поскольку gN —
полином N -й степени и

( 1−ρ
1−δ
)α(ρ

δ

)N → 0 при ρ → 1, XN ∈ Aq, с помощью
неравенства треугольника заключаем, что Iα(ρ) → 0 при ρ → 1. Поэтому
с учетом Iα(δ) = ‖ḡN − XN‖q найдется точка ε = ε(α) ∈ (δ, 1), в которой
достигается maxIα(ρ) > ‖ḡN − χN‖q = ‖lN‖. Обозначим GN (ρ, t) = ḡN (ηρt) −
χN (t), тогда ((1−ρ)/(1−δ))α‖GN (ρ, t)‖q = Iα(ρ). Имея в виду, что I ′

α(ε) = 0, и
рассуждая, как в соответствующей части доказательства теоремы 3.1, получим

αIα(ε) = (1− ε)
(

1− ε

1− δ

)α
Re

 1
2π

2π∫
0

|GN (ε, t)|q

GN (ε, t)
ηtg′N (ηεt) dθ

 1

‖GN (ε, t)‖q/pq

,

где δ = 1/η, 1 < η < R. Правую часть предыдущего равенства оценим с по-
мощью неравенства Гёльдера, g′N ∈ Lq(T ), 1/p + 1/q = 1. Так как δ < ε < 1,
(1− ε)η < η − 1, α = αN , получим оценку

αNIαN (ε) <
(η − 1)‖GN (ε, t)‖q/pq ‖g′N (ηt)‖q

‖GN (ε, t)‖q/pq

= (η − 1)‖g′N (ηt)‖q.

Отсюда, принимая во внимание, что IαN (ε) > ‖lN‖, приходим к оценке

αN = αN (δ) <
(η − 1)‖g′N (ηt)‖q

‖lN‖
. (3.7)
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Пусть неравенство (3.6) сводится к равенству, т. е. согласно (3.5)

αN = inf
{
β > 0 : sup

δ≤ρ<1

(
1− ρ

1− δ

)β∥∥∥∥ḡN(ρtδ
)
− χN

∥∥∥∥
q

= ‖ḡN − χN‖q = IαN (δ)
}
, (3.8)

где αN > 0. Тогда sup
δ≤ρ<1

Iβ(ρ) 6= IαN (δ) = ‖lN‖ для 0 < β < αN в силу мини-

мальности αN в равенстве (3.8). Именно, так как при этом
( 1−ρ

1−δ
)β ≥ ( 1−ρ

1−δ
)αN ,

то sup
δ≤ρ<1

Iβ(ρ) > ‖lN‖. Поскольку Iβ(δ) = ‖lN‖, рассуждая как при выводе

оценки (3.7), для случая (3.8) получим

β <
(η − 1)‖g′N (ηt)‖q

‖lN‖
при любом 0 < β < αN . Отсюда и из оценки (3.7) следует, что в общем случае
αN ≥ 0 (η = 1/δ) будет

αN = αN (δ) ≤
(1− δ)

∥∥g′N( tδ )∥∥q
δ‖lN‖

. (3.9)

В соответствии с (3.5) имеем

l(δ)N,αN
(
F (δ)
N

)
= lN (FN ) =

1
2π

2π∫
0

(1− δ)αNF (δ)
N (δt)gN (t) dθ

=
1
2π

2π∫
0

FN (t)ḡN (t) dθ = ‖gN −XN‖q. (3.10)

Так как g ∈ A(R), то g − gN → 0 в Hq при N → ∞, поэтому, как легко
видеть, ‖l − lN‖ → 0. Тогда XN → X в Hq на основании теоремы A. Простран-
ство Hp, p > 1, равномерно выпуклое, экстремальные функции функционалов
l и lN единственны, следовательно, FN → F в Hp (см., например, [9, гл. 7,
лемма 1]). Фактически повторяя рассуждения, проведенные в соответству-
ющей части доказательства теоремы 2.1, заключаем, что последовательность
F (δ)
N → F (δ) внутри �. Поскольку g ∈ A(R), то ‖g′N (ηt)‖q → ‖g′(ηt)‖q, поэтому

в силу оценки (3.9) последовательность {αN} ограничена, значит, компактна.
Пусть αN → α∗(δ), тогда (1− δ)αNFN (δ)(δz) → (1− δ)α∗F (δ)(δz) в Hp, при этом
норма предельной функции не превосходит единицы. Перейдем в равенстве
(3.10) к пределу при N → ∞. С учетом предыдущих рассуждений заключаем,
что для каждого δ : 1/R < δ < 1 найдутся F (δ) ∈ A и α∗ = α∗(δ), для которых∥∥(1− δ)α∗F (δ)

δ

∥∥
p
≤ 1, при этом

1
2π

2π∫
0

(1− δ)α∗F (δ)(δt)ḡ(t) dθ =
1
2π

2π∫
0

F (t)ḡ(t) dθ = ‖ḡ − χ‖q.

Выполнение предыдущих условий возможно лишь в случае
∥∥(1− δ)α∗F (δ)

δ

∥∥
p

= 1.
Поэтому в силу единственности экстремальной функции в Hp, 1 < p <∞, будет

(1− δ)α∗F (δ)(δz) = F (z)
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для любого 1/R < δ < 1. Функция из левой части этого равенства принадлежит
A(R), поэтому F ∈ A(R). Теорема 3.2 доказана.

Функцию F ∈ Hp называем экстремальной для функционала L в (1.2),
если ‖L‖ = sup

f 6=0

|L(f)|
‖f‖p = L(F ) и ‖F‖p = 1.

Лемма 3.1. Если в функционале (1.2) g ∈ A(R), то экстремальная функ-
ция существует (может быть, неединственная).

Доказательство. Пусть 1 < R1 < R. С помощью тейлоровых рядов
функций f(ρz) и g(z) (ряд для g(z) равномерно сходится внутри �(R)) и про-
стых формул

1
2π

2π∫
0

tit̄j dθ =
{

1 при i = j,

0 при i 6= j

преобразуем функционал (1.2) к виду

L(f) = lim
ρ→1

1
2π

2π∫
0

( ∞∑
i=0

ci(ρt)i
)( ∞∑

j=0

bjtj

)
dθ

= lim
ρ→1

1
2π

2π∫
0

( ∞∑
i=0

ci

(
ρt

R1

)i)( ∞∑
j=0

bj(R1t)j
)
dθ

=
1
2π

2π∫
0

f

(
t

R1

)
ḡ(R1t) dθ. (3.11)

Пусть {fn} — соответствующая максимизирующая последовательность для
нормы функционала L. Проводя стандартные рассуждения, заключаем, что
{fn} компактна относительно сходимости внутри � (используется оценка роста
функций из пространств Hγ , 0 < γ < ∞ (см., например, [9, теорема 3.10])).
Пусть подпоследовательность fnk сходится к � ∈ A внутри �, тогда на основа-
нии представления (3.11) имеем

‖L‖ = lim
k→∞

L(fnk) = lim
k→∞

1
2π

2π∫
0

fnk

(
t

R1

)
ḡ(R1t) dθ

=
1
2π

2π∫
0

�

(
t

R1

)
ḡ(R1t) dθ = lim

ρ→1

1
2π

2π∫
0

�(ρt)ḡ(t) dθ,

где ‖�‖p ≤ 1 в силу ‖fnk‖ ≤ 1. Предыдущее равенство возможно только в
случае ‖�‖ = 1, т. е. � является экстремальной функцией функционала (1.2).
Лемма 3.1 доказана.

Пусть функция F экстремальна для функционала (1.2), 0 < p ≤ 1, g ∈
A(R). Тогда F = hb, где h ∈ Hp и h 6= 0 в �, b — произведение Бляшке (см.,
например, [11, гл. IX, § 4, теорема 1]).

Теорема 3.3. Если в функционале (1.2) g ∈ A(R), то F ∈ A(R).
Доказательство. Пусть s, 0 < s < p ≤ 1, и целое n таковы, что np

1−s =
γ > 1. Так как |b(t)| = 1 почти всюду и h(z) не имеет нулей в �, то hsb ∈ Hp/s,
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p/s > 1, ‖hsb‖p/s = 1, h(1−s)/n ∈ Hγ . Имея в виду, что интеграл (ζ = eiψ)

I =
1
2π

2π∫
0

hs(t)b(t)

 1
2π

2π∫
0

h1−s( ζ
R1

)
ḡ(R1ζ) dψ

1−
(
t
R1

)
ζ

 dθ (3.12)

абсолютно сходится, после изменения в нем порядка интегрирования (теорема
Фубини), пользуясь интегральной формулой Коши, F = hb, получим

I =
1
2π

2π∫
0

h1−s
(
ζ

R1

)
ḡ(R1ζ) dψ

 1
2π

2π∫
0

hs(t)b(t) dθ
1−

( ζ
R1

)
t̄


=

1
2π

2π∫
0

h1−s
(
ζ

R1

)
hs
(
ζ

R1

)
b

(
ζ

R1

)
ḡ(R1ζ) dψ

= lim
ρ→1

1
2π

2π∫
0

F (ρt)ḡ(t) dθ = ‖L‖. (3.13)

Внутренний интеграл в (3.12) рассматриваем как граничные значения функ-
ции M1, комплексно сопряженной с функцией

M1(z) =

 1
2π

2π∫
0

h1−s
( ζ
R1

)
ḡ(R1ζ) dψ

1−
(
z̄
R1

)
ζ

 ∈ A(R1).

Из (3.12), ‖hsb‖p/s = 1 и равенства (3.13) следует, что hsb является экстре-
мальной функцией функционалаL над Hp/s, p/s > 1, определенного формулой

L (ψ) =
1
2π

2π∫
0

ψ(t)M1(t) dθ, ψ ∈ Hp/s.

Действительно, если функция f(z) экстремальна для L , то аналогично (3.13)
имеем

L (f) = lim
ρ→1

1
2π

2π∫
0

f(ρt)h1−s(ρt)ḡ(t) dθ = ‖L ‖.

На основании неравенства Гёльдера ‖fh1−s‖p ≤ ‖f‖p/s‖h‖1−sp = 1 и, следо-
вательно, L (f) ≤ ‖L‖, причем L (hsb) = ‖L‖, ‖hsb‖p/s = 1. Отсюда в силу
единственности экстремальной функции для L заключаем, что f = hsb. Сле-
довательно, по теореме 3.2 hsb ∈ A(R1).

Пусть sn = (1− s)/n, тогда ‖hsn‖γ = 1, γ > 1. Аналогично (3.13) имеем

‖L‖ =
1
2π

2π∫
0

hsn(t)

 1
2π

2π∫
0

h1−sn
( ζ
R1

)
b
( ζ
R1

)
ḡ(R1ζ) dψ

1−
(
t̄
R1

)
ζ

 dθ. (3.14)

Отсюда, как и выше, следует hsn = h(1−s)/n ∈ A(R1), тогда (hsn)n = h1−s ∈
A(R1). Далее, с учетом произвольности 1 < R1 < R заключаем, что hsb ·h1−s =
hb = F ∈ A(R). Теорема 3.3 доказана.
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Следствие 3.1. Если в функционале (1.1) 2 < p < ∞ и ω ∈ A(R), то
функция X из (i) принадлежит A(R).

Доказательство. Пусть, как и ранее, F = hb, pn = (p − 2)/2n, n ≥ 1,
0 < pn < 1, тогда hpn ∈ Hs, s = 2np/(p−2) > 1. Рассуждая, как в завершающей
части доказательства теоремы 3.3 (в (3.14) полагаем g = ω, sn заменяем на pn,
‖L‖ — на ‖l‖), заключаем, что hpn ∈ A(R1), значит, hnpn = hµ ∈ A(R1), где
µ = (p− 2)/2. C учетом того, что |b(t)| = 1 почти всюду, запишем равенство (ii)
в виде (для простоты полагаем ‖l‖ = 1)

|F (t)|p

F (t)
= hµ(t)(hµ(t)F (t)) = ḡ(t)−X(t).

Умножим обе части этого равенства на tm, m = 1, 2, . . . , и проинтегрируем по θ.
Получим

1
2π

2π∫
0

hµ(t)(hµ(t)F (t)tm) dθ

=
1
2π

2π∫
0

hµ(R1t)
(
hµ
(
t

R1

)
F

(
t

R1

)(
t

R1

)m)
dθ =

1
2π

2π∫
0

X(t)tm dθ = xm,

где xm — тейлоровы коэффициенты функции X(z). Из последнего равенства
следует, что

|xm| ≤
M(R1)
Rm1

, M(R1) = max
{∣∣∣∣hµ(R1t)hµ

(
t

R1

)
F

(
t

R1

)∣∣∣∣ : t ∈ T}.
Отсюда по формуле Коши — Адамара о радиусе сходимости с учетом произ-
вольности 1 < R1 < R заключаем, что X ∈ A(R). Следствие 3.1 доказано.
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