
Сибирский математический журнал
Май—июнь, 2017. Том 58, № 3

УДК 510.54+510.57

МИНИМАЛЬНЫЕ ОБОБЩЕННО ВЫЧИСЛИМЫЕ

НУМЕРАЦИИ И ВЫСОКИЕ СТЕПЕНИ

М. Х. Файзрахманов

Аннотация. Установлено, что множество минимальных обобщенно вычислимых
нумераций любого бесконечного вычислимого относительно высокого оракула се-
мейства эффективно бесконечно. Найдено достаточное условие для вычислимых
относительно высоких оракулов нумераций бесконечных семейств, при выполнении
которого существуют не сводящиеся к ним минимальные обобщенно вычислимые
нумерации.
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Статья посвящена минимальным нумерациям семейств, имеющих равно-
мерные относительно высоких оракулов перечисления. Выбор такого класса
оракулов мотивирован интенсивным исследованием вычислимых нумераций се-
мейств арифметических множеств [1–5], введенных в работе С. С. Гончарова
и A. Сорби [1]. Нумерация α семейства A называется �0

n-вычислимой, n ≥ 1,
если

Gα = {〈x, y〉 : y ∈ αx} ∈ �0
n.

Более широким подходом к обобщению понятия вычислимых нумераций яв-
ляются нумерации, вычислимые с оракулом. Следуя [1], будем говорить, что
нумерация α X-вычислима, если Gα вычислимо перечислимо с оракулом X (X-
в. п.). Таким образом, для каждого n класс всех �0

n+2-вычислимых нумераций
совпадает с классом нумераций, вычислимых относительно высокого оракула
∅(n+1).

Необходимые сведения по теории нумераций можно найти в монографии
Ю. Л. Ершова [6] и в его статье [7], по теории вычислимости — в монографии
Соара [8]. Говорят, что нумерация α сводится к нумерации β, если α = β ◦ f
для некоторой вычислимой функции f . Нумерации α и β называются эквива-
лентными (α ≡ β), если α ≤ β и β ≤ α. Нумерацию α семейства A назовем
минимальной, если для любой нумерации β ≤ α того же семейства справедли-
ва сводимость α ≤ β. Для оракула X обозначим через WX

e X-в. п. множество
с геделевским номером e. Для множества Y и числа x обозначим через Y 〈x〉
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множество {y : 〈x, y〉 ∈ Y }. Для каждого множества X и каждого числа e опре-
делим X-вычислимую нумерацию αXe , полагая αXe x =

(
WX

e

)〈x〉 для всех x. Для
X-вычислимого семейства A определим индексное множество

MinX(A ) =
{
e : αXe — минимальная нумерация A

}
.

Вопрос о существовании и числе минимальных �0
n+2-вычислимых нумера-

ций бесконечных семейств арифметических множеств полностью решен в работе
С. А. Бадаева и С. С. Гончарова [2]. Так, в указанной работе установлено, что
каждое бесконечное �0

n+2-вычислимое семейство имеет бесконечно много по-
парно не эквивалентных �0

n+2-вычислимых минимальных нумераций, и постав-
лены вопросы об эффективной бесконечности множества минимальных �0

n+2-
вычислимых нумераций и об описании �0

n+2-вычислимых нумераций, нижние
конусы которых избегают некоторые минимальные �0

n+2-вычислимые нумера-
ции. С целью решения вопроса об эффективной бесконечности множества мини-
мальных вычислимых относительно высокого оракула нумераций бесконечных
семейств докажем следующую лемму.

Лемма 1. Пусть X — высокое множество. Тогда множество всех неогра-
ниченных вычислимых функций равномерно перечислимо относительно X.

Доказательство. Используя критерий Мартина (см. [8, гл. XI, § 1]), фик-
сируем вычислимую относительно X функцию r, доминирующую все вычисли-
мые функции. Не ограничивая общности, можно считать, что r не убывает.
Положим

h〈e,t〉(x) =


ϕe(x), если ∀y ≤ x [ϕe,r(x+t)(y) ↓]

и ∀y∃z ≤ r(y) [t ≤ y ≤ x⇒ ϕe,r(y)(z) ↓> y],
x в противном случае.

По определению совокупность функций hi равномерно вычислима относитель-
но X. А именно, существует такая вычислимая функция f , что hi = ϕXf(i) для
всех i. Сначала покажем, что каждая из функций h〈e,t〉 вычислима. С этой
целью определим такую X ′-вычислимую функцию p, что ϕp(i) = hi для всех i.
Для заданных e, t с помощью оракулаX ′ проверим существование x, на котором
нарушается первое условие в определении h〈e,t〉. Если такого x не существует,
то h〈e,t〉 = ϕe. Отметим, что в этом случае h〈e,t〉 не ограничена. Таким образом
можем определить p(〈e, t〉) = e. В противном случае фиксируем наименьшее
такое x и положим p(〈e, t〉) равным индексу вычислимой функции

ψ(y) =
{
ϕe(y), если y < x,

y в противном случае.

Пусть ϕe — произвольная тотальная неограниченная функция. Рассмотрим
вычислимые функции

θe(y) = min{s : ∃x ≤ s [ϕe,s(x) ↓> y]}, ρe(y) = min{s : ∀z ≤ y [ϕe,s(y) ↓]}.

Выберем такое t, что r(x) > max{θe(x), ρe(x)} для всех x ≥ t. Тогда ϕe =
h〈e,t〉. �

Проблема эффективной бесконечности положительно решается с помощью
следующей теоремы.
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Теорема 1. Пусть X — высокое множество. Тогда для любого бесконеч-
ного X-вычислимого семейства A справедлива сводимость X(3) ≤1 MinX(A ).

Доказательство. ФиксируемX-вычислимую последовательность {he}e∈N
всех неограниченных вычислимых функций. Не ограничивая общности, будем
считать, что h0(0) > 0. Определим по индукции последовательность вычисли-
мых множеств Zn =

{
zn0 < zn1 < . . .

}
. Для n = 0 положим z0

0 = 0 и

z0
i+1 = min

{
z > z0

i : ∃y
[
h0

(
z0
i

)
< y < h0(z)

]}
.

Также определим k(0, i) = i для всех i. Пусть Zn и k(n, i) определены для всех i,
причем при фиксированном n функция i 7→ k(n, i) строго возрастает. Положим

zn+1
0 = min

{
z : ∃j

[
h0

(
z0
k(n,j+1)

)
< hn+1(z)

]}
,

k(n+ 1, 0) = min
{
k(n, j) : hn+1

(
zn+1
0

)
≤ h0

(
z0
k(n,j)

)
, j ∈ N

}
,

zn+1
i+1 = min

{
z : ∃j

[
h0

(
z0
k(n+1,i)

)
< h0

(
z0
k(n,j)

)
< hn+1(z)

]}
,

k(n+ 1, i+ 1) = min
{
k(n, j) : hn+1

(
zn+1
i+1

)
≤ h0

(
z0
k(n,j)

)
, j ∈ N

}
.

Для каждого i определим

B0
0 =

[
0, h0

(
z0
0
)]
, B0

i+1 =
(
h0

(
z0
k(0,i)

)
, h0

(
z0
k(0,i+1)

)]
,

Bn+1
0 =

[
0, h0

(
z0
k(n+1,0)

)]
, Bn+1

i+1 =
(
h0

(
z0
k(n+1,i)

)
, h0

(
z0
k(n+1,i+1)

)]
,

C0
0 =

[
0, h0

(
z0
0
))
, C0

i+1 =
(
h0

(
z0
i

)
, h0

(
z0
i+1

))
, Cn+1

i = Bn+1
i \Bn

j ,

где j — единственное число, удовлетворяющее условию

k(n, j) = k(n+ 1, i).

Отметим некоторые свойства введенных последовательностей множеств Bn
i

и Cn
i .
1. Для каждого n имеем

⋃
i
Bn
i = N и Bn

i ∩Bn
j = ∅ при i 6= j.

2. Для всех n и i множество Bn+1
i является объединением конечного числа

Bn
j .

3. Для всех n и i будет Cn
i 6= ∅, Cn

i ⊂ Bn
i и hn

(
zni

)
∈ Bn

i \ Cn
i .

В доказательстве леммы 1 установлено, что геделевский номер каждой из
функций hn, а следовательно, и множества Zn вычисляется равномерно по n с
помощью оракула X ′. Значит, можно фиксировать такую функцию q ≤T X ′,
что для всех n и всех i функция y 7→ ϕ(2)

q(n)(i, y) является характеристической
функцией множества Cn

i . Пусть q = lim
s
qs, где {qs}s∈N — X-вычислимая после-

довательность функций. Обозначим через D(m, e) ∅′′-вычислимый предикат

D(m, e) ⇔ ∀k∃y > k∃i
[
ϕ(2)
m (i, y) = 1&ϕe(y) ↓> k

]
и через d — его характеристическую функцию. Так как ∅′′ ≤T X ′, существует
X-вычислимая последовательность функций {ds}s∈N такая, что d = lim

s
ds.

Наша цель — доказать, что для �0
3(X)-полного множества

CofX =
{
e : WX

e конечно
}

справедлива сводимость CofX ≤1 MinX(A ). Для этого определим такую вы-
числимую функцию f , что αXf(x) для всех x нумерует A и x 6∈ CofX ⇔ αXf(x)
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минимальна. Для каждого n и каждого x определимX-вычислимую нумерацию
γnx , сводящуюся к αXf(x), полагая γnx i = αXf(x)hn

(
zni

)
. Пусть ν — X-вычислимая

нумерация A и E0, E1 — два различных множества, принадлежащих A . Про-
извольно фиксируем x и равномерно по x определим нумерацию αXf(x), пред-
принимая попытки удовлетворить для всех n и e требованиям

Rn,e : ∀y ≥ n
[
y ∈WX

x

]
⇒ αXf(x) 6= γnxϕe и γnx нумерует A

и удовлетворяя для всех m требованиям

Nm : ∃y
[
αXf(x)y = νm

]
.

При этом если x ∈ CofX и n — наименьшее число, удовлетворяющее условию
[n,∞) ⊆ WX

x , то γnx — нумерация A и Rn,e выполнено для всех e. Если x 6∈
CofX , то для каждого n выполним условие

∃j∀i > j∀a, b ∈ Bn
i

[
αXf(x)a = αXf(x)b

]
, (1)

из которого следует сводимость αXf(x) ≤ αXf(x) ◦ hn.

Построение αXf(x) и вспомогательной функции c(n, s).
Шаг 0. Полагаем αXf(x),0 = ∅, c(n, 0) = 0 и отмечаем Rn,e, Nn как требую-

щие внимания для всех n и e. На последующих шагах требования, отмеченные
выполненными, считаем не требующими внимания.

Шаг 2s+ 1. Предположим, что существует n ≤ s, удовлетворяющее усло-
вию

∃m
[
[n,m] ⊆WX

x,s &m− n > c(n, s)
]
.

Фиксируем наименьшее такое n (если такого n не существует, то переходим к
следующему шагу, не изменяя никаких величин, участвующих в построении).
Положим c(n, s+ 1) = c(n, s) + 1. Выберем такое наименьшее i, что для некото-
рого b ∈ Cn

i значение αXf(x),sb не определено. Положим αXf(x),s+1a = νc(n, s) для
всех a ≤ maxBn

i , не принадлежащих области определения αXf(x),s.
Выберем такое наименьшее e ≤ s, что ds(qs(n), e) = 1 и Rn,e требует вни-

мания. Если такого e не существует, то оставим все величины неизмененными
и перейдем к следующему шагу. Согласно такому выбору найдется v > s, удо-
влетворяющее одному из трех условий:

1) dv(qs(n), e) = 0;
2) qs(n) 6= qv(n);
3) существуют i и y такие, что y ∈ Cn

i , ϕe,v(y) определено, а αXf(x),sy и
γnx,sϕe(y) не определены.

Фиксируем наименьшее v > s, для которого выполнено одно из условий
1–3. При выполнении одного из первых двух условий оставим все величины
неизмененными и перейдем к следующему шагу. В противном случае фиксиру-
ем наименьшее i, а для него, в свою очередь, наименьшее y, удовлетворяющие
условию 3. Обозначим j = ϕe,v(y). Пусть u — наибольшее из чисел maxCn

i

и maxBn
j . Для всех a ≤ u, не принадлежащих области определения αXf(x),s,

положим

αXf(x),s+1a =
{
E0, если a ∈ Cn

i ,

E1, если a 6∈ Cn
i ,

и отметим Rn,e выполненным.
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Шаг 2s+ 2. Выберем наименьшее m, для которого Nm требует внимания,
и наименьшее i такое, что αXf(x),sb не определено для некоторого b ∈ Bm

i . Поло-
жим αXf(x),s+1a = νm для всех a ∈ Bn

i , не принадлежащих области определения
αXf(x),s, и отметим Nm выполненным.

Пусть αf(x) =
⋃
s
αXf(x),s. Этим завершается построение.

Непосредственно из построения следует, что для каждого x требование Nm

удовлетворено. Следовательно, αXf(x) = A для всех x. Покажем, что x ∈ CofX

тогда и только тогда, когда f(x) 6∈ MinX(A ). Пусть x ∈ CofX . Выберем такое
наименьшее n, что [n,∞) ⊆WX

x . Стало быть, существует бесконечно много та-
ких s, что αXf(x),s+1a = νc(n, s) для всех a, принадлежащих некоторому Bn

i и не
принадлежащих области определения αXf(x),s. При этом αXf(x),sb не определено
для некоторого b ∈ Cn

i . Следовательно,

αf(x)

(⋃
i

Cn
i

)
= γnx (N) = A .

Таким образом, если существует k такое, что ϕe(x) < k для всех x ∈
⋃
i
Cn
i ,

то Rn,e удовлетворено. Если такого k не существует и ϕe всюду определена,
то D(q(n), e) = 1. Поскольку lim

s
ds(qs(n), e) = 1, существует такое s, что для

некоторых i и y ∈ Cn
i имеем αXf(x),sy = E0, а

γnxϕe(y) = αXf(x),shn
(
znϕe(y)

)
= E1.

Тем самым Rn,e удовлетворено. В силу произвольности выбора n и e будет
f(x) 6∈ MinX(A ). Пусть x 6∈ CofX . Фиксируем произвольно n и покажем, что
αXf(x) ≤ αXf(x)◦hn. С этой целью выберем такое наименьшее s, что c(k, s) = c(k, u)
для всех k ≤ n и всех u ≥ s. Кроме того, выберем такое t ≥ s, что Nm для всех
m ≤ n не требует внимания на шаге t. Согласно построению на шагах v > t
если αXf(x),v+1b определено для некоторого b, а αXf(x),vb не определено, то най-
дутся такие m > n и i, что либо b ∈ Bm

i \ Cm
i и αXf(x)a = αXf(x)b для всех

a ∈ Bm
i \ Cm

i , либо b ∈ Cm
i и для всех a ∈ Cm

i справедливо то же равенство.
Ввиду свойств 1, 2 последовательностей Bm

k и Cm
k каждое из множеств Cm

i и Bm
i

является конечным объединением некоторых Bn
j . Следовательно, для выбран-

ного n справедливо условие (1). Отсюда f(x) ∈ MinX(A ). Этим завершается
доказательство теоремы. �

Отметим, что подобный подход к построению минимальных вычислимых
относительно высоких оракулов нумераций использован в [9].

Следствие. Пусть X — высокое множество и A — бесконечное X-вычис-
лимое семейство. Тогда существует такая вычислимая функция g, что для каж-
дой последовательности {βe}e∈N минимальных нумераций A и каждого числа
n если {〈e,m, x〉 : x ∈ βem} = WX

n , то g(n) ∈ MinX(A ) и αXg(n) не эквивалентна
ни одной из нумераций βe, e ∈ N.

Доказательство. Пусть {βe}e∈N — последовательность минимальных ну-
мераций семейства A и {〈e,m, x〉 : x ∈ βem} = WX

n . Фиксируем вычислимую
функцию h такую, что

WX′′

h(n) =
{
i : ∃e

[
αXi ≡ βe

]}
.
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Также выберем такую вычислимую функцию f , что для всех z

WX′′

z = ∅ ⇔ f(z) ∈ MinX(A ).

Пусть l — вычислимая функция, определенная следующим образом:

WX′′

l(x,y) =
{
{0}, если f(y) ∈WX′′

h(x),

∅ в противном случае.

По теореме рекурсии с параметрами можно фиксировать такую вычислимую
функцию k, чтоWX′′

l(x,k(x)) = WX′′

k(x) для всех x. Пусть g = f◦k. Если g(n) ∈WX′′

h(n),
то WX′′

k(n) 6= ∅ и αXg(n) не минимальна. Следовательно, одна из нумераций βe не
минимальна. Если g(n) 6∈ WX′′

h(n), то αXg(n) минимальна и не эквивалентна ни
одной из нумераций βe. �

Если в следствии положить X = ∅(n+1), то получим положительное ре-
шение вопроса об эффективной бесконечности множества минимальных �0

n+2-
вычислимых нумераций бесконечных �0

n+2-вычислимых семейств.
Приведем достаточное условие, при выполнении которого можно избежать

нижний конус заданной вычислимой относительно высокого оракула нумерации
с помощью минимальной нумерации.

Теорема 2. Пусть X — высокое множество, Y ≤T X, Y ′′ ≤T X ′ и A —
бесконечное семейство, обладающее Y -вычислимой нумерацией α. Тогда суще-
ствует минимальная X-вычислимая нумерация γ семейства A , не сводящаяся
к α.

Доказательство. Пусть {hn}n∈N — X-вычислимая нумерация всех не-
ограниченных вычислимых функций. Определим множества Zn и Bn

i , как в
доказательстве теоремы 1. Пусть E0, E1 ∈ A и E0 6⊆ E1. Фиксируем элемент
r ∈ E0 \ E1. Определим Y ′′-вычислимый предикат F , полагая

F (e) ⇔ ∀k∃y > k [r ∈ αϕe(y)].

Обозначим через f его характеристическую функцию. Пусть f = lim
s
fs, где

{fs}s∈N — X-вычислимая последовательность функций.
Построим минимальную X-вычислимую нумерацию γ, удовлетворяя для

всех e требованиям Re : γ 6= αϕe, Ne : ∃x [γx = αe]. Фиксируем равномерно
Y -вычислимую по x и s последовательность конечных множеств αsx такую, что
αx =

⋃
s
αsx для всех x.

Построение γ.
Шаг 0. Пусть γ0 = ∅. Отметим все требования Re требующими внима-

ния.
Шаг s + 1 = 3t + 1. Выберем такое наименьшее e ≤ s, что fs(e) = 1 и

Re требует внимания. Сразу перейдем к следующему шагу, если такого e не
существует. Выберем v > s, удовлетворяющее одному из следующих условий:

1) fv(e) = 0;
2) ∃y [r ∈ αvϕe,v(y)& γsy не определено].
Если выполняется условие 1, то перейдем к следующему шагу. Если усло-

вие 1 не выполняется и выполняется условие 2, то выберем соответствующее y.
Пусть y ∈ Be

i . Определим γs+1b = E1 для всех b ≤ maxBe
i , на которых γsb не

определено, и отметим Re выполненным.
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Шаг s + 1 = 3t + 2. Выберем наименьшее y, на котором γsy не определе-
но. Пусть y ∈ Bs

i . Положим γs+1b = E1 для всех b ∈ Bs
i , на которых γsb не

определено.
Шаг s + 1 = 3t + 3. Выберем наименьшее y, на котором γsy не определе-

но. Пусть y ∈ Bs
i . Положим γs+1b = αt для всех b ∈ Bs

i , на которых γsb не
определено.

Непосредственно из построения следует, что каждое требование Ne удовле-
творено и существует бесконечно много y, для которых γy = E1. Фиксируем
произвольно e и покажем, что каждое требование Re удовлетворено. Если су-
ществует лишь конечное число y, для которых r ∈ αϕe(y), то, очевидно, Re

удовлетворено. В противном случае выберем такой шаг s = 3t+1, что fv(e) = 1
для всех v ≥ s и каждое Ri, i < e, либо отмечено выполненным на некотором
раннем шаге, либо не требует внимания ни на каком из более поздних шагов.
Тогда для некоторого y, удовлетворяющего условию 2 шага 3t+ 1, справедливо
неравенство γsy 6= αϕe(y). Наконец, покажем, что γ минимальна. Для этого
фиксируем произвольное n и установим, что γ ≤ γ ◦ hn. Выберем такой шаг
s > n, что каждое Ri, i ≤ n, либо отмечено выполненным на некотором раннем
шаге, либо не требует внимания ни на каком из более поздних шагов. Согласно
такому выбору если γv+1y определено, а γvy не определено для некоторых i,
y ∈ Bn

i и v > s, то γy = γz для всех z ∈ Bn
i . Следовательно, γy = γhn(zi). Этим

завершается доказательство теоремы. �

Следствие. Пусть A — бесконечное �0
n+2-вычислимое семейство, Y —

2-низкое над ∅(n) множество и Y ≤T ∅(n+1). Тогда для любой Y -вычислимой
нумерации α семейства A существует минимальная �0

n+2-вычислимая нумера-
ция того же семейства, не сводящаяся к α.
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