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π ÌÎÍ2Ï�Ð�Ñ�Ò�Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò7× C[π] ÌÕ�Ø Ð Ë Í ØmÙ4Ô2Ø9Ú�Ø9Û ÐtÏ Ô2Ø9Ü�Ø9Ê π Ô Ñ�ÝßÞ Ø ÐtÏ Ù C
`Kb Ð2Ò È Þ	à Ø9á Ï Ô Ö	ÒâÖ	ã�Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ÒZå È ÝtÏ ÙRÉ�Û Ö Ê Ñ Ê�Ë × Û	Ê�Ø

Þ Ø Ð Ô	æ1çZØ å9àtÑ�ã π(C) É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï Ê�É C `a[PÈ�Ô	Õ Í	Ö	Ò ϕ ×BÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Ñ Ô Ñ�Ð2Ö Ê Ö Û Ï É�Õ Ñ�Ò Ü§Ê�Ø9Û	Õ Ñ�è Ù4Ô2Ø�éä Ï É�Ê�Ü Ñ U ⊆ C × Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò π é�ê�ë�ìLìNí�îLï�ë2ð�ñ2ò�ó ×tÏ É Ð2Ö Ø9Ô ÑôÞ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò ÜyÜ Ö'ÝtÏ Φ ◦ π × Ú ÝtÏ
Φ Ì Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø àtÑ�ÒaÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Ñ Ô Ñ�Ð2Ö Ê Ö Û Ï É�Õ Ñ�Ò Ô Ñ π(U) Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò `~S à Ø�É�Ê Ï ç	õ Ö2Ï π é�É Ö Ù,Ù Ï Ê à	Ö Û	Ô	æ Ï
Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö�Ì÷ö Ê�ØmØ9Ê�Ø å9àtÑ ä Ï Ô Ö	Ò7× Ø�É�È�á Ï É�Ê�Ü Ð2Ò	Ï Ù4æ Ï>ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ñ Ù Ö Õ�Ø Ð Ë ÍtÑ C[π]

`>QlÉ Ð2Ö λ ∈ C Ö
ω ⊆ λ̃ := π−1(λ) × Ê�Ø O(ω) Ì Õ�Ø Ð Ë Í Ø à Ø�É�Ê�Õ�Ø9Ü Ó È�Ô	Õ Í	Ö ç ×	Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2ØôÚ�Ø Ð Ø�Ù,Ø à2Ó Ô	æ è ÜôØ9Õ à2Ï É�Ê9éÔ2Ø�É�Ê Ò�è ω × Oπ(ω) Ì Õ�Ø Ð Ë Í Ø à Ø�É�Ê�Õ�Ø9Ü π é�É Ö Ù,Ù Ï Ê à	Ö Û	Ô	æ èøÓ È�Ô	Õ Í	Ö ç ×�Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2ØâÚ�Ø Ð Ø�Ù,Ø à2Ó Ô	æ èÜùØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ò�è ω `IQlÉ�Ê Ï É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2Ø Ï Ü Ð Ø�ä Ï Ô Ö2Ï Oπ(λ̃) → Oπ(ω) Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Õ�Ø Ð Ë Í2Ï Ü�æjÙ Ö	ã Ø�Ù,Ø à éÓKÖ	ã Ù,Ø�Ù1`�ú�Ê�Ø Þ Ø ã Ü�Ø Ð2Ò	Ï Ê àtÑ É�É�Ù Ñ Ê à	Ö Ü Ñ Ê�Ë O(ω)

Õ Ñ ÕûÙ,Ø Ý È Ð Ë>Ô Ñ�Ý Õ�Ø Ð Ë Í Ø�Ù Oπ(λ̃)
`

U Ö Ù4Ü�Ø Ð Ø�Ù O(C)
Ø å Ø ã Ô Ñ Û Ö Ù Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü�ØmÜ�É Ï�è�Í2Ï�Ð æ èßÓ È�Ô	Õ Í	Ö ç × ÉpÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö2Ï ç àtÑ Ü�Ô2Ø�éÙ Ï�à Ô2Ø9çpÉ è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê Ö Ô Ñ Õ�Ø�Ù ÞtÑ Õ	Ê Ñ�è `,ü�æ ÝtÏ�Ð2Ö ÙûÜ O(C) Þ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô2Ø Ï Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø P × Ø å�Ð�Ñ�Ý�Ñ�ý éá Ï�Ï É�Ê à È�Õ	Ê�È à Ø9çpØ9Ê ÝtÏ�Ð2Ö Ù,Ø9Ú�Ø Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2ØIÜ�æ Þ È�Õ Ð Ø9Ú�Ø Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ Ô Ñ�Ý!Þ Ø ÐtÏ Ù C Ö É�Ê à È�Õ	Ê�È à Ø9çÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö Û Ï É�Õ�Ø9Ú�Ø§Ù,Ø Ý È Ð2Ò Ô Ñ�Ý Õ�Ø Ð Ë Í Ø�Ù C[π]

`1S^È�É�Ê�Ë
I Ìhã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËùÜ P `LG å Ø�é

ã Ô Ñ Û Ö Ù I(ω)
Ù Ö Ô Ö Ù Ñ�Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Oπ(λ̃)

é�Ù,Ø Ý È Ð2Ò O(ω) × Ü�Õ Ð2ý Û Ñ�ý á Ö ç I `øþ^É�Ô2Ø × Û	Ê�Ø
I(ω)

É�Ø�É�Ê�Ø Ö Ê Ö	ã Ü�É Ï Ü�Ø ã Ù,Ø�äaÔ	æ è Õ�Ø9Ô Ï Û	Ô	æ è É�È'Ù,Ù f Ü Ö'Ý�Ñ
f =

∑
ciϕi, ci ∈ Oπ(λ̃), ϕi ∈ I. ÿ g��

S Ï�à2Ï É Ï Û Ï Ô Ö2Ï ⋂
ωbλ̃

I(ω)

Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò�� ò���� �	� ñ	
�ì��2ò��ìKò��� � í�ì I ×#Ñ É�É�Ø Í	Ö	Ö	à Ø9Ü Ñ Ô	Ô	æjÙZÉ π é�É Ð Ø Ï Ù λ̃ Ö Ø å Ø ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê�É Ò I(λ̃) `� ÝtÏ É�ËøÉ Ö Ù4Ü�Ø Ð ω b λ̃
Ø ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø Þ2Ï�à2Ï�å9Ö	àtÑ�ý Ê�É ÒWÐ2Ö õ!Ë Õ�Ø9Ô Ï Û	Ô	æ ÏâÞ Ø Ý Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ ω π

é
É Ð Ø Ò λ̃ `mU�Ø9Ú Ð�Ñ É�Ô2Ø ö Ê�Ø�Ù4ÈßØ Þ	à2Ï�ÝtÏ�ÐtÏ Ô Ö	ýp×�Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I(λ̃) Ö É�Û Ï�à	Þ æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò à Ø�É�Ê9éÕ Ñ Ù ÖÅÓ È�Ô	Õ Í	Ö ç ×jÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2ØøÚ�Ø Ð Ø�Ù,Ø à2Ó Ô	æ è ÜøØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ò�è λ̃ Ö Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü Ö Ù4æ è Ü Ü Ö'ÝtÏ ÿ g��

�
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ÜâØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Õ Ñ ä Ý Ø9Ú�ØâÕ�Ø9Ô Ï Û	Ô2Ø9Ú�Ø Þ Ø Ý Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ λ̃ `âS à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï ÿ g��KÔ Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò �

ò��
���
�	�
ñ	
�ì �9ïBí �ê�î ���

�
í�ñ2ëtí�ì Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö f ÜôØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ ω b λ̃

`
V Ï�Ð�Ñ�Ò¼Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò f Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê I �

ò����
�	�
ñ2ò × Ü ã�Ñ�Þ	Ö É Ö f ∈ � ��� I ×6Ï É Ð2Ö f ∈ I(λ̃) Þ	à	Ö

Ð2ý^å Ø�Ù λ ∈ C
`WSKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ý Ø Þ È�É�Õ Ñ9Ï Ê � ò���� �	� ñ2ò9íûò��2ë2ê �9ñ2ëtí ÿ Ö'Ð2Ö¼Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò ò���ë �	� ñ	
�ì �

Ï É Ð2Ö É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü ÑaÖ Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ò��
f ∈ P, f ∈� ��� I ⇒ f ∈ I.

S Ï�à2Ï É Ï Û Ï Ô Ö2Ï ⋂

λ∈C

(
I(λ̃) ∩ P

)

Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò � ò���� �	� ñ2ò�ó ò���ò � ò�ð ��ò�ó Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I `ôþ^É�Ô2Ø × Û	Ê�Ø ã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P
Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æjÙßÊ�Ø9Ú Ý�ÑKÖ Ê�Ø Ð Ë�Õ�ØNÊ�Ø9Ú Ý�Ñ'× Õ�Ø9Ú Ý�Ñ Ø9ÔôÉ�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï Ê!É�ØNÉ�Ü�Ø Ï ç Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø9çùØ å Ø Ð Ø9Û'éÕ�Ø9ç�`�� ����9ð � � ò���� �	� ñ2ò���òIò��2ë2ê �9ñ2ë��pÉ�Ø�É�Ê�Ø Ö ÊLÜjÔ Ñ�è Ø�ä ÝtÏ Ô Ö	Ö È�É Ð Ø9Ü Ö ç ×�Þ	à	Ö Õ�Ø9Ê�Ø à æ èNã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ Ï
Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ö I ⊆ P Ò Ü Ð2Ò'ý Ê�É Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æjÙ Ö `ú�Ê Ñjã�Ñ�Ý�Ñ Û ÑLÖ Ù Ï�Ï Ê Ý	Ð2Ö Ô	Ô	È ý Þ	à2Ï�Ý æjÉ�Ê�Ø à	Ö	ý `lU Ð È�Û Ñ ç π(z) = z Ö É�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ�Ð É Ò Ü àtÑ9å Ø9Ê Ñ�è � g�!"$# `,ü àtÑ9å Ø9Ê Ñ�è%� &2× � # Ö	ã È�Û Ñ�Ð É Ò É Ð È�Û Ñ ç π(z) = zq

`,ü àtÑ9å Ø9Ê Ï'� ( # Ö Ô Ö	Í	Ö	Ö	à Ø9Ü Ñ Ô	æ Ö É�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ô Ö	Ò
Þ ØjÉ Ö Ê�È Ñ�Í	Ö	Ö π(z) Ì Ù4Ô2Ø9Ú�Ø9Û ÐtÏ Ô�`4ü àtÑ9å Ø9Ê Ï)� * # Ö Ô Ö	Í	Ö	Ö	à Ø9Ü Ñ ÔpÉ Ð È�Û Ñ ç π(z) = (π1(z), . . . , πn(z)) ×Ú ÝtÏ π1(z), . . . , πn(z) Ì Ù4Ô2Ø9Ú�Ø9Û ÐtÏ Ô	æN`1U Ð È�Û Ñ ç π(z) Ì Í2Ï�Ð�Ñ�Ò§Ó È�Ô	Õ Í	Ö	ÒùàtÑ É�É�Ù Ñ Ê à	Ö Ü Ñ�Ð É Ò Ü � + !g, # ` � Ñ�Ý�Ñ Û ÑâÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø9Ú�Ø Ø Þ	Ö É Ñ Ô Ö	Ò Ê Ï É�Ô2ØßÉ�Ü Ò'ã�Ñ Ô Ñ É ã�Ñ�Ý�Ñ Û Ï çWÉ Þ2Ï Õ	Ê àtÑ�Ð Ë�Ô2Ø9Ú�Ø É Ö Ô	Ê Ï�ã�ÑâÝ	Ð2Ò
Ý2Ö2ÓNÓNÏ�à2Ï Ô Í	ÖtÑ�Ð Ë�Ô2Ø9Ú�ØôØ Þ2Ï�àtÑ Ê�Ø àtÑ π(D)

É Þ Ø�É�Ê�Ø Ò Ô	Ô	æjÙ Ö Õ�Ø ö�ÓNÓKÖ	Í	Ö2Ï Ô	Ê Ñ Ù Ö-� *�× g�g # `ü àtÑ9å Ø9Ê Ñ�è.� g�! "$# Ö É�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ�Ð2Ö É�Ë�Ø å á Ö2ÏpÞ	à	Ö2Ï Ù4æ à2Ï õ Ï Ô Ö	Òâã�Ñ�Ý�Ñ Û Ö�Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø9Ú�ØûØ Þ	Ö É Ñ Ô Ö	ÒÜûÉ Ð È�Û Ñ9Ï π(z) = z
`yü ö Ê Ö'è�àtÑ9å Ø9Ê Ñ�èZàtÑ�ã�àtÑ9å�Ñ Ê�æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò ìNí�îpò�!ïBí�/�ò �	� �9í�ñ2îpñ2ò�ó-0 ��ñ	�212ë2ë × ÜØ�É�Ô2Ø9Ü Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9Ú�Ø ÐtÏ ä Ö ÊyÜ�Ø ã Ù,Ø�äaÔ2Ø�É�Ê�Ë ÝtÏ�ÐtÏ Ô Ö	ÒâÑ Ô Ñ�Ð2Ö Ê Ö Û Ï É�Õ�Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö Ô ÑpÝ Ü�È�Û ÐtÏ Ô z − λ

Þ	à	Ö Ø å9àtÑ á Ï Ô Ö	Ö�ö Ê�Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö ÜùÔ	È Ð Ë§ÜùÊ�Ø9Û	Õ Ï λ `pú�Ê�Ø9ÊmÙ Ï Ê�Ø Ý É�È�á Ï É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2ØmØ Þ	Ö	àtÑ9Ï Ê�É Ò Ô Ñ
àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô	È ý È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ P `,JLÕ�É Ö Ø�Ù ÑaàtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9ç�È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö3� 4 # Ò Ü9é
Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ø�É�Ô2Ø9Ü�Ô	æjÙ Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ö Ê Ï�ÐtÏ Ù Õ Ð�Ñ É�É ÑPÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü × ÕôÕ�Ø9Ê�Ø à æjÙ Þ	à	Ö Ù Ï Ô Ö Ù4æ à2Ï�ã È Ð Ë�Ê Ñ Ê�æÉ�Ê Ñ Ê Ï ç � g�! 4 # `6ü àtÑ9å Ø9Ê Ï5� "$# Ñ Õ�É Ö Ø�Ù Ñ>àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9ç�È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Öâã�Ñ Ù Ï Ô Ï Ô Ñ Ù Ï Ô Ï�Ï Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ö éÊ Ï�Ð Ë�Ô2Ø9ç Ñ Õ�É Ö Ø�Ù,Ø9ç Ì Ñ Õ�É Ö Ø�Ù,Ø9ç Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø9ç È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö ` üeÉ�Ê Ñ Ê�Ë Ï%� g, # Ñ Ü�Ê�Ø à æ Ñ�Ý�Ñ�Þ Ê Ö é
à Ø9Ü Ñ�Ð2Ö Ù Ï Ê�Ø Ý�à2Ï�ã Ø Ð Ë�Ü Ï Ô	Ê�Ô2Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö ÕûØ å á Ï çûÉ Ö Ê�È Ñ�Í	Ö	Ö�× Ü>Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9ç ÝtÏ�ÐtÏ Ô Ö2Ï Ô Ñ!Ý Ü�È�Û ÐtÏ Ô
z − λ ã�Ñ Ù Ï Ô Ï Ô2Ø ÝtÏ�ÐtÏ Ô Ö2Ï ÙWÔ ÑaÍ2Ï�Ð È ýeÓ È�Ô	Õ Í	Ö	ý π − λ

`jü ö Ê�Ø9çâÉ�Ê Ñ Ê�Ë ÏPÞ	à Ø9Ü Ï�à Õ Ñ Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö
ã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�Ø9Ú�Ø Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Òyå æ Ð�Ñ É�Ü Ï�ÝtÏ Ô Ñ Õ Þ	à Ø9Ü Ï�à Õ Ï Ê à2Ï�è É�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü Ì\Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô2Ø�É�Ê Ö�× È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö éÜ�Ø�É�Ê ÖPÖ Ô Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô2Ø�É�Ê Ö `4üâÔ Ñ É�Ê�Ø Ò á Ï ç àtÑ9å Ø9Ê Ï È Þ Ø�Ù Ò Ô	È�Ê�æ Ï É�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü Ñjã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ èNÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È ÐtÏ ç
Þ Ø Ý Ü Ï�à Ú Ñ�ý Ê�É Ò�Ý Ø Þ Ø Ð Ô Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø�Ù4È Ö É�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ô Ö	ý `!S à	Ö�ö Ê�Ø�ÙRØ�É�Ô2Ø9Ü�Ô2Ø Ï Ü�Ô Ö Ù Ñ Ô Ö2Ï È ÝtÏ�Ð2Ò	Ï Ê�É Ò
Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Ù àtÑ Ô	Ú Ñ g × É�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü Ñ Õ�Ø9Ê�Ø à æ è¼Ý Ø Þ È�É�Õ Ñ�ý Ê Ú Ð È å Ø9Õ	È ý Ñ Ô Ñ�Ð Ø9Ú Ö	ý É�Ø É�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü Ñ Ù Ö
C[z]

é Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È ÐtÏ ç Í2Ï�Ð æ èmÓ È�Ô	Õ Í	Ö çmØ å á Ï Ú�ØaÜ Ö'Ý�Ñ `AtD76BD98§u#Ä~u�q,¾t�~Çaº;:�¿9q,otst{�vlDKkôr7¿�{~o=<IÇùD�>�È ÝtÏ Ù É�Û Ö Ê Ñ Ê�Ë × Û	Ê�Ø Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü�Ø P È Ý Ø9Ü ÐtÏ éÊ�Ü�Ø à#Ò	Ï ÊyÉ ÐtÏ�Ý È ý á Ö Ù Ñ Õ�É Ö Ø�Ù Ñ Ù1`kôr7¿�{~o=<Iu�r7o=<IÆ~u	r~¹'�~ot»¼¿$?�o�Ãl{
<Iot¿�¹'{�D1��� - �>��$	�B�
P ⊆ O(C)

$B��0#"���"�/1
�$ -�5
kôr7¿�{~o=<Iu¼¸~u	st�~o=<Iº#¸~�~ot»@:�¿�¹'ot»~Ä~{~stot¿�¹'{�Da<a��A���BDC - � - �#"�������$ - ����� $� ���A

V ⊂ P
�� FE

G ������
� 2��� - �#"�������$ - ����ô$� ���A U ⊂ P
�����	�$A * ��� -

f ∈ U, λ ∈ C,
f

π − λ
∈� ��� P ⇒

f

π − λ
∈ V.

JLÕ�É Ö Ø�Ù ÑaàtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9çûÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö Ü ÐtÏ Û Ï Ê ��ê�îpò�ó2ð�ëF��ò�ê�î � P �
f ∈ P, λ ∈ C,

f

π − λ
∈� ��� P ⇒

f

π − λ
∈ P.



g ( � - �	� - 
��$A +�5��p5 *�� ���!�	�	$ �p5��K5
H à Ø�Ù Ï Ê�Ø9Ú�Ø ×	Ö	ãPÑ Õ�É Ö Ø�Ù4æ àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9çûÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï ÊôÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ö Ù,Ø�É�Ê�ËyÉ ÐtÏ�Ý È ý á Ï ç
Ñ Õ�É Ö Ø�Ù4æN`kôr7¿�{~o=<Iumq,otr7u�q,¾t�~ot» :�¿�¹'ot»~Ä~{~stot¿�¹'{�D�<a��Aô��BDC - �û� - �9�	�

λ ∈ C
�ô��BDC - � -p- ��"���$	������$FE

$ - � - �4$ - �>������
��
B ⊂ P

�� G ������
� �BP� - �#"�������$ - ���� Uλ
� - �9�	�

λ
� - ��"���$	������$	$ - �P�4$ - �>������
 -

B′ ⊂ P
�����	�B� * ��� -

f ∈ B, ζ ∈ Uλ,
f

π − ζ
∈� ��� P ⇒

f

π − ζ
∈ B′.

JLÕ�É Ö Ø�Ù ÑaÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø9ç�È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö�× Õ Ñ Õ Ö�Ñ Õ�É Ö Ø�Ù Ñ>àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9çâÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö�× Ü ÐtÏ Û Ï ÊÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ P `AtD��7D^·§¸~{~¹'º#¸~{~»mot½t{�q,¾t�~ot¿�¹'{�Dlü6Ø�é Þ2Ï�à Ü�æ è7×�Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P
��ê�îpò�ó2ð�ëF���Iîpò�ð �#í

λ ∈ C ×
Ï É Ð2Ö

f ∈ I,
f

π − λ
∈� ��� I ⇒

f

π − λ
∈ I.

SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ��ê�îpò�ó2ð�ëF� ×6Ï É Ð2Ö Ø9Ô¼È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü Ü Ð2ý^å Ø9ç¼Ê�Ø9Û	Õ Ï λ ∈ C
`WQlÉ Ð2Ö¼Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë

I ⊆ P Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æjÙ × Ê�Ø>Ø9Ô × Ø9Û Ï Ü Ö'Ý Ô2Ø × È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü2`ü6Ø�é Ü�Ê�Ø à æ è7×lÞ È�É�Ê�Ë I Ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËßÜ P × f ∈ P Ö f∈ � ��� I ` [ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù Ê�Ø9Û	Õ	È
λ ∈ C Ö

àtÑ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï
f = uλ + (π − λ)fλ,Ú ÝtÏKö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê uλ Ü�æ å9Ö	àtÑ9Ï Ê�É ÒûÖ	ã I Ê Ñ Õ Ö Ù Ø å9àtÑ�ã Ø�Ù × Û	Ê�Ø å æÅÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ò�Ð Ø�É�ËôÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ï
fλ :=

f − uλ
π − λ

∈� ��� I. ÿ 4 �
SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ù ê � ����òyë2ñ2îaí�ñ2ê�ëF��ñ	
�ì �yîpò�ð �#í λ ×�Ï É Ð2ÖûÝ	Ð2ÒmÐ2ý^å Ø9ç�Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê ÖÔ	È Ð2Ò V ⊂ P

É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï ÊùØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê�ËyÔ	È Ð2Ò U ⊂ P
Ê Ñ Õ Ñ�Ò7× Û	Ê�Ø Ý	Ð2Ò§Ð2ý^å Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö f ∈ U ×

Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ñ á Ï ç I Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø × Ô Ñ ç ÝtÏ Ê�É ÒøÓ È�Ô	Õ Í	Ö	Ò uλ ∈ I ∩ V ×~Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çøÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É ÒÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ïyÿ 4 ��`QlÉ Ð2Ö Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I É Ð�Ñ9å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü Ï Ô ÜûÊ�Ø9Û	Õ Ï λ ∈ C × Ê�Ø Ý	Ð2ÒßÐ2ý^å Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö f ∈ P ×
Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ñ á Ï ç I × Ü�Ø ã Ù,Ø�äaÔ2Ø Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï

f = uλ + (π − λ)uλ2 + (π − λ)2 fλ2 ,

Ú ÝtÏKö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�æ uλ Ö uλ2

Ü�æ å9Ö	àtÑ�ý Ê�É ÒmÖ	ã I Ê Ñ Õ Ö Ù¼Ø å9àtÑ�ã Ø�Ù × Û	Ê�ØaÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É Ò È�É Ð Ø9Ü Ö2Ï
fλ :=

f − uλ
π − λ

, fλ2 :=
fλ − uλ2

π − λ
=
f − uλ − (π − λ)uλ2

(π − λ)2
∈� ��� I.

S^È�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò É Ð�Ñ9å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙRÜ Ð2ý^å Ø9çâÊ�Ø9Û	Õ Ï ζ Ö	ã Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ê�Ø9Û	Õ Ö λ `1SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ù ë2ñ2îaí�ñ2ê�ëF��ñ	
�ì �ôîpò�ð �#í λ ×tÏ É Ð2ÖûÝ	Ð2Ò§Ð2ý^å Ø9ç
Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö f ∈ P ×1Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ñ á Ï ç I Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø × É�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý Ê Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê�Ë Uλ

Ê�Ø9Û	Õ Ö λ Ö
Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö uζ , uλ, uλ2 ∈ I × È Ý Ø9Ü ÐtÏ Ê�Ü�Ø à#Ò'ý á Ö2Ï È�É Ð Ø9Ü Ö	ý

f − uζ
π − ζ

,
f − uλ
π − λ

,
f − uλ − (π − λ)uλ2

(π − λ)2
∈� ��� I,

Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à æ è Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø
{
vλζ :=

1

ζ − λ

(
uζ − uλ
ζ − λ

− uλ2

)
: ζ ∈ Uλ, ζ 6= λ

}

Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô2Ø>Ü P `
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	!- �B� - �2 ��	�§"���$���� ( g *
QlÉ Ð2ÖßÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë f ∈ P

É Ð�Ñ9å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü Ï Ô ÿ É�Ø�Ø9Ê�Ü Ï Ê�É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü Ï Ô �^Ü Ð2ý^å Ø9çßÊ�Ø9Û'éÕ Ï λ ∈ C × Ê�Ø Ï Ú�Ø�Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ùhê
�
����ò�ë2ñ2îaí�ñ2ê�ëF��ñ	
�ì ÿ É�Ø�Ø9Ê�Ü Ï Ê�É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2Ø ë2ñ2îaí�ñ2ê�ëF��ñ	
�ì ��`�QlÉ Ð2Ö

Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æjÙ × Ê�ØaØ9Ô Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æ1ç Ö�×'ã Ô Ñ Û Ö Ê × É Ð�Ñ9å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æ1ç�`b Ï ç2É�Ê�Ü Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø × Ü ö Ê�Ø�Ù É Ð È�Û Ñ9Ï^Ý Ø�É�Ê Ñ Ê�Ø9Û	Ô2Ø Þ Ø Ð Ø�ä Ö Ê�Ë uλ = uζ = f × uλ2 = 0
`

ü�é Ê à2Ï Ê�Ë Ö'è7×'Þ È�É�Ê�Ë I Ì È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�æ1çûÉ Ð�Ñ9å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë>Ü P × f ∈ P Ö f∈ � ��� I `d Ñ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù Ð2Ö Ô Ï ç	Ô	æ1çPÔ Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô	æ1ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö Ø9Ô Ñ�Ð S Ô Ñ P ×9Ñ Ô	Ô	È Ð2Ö	à È ý á Ö ç I `4ú�Ê�Ø�Ù4È Ó È�Ô	Õ'é
Í	Ö Ø9Ô Ñ�Ð È§É�Ø�Ø9Ê�Ü Ï Ê�É�Ê�Ü�È Ï ÊyÕ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô Ñ�Ò�Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò

Φ(λ) := 〈S, fλ〉 ,

Ú ÝtÏ fλ Ì ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ö	ã È�É Ð Ø9Ü Ö	ÒZÿ 4 ��`�� Ñ ÕûÕ Ñ Õ
f − uλ
π − λ

−
f − u′λ
π − λ

=
u′λ − uλ
π − λ

∈� ��� I,Ê�ØpÜôÉ Ö'Ð ÈyÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö I
u′λ − uλ
π − λ

∈ I.

ú�Ê�Ø Ø ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò Φ
Ô Ï�ã�Ñ Ü Ö É Ö Ê¼Ø9Ê Ü�æ å Ø àtÑ ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ñ uλ ∈ I ×LÝ	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9Ú�ØÉ Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü�ØyÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ïùÿ 4 ��`LHKØ9Ú Ý�Ñ S Þ	à Ø å�Ï Ú Ñ9Ï Ê§É�Ø9Ü�Ø9Õ	È Þ Ô2Ø�É�Ê�ËùÜ�É Ï�è§Ð2Ö Ô Ï ç	Ô	æ è Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô	æ è

Ó È�Ô	Õ Í	Ö Ø9Ô Ñ�Ð Ø9Ü ×,Ñ Ô	Ô	È Ð2Ö	à È ý á Ö'è I ×~Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò Φ Þ	à Ø å�Ï Ú Ñ9Ï ÊâÔ Ï Õ�Ø9Ê�Ø à æ1ç Õ Ð�Ñ É�É Ó È�Ô	Õ Í	Ö ç ×�ã�Ñ é
Ý�Ñ Ô	Ô	æ è Ô Ñ C

`yú�Ê�Ø9ÊûÕ Ð�Ñ É�É>Ù4æeØ å Ø ã Ô Ñ Û Ö Ù S(I, f)
`ôH Ð�Ñ É�É S(I, f) ñtí^ï �$/�9í � �tí�î îpò�ð'í �

C ×
Ï É Ð2Ö É�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý Ê Ý Ü Ï Ê�Ø9Û	Õ Ö λ1, λ2 ∈ C × λ1 6= λ2 × Ê Ñ Õ Ö2Ï�× Û	Ê�Ø Φ(λ1) = Φ(λ2) Ý	Ð2ÒZÐ2ý^å Ø9ç
Φ ∈ S(I, f)

`øSKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ê � ����òâñ	�9ê 
��aí�ñ¼ò�îpñ2ò�ê�ë2îaí �	� ñ2ò f ×�Ï É Ð2Ö S(I, f) Ô Ï§àtÑ�ã�ÝtÏ�Ð2Ò	Ï ÊÊ�Ø9Û Ï Õ C
`,SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ê � ����òpñ	�9ê 
��aí�ñ ×	Ï É Ð2Ö Ø9Ô§É Ð�Ñ9å ØaÔ Ñ É�æ1á Ï ÔmØ9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø Ð2ý^å Ø9Ú�Ø ö�ÐtÏ éÙ Ï Ô	Ê Ñ f ∈ P × f∈ � ��� I `,G å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò É Ð�Ñ9å ØIÔ Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô	æjÙ × Ê Ñ ÕaÕ Ñ ÕaÜ ö Ê�Ø�ÙÉ Ð È�Û Ñ9Ï Õ Ð�Ñ É�É S(I, f) É�Ø ÝtÏ�à ä Ö Ê Ð2Ö õ!Ë>Ê�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô	Ô	æ1ç�Ô	È Ð Ë2`S^È�É�Ê�Ë
ρ Ì Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø àtÑ�Ò Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô Ñ�Ò Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù Ñ Ü P × f ∈ P Ö f∈ � ��� I ` SKØ Ð Ø�ä Ö Ù

ρf (λ) = inf ρ (f − uλ) × Ú ÝtÏ inf å�Ï�à2Ï Ê�É Ò Þ ØûÜ�É Ï Ü�Ø ã Ù,Ø�äaÔ	æjÙ uλ ∈ I ×~Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à æ è É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý é
Ð2Ö Ü�ØpÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ïôÿ 4 � ÿÀÏ É Ð2Ö Ê Ñ Õ�Ø9Ú�Ø uλ Ô Ï É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê × Ê�Ø Þ Ø Ð�Ñ Ú Ñ9Ï Ù ρf (λ) = +∞

��`,SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Iñ	�9ê 
��aí�ñâò�îpñ2ò�ê�ë2îaí �	� ñ2ò f ∈ P ×2Ï É Ð2ÖmÝ	Ð2Ò§Ð2ý^å Ø9çmÔ Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô2Ø9ç Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù4æ ρ
É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü Ñ

Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ò��
Φ ∈ O(C), |Φ(λ)| 6 ρf (λ) (∀λ ∈ C) ⇒ sup C |Φ| < +∞.

SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ñ	�9ê 
��aí�ñ ×1Ï É Ð2Ö Ø9ÔWÔ Ñ É�æ1á Ï Ô Ø9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø Ð2ý^å Ø9Ú�Ø f ∈ P ×�Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Þ	à	Ö éÔ Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ñ á Ï Ú�Ø I `yG å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ô Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô	æjÙ × Ê Ñ ÕßÕ Ñ ÕßÜ ö Ê�Ø�ÙÅÉ Ð È�Û Ñ9Ï
Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò ρf É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï ÊyÉKÊ�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô	Ô	æjÙ¼Ô	È ÐtÏ Ù1`� q,u	½tÇa»Wr~¸~{~¹'º#¸~{~»Wot½t{�q,¾t�~ot¿�¹'{¼sßq,otr7u�q,¾t�~o :�¿�¹'ot»~Ä~{~stÇ ?øÆ~¸~ot¿�¹'¸~u	�~¿�¹'stu ?,D�<a��A
� - � - ��� - C�/ ����4�	$� B��/1�ô0 - �B� - �2 ����

I ⊆ P
C�/1� - C��	����$	/j� * $B� - C�� - ���2� - �P� - ������� - �9$ -�* ��� - C�/

I
C�/1�������2C - �	$B����$B���	
�$	/j� *  2��� - ���9�	
�/j� �â�����2C - $�����/ G ��$	$	/j� [10]

5
·§¸~{~¹'º#¸~{~» ot½t{�q,¾t�~ot¿�¹'{ s ¸~u	st�~o=<Iº#¸~�~o :�¿�¹'ot»~Ä~{~stÇ ?ÅÆ~¸~ot¿�¹'¸~u	�~¿�¹'stu ?,Dù<a��Aø� - � -

��� - C�/@����4�	$� B��/1�Z0 - �B� - �2 ����
I ⊆ P

C�/1� - C��	����$	/j� * $B� - C�� - ���2� - ��� - ������� - �9$ -�* ��� - C�/
IC�/1�m�	$B����$B���	
�$	/j� *  2��� - ���9�	
�/j�¼�§$�����/ G ��$	$	/j� [10]

5
6BD��§�~¹'º#�~¿�{~st�~ot¿�¹'¾

S^È�É�Ê�Ë
λ ∈ C

`^ü�Ü Ï�ÝtÏ ÙWÜ O(λ̃)
Ø9Ê ÝtÏ�Ð2Ö Ù4È ýeÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2ØùÜ�æ Þ È�Õ Ð È ý Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	ýp×BÞ Ø à Ø�ä ÝtÏ Ô'éÔ	È ý É�Û Ï Ê�Ô	æjÙøÔ Ñ9å Ø à Ø�Ù Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù

u→
1

n!
|Dnu(ζ)|, ÿ " �



g + � - �	� - 
��$A +�5��p5 *�� ���!�	�	$ �p5��K5
Õ Ñ ä Ý�Ñ�ÒùÖ	ã Õ�Ø9Ê�Ø à æ è Ø Þ	à2Ï�ÝtÏ�Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ü�æ å Ø à Ø�Ù Ê�Ø9Û	Õ Ö (n, ζ) Ö	ãIÝtÏ Õ Ñ�à Ê�Ø9Ü ÑpÞ	à Ø Ö	ã Ü Ï�ÝtÏ Ô Ö	Ò Zλ =
Z+×λ̃

` ��Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ò Ü Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ï O(λ̃)
Ù,Ø�ä Ï Ê å æ1Ê�ËKØ Þ	Ö É Ñ Ô Ñ Õ Ñ ÕpÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	ÒpÞ	à Ø Ï Õ	Ê Ö Ü�Ô2Ø9Ú�Ø

Þ	à2Ï�ÝtÏ�Ð�ÑaÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü O(ω)
Ø9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2ØôØ9Ê�Ø å9àtÑ ä Ï Ô Ö çâÉ�È�ä Ï Ô Ö	Ò

σω,λ̃ : O(λ̃) → O(ω).

� ÝtÏ É�Ë ω Ì Õ�Ø9Ô Ï Û	Ô	æ Ï>Þ Ø Ý Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ É Ð Ø Ò λ̃ � Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü�Ø O(ω) × Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	ã�Ö	à È Ï Ê�É Ò É Þ Ø�éÙ,Ø9á!Ë ý Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù\Ü Ö'Ý�Ñøÿ " � × Õ Ñ ä Ý�Ñ�ÒøÖ	ã Õ�Ø9Ê�Ø à æ è Ø Þ	à2Ï�ÝtÏ�Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ü�æ å Ø à Ø�Ù\Ê�Ø9Û	Õ Ö (n, ζ) Ö	ã
ÝtÏ Õ Ñ�à Ê�Ø9Ü Ñ>Þ	à Ø Ö	ã Ü Ï�ÝtÏ Ô Ö	Ò Zω = Z+ × ω

`lS à	Ö Ø Þ	Ö É Ñ Ô Ö	Ö Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö Ü O(λ̃)
Ù,Ø�äaÔ2ØôØ å Ø9ç	Ê Ö É�ËÔ ÏIå Ø ÐtÏ�Ï Û Ï Ù É�Û Ï Ê�Ô2Ø9çùÉ�Ø9Ü�Ø9Õ	È Þ Ô2Ø�É�Ê�Ë ý ω1, ω2, . . .

Õ�Ø9Ô Ï Û	Ô	æ èyÞ Ø Ý Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü λ̃ × È Ý Ø9Ü ÐtÏ Ê�Ü�Ø à#Ò'ý éá Ï çmÈ�É Ð Ø9Ü Ö	Ò Ù
ω1 ⊆ ω2 ⊆ . . . ⊆ λ̃, ω1 ∪ ω2 ∪ . . . = λ̃.F Ï Ú�Õ�Ø�Ü Ö'ÝtÏ Ê�Ë × Û	Ê�ØâÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ò O(λ̃)

É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï ÊßÉyÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö2Ï ç Þ	à Ø Ï Õ	Ê Ö Ü�Ô2Ø9Ú�Ø Þ	à2Ï�ÝtÏ�Ð�Ñ�Þ	à Ø�éÉ�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü O(ωk)
Ø9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2ØôØ9Ê�Ø å9àtÑ ä Ï Ô Ö çâÉ�È�ä Ï Ô Ö	Ò

σωk,λ̃
: O(λ̃) → O(ωk), k ∈ N.

S à Ø Ö	ã Ü Ï�ÝtÏ Ô Ö2ÏNö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9Ü O(λ̃)
Ô Ñ!ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�æÅÕ�Ø Ð Ë ÍtÑ Oπ(λ̃)

Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô2ØaÜpÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö O(λ̃) ×É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø × Oπ(λ̃)
é�Ù,Ø Ý È Ð Ë O(λ̃) Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö Û Ï É�Õ Ö Ù1`lJLÔ Ñ�Ð Ø9Ú Ö Û	Ô2Ø Ï È�Ê�Ü Ï�à ä ÝtÏ Ô Ö2ÏÜ Ï�à Ô2ØaÊ Ñ Õ	ä ÏPÖùÝ	Ð2Ò Oπ(ωk)

é�Ù,Ø Ý È ÐtÏ ç O(ωk)
`

S^È�É�Ê�Ë
I ÌÅã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë P × I(λ̃) ÌRÐ Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ×�Ñ É�É�Ø Í	Ö	Ö	à Ø9Ü Ñ Ô	Ô	æ1çÉ

π
é�É Ð Ø Ï Ù λ̃ `,ü � + # Ý Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ô2Ø × Û	Ê�Ø Ö	ãPÑ Õ�É Ö Ø�Ù4æÅÕ�Ø�Ù ÞtÑ Õ	Ê�Ô2Ø9çâÉ è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê Ö Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï ÊôÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ö éÙ,Ø�É�Ê�ËôÉ ÐtÏ�Ý È ý á Ï Ú�Ø Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò `Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º 6BDÀAtD'<a��A>��BDC - � -

λ ∈ C
� - �	������$	/1�ù0 - �B� - �2 ����

I(λ̃)
* ����� - �	�	�#" - 
���$	$	/1�

�
π
E���� - ���

λ̃
* ����4�	$� B�a
�� - 0 - � - ���	�

O(λ̃)
� � - 
�0����������§�N����4/1�	��$	�B���R0 - �B� - �2 ���A

I

�� - 0 - E

� - ���	�
O(λ̃)

5
U Ö É�Ê Ï Ù ÑNö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9Ü u1, . . . , un ∈ O(C)

Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò ñtí�/�����ë2ê�ë�ìKò�ó ×#Ï É Ð2Ö Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É ÒyÖ Ù~é
Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ò

c1u1 + . . .+ cnun = 0, c1, . . . , cn ∈ Oπ(C) =⇒ c1, . . . , cn = 0.d Ñ Ô	ÚKÙ4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ I ⊆ O(C) ÿ ÜpØ å Ø ã Ô Ñ Û Ï Ô Ö	Ò�è Rank I
� Ì\ö Ê�ØPÙ Ñ Õ�É Ö Ù Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Ï Û Ö É Ð Ø ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9ÜÜ>Ô Ï�ã�Ñ Ü Ö É Ö Ù4æ è É Ö É�Ê Ï Ù Ñ�è u1, . . . , un ∈ I

`
Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º�6BD76BD4�L� A'�	�	�m0 - �B� - �2 ����

I ⊆ P
"���$����

1
A'
���A������ A§�	$B����$B���	
�$	/j� 5

C
S^È�É�Ê�Ë

λ ∈ C × zλ ∈ λ̃ × f ∈ P Ö u ∈ I
`LU�Û Ö Ê Ñ9Ï Ù × Û	Ê�Ø f∈ � ��� I × u 6≡ 0 Ö Õ àtÑ Ê�Ô2Ø�É�Ê�Ë§Ø å9àtÑ éá Ï Ô Ö	Ò ÜaÔ	È Ð Ë Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö u ÜpÊ�Ø9Û	Õ Ï zλ ∈ λ̃ Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ô Ñ�Ö Ù Ï Ô	Ë�õ Ï ç Ö	ã Ü�Ø ã Ù,Ø�äaÔ	æ è `�üWØ9Õ à2Ï É�Ê9éÔ2Ø�É�Ê Ö Ê�Ø9Û	Õ Ö zλ Ö Ù Ï�Ï Ê§Ù Ï É�Ê�Ø Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï f = c1u1 + . . . + cnun × Ú ÝtÏ c1, . . . , cn ∈ Oπ(λ̃) ×

u1, . . . , un ∈ I
`�� Ñ Õ Ï É Ð2Ö Rank I = 1 × Ê�Ø§É Ö É�Ê Ï Ù Ñyö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9Ü {u, uk} ã�Ñ Ü Ö É Ö Ù ÑyÞ	à	ÖâÐ2ý^å Ø�Ù

k ∈ {1, . . . , n}
` � Ô Ñ Û Ö Ê × É�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý ÊâØ9Ê Ð2Ö Û	Ô	æ Ï Ø9ÊâÊ�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2Ø9Ú�Ø�Ô	È Ð2Ò ak, bk ∈ Oπ(C) ×Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à æ è aku = bkuk

`,S à	Ömö Ê�Ø�Ù

f = c1u1 + . . . + cnun =

(
a1
b1

+ . . .+
an
bn

)
u = u.

[PÈ�Ô	Õ Í	Ö	Ò
c =

c1u1 + . . .+ cnun
uÚ�Ø Ð Ø�Ù,Ø à2Ó Ô Ñ Ü>Ê�Ø9Û	Õ Ï zλ `,T ãNÞ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö	Ò

c =
a1
b1

+ . . .+
an
bn

=
A ◦ π

B ◦ π
,
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	!- �B� - �2 ��	�§"���$���� ( g��
Ú ÝtÏ A,B ∈ O(λ) × Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø c ∈ Oπ(λ̃)

`ùú�Ê�ØûØ ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø c = C ◦ π × Ú ÝtÏ C ∈ O(λ)
`

U ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×�Ý	Ð2Ò�Ð2ý^å Ø9Ú�Ø ζ = π(z) Ö	ã Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9ç Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Uλ
Ê�Ø9Û	Õ Ö λ Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò f

Ý Ø Þ È�É�Õ Ñ9Ï Ê Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï
f = uζ + (π − ζ)uζ2 + (π − ζ)2fζ2 ,

Ü>Õ�Ø9Ê�Ø à Ø�Ù uζ = c(zζ)u = (C ◦ π) (zζ)u × uζ2 = c′(zζ)u = (C ′ ◦ π) (zζ)u × Ú ÝtÏ C ′ ÌhÞ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ý éÔ Ñ�Ò§Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö C `4S à	Ömö Ê�Ø�Ù

fζ :=
f − uζ
π − ζ

=
c− c(zζ)

π − ζ
u = aζu ∈� ��� I,

fζ2 :=
fζ − uζ2

π − ζ
=

c−c(zζ)
π−ζ − c̃(zζ)

π − ζ
u = bζu ∈� ��� I.b Ï ç2É�Ê�Ü Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×tÖ Ù Ï�ý ÊôÙ Ï É�Ê�Ø Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö	Ò aζ = Aζ ◦ π × bζ = Bζ ◦ π × Ú ÝtÏ

Aζ(ζ
′) =

C(ζ ′)− C(ζ)

ζ ′ − ζ
, Bζ(ζ

′) =
1

ζ ′ − ζ

(
C(ζ ′)− C(ζ)

ζ ′ − ζ
− C ′(ζ)

)
∈ O(ζ).

� Ô Ñ Û Ö Ê × aζu, bζu ∈ I(ζ̃) Ý	Ð2ÒûÐ2ý^å Ø9Ú�Ø ζ ∈ Uλ
`KQlÉ Ð2Ö ζ ′ 6∈ Uλ × Ê�ØyÜ�Õ Ð2ý Û Ï Ô Ö	Ò aζu, bζu ∈ I(ζ̃ ′)Ø9Û Ï Ü Ö'Ý Ô2Ø>Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ï Ô	æN`QlÉ Ð2Ö f → 0

Ü¼Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P × Ê�Ø¼Ü É Ö'Ð È Ñ Õ�É Ö Ø�Ù4æ Õ�Ø�Ù ÞtÑ Õ	Ê�Ô2Ø9ç\É è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê Ö f(z) =
c(z)u(z) → 0 àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø Þ Ø z Ö	ã Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9ç Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ê�Ø9Û	Õ Ö zλ

` U ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×
c(z) → 0 àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø Þ Ø z Ö	ã Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çÅØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ê�Ø9Û	Õ Ö zλ

` GLÊ�É ý6Ý�Ñ É ÐtÏ�Ý È Ï Ê × Û	Ê�Ø
uλ = c(zλ)u → 0

Ü Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P
` � Ô Ñ Û Ö Ê ×LÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò É Ð�Ñ9å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙÜaÊ�Ø9Û	Õ Ï λ `,S à	Ömö Ê�Ø�Ù Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø ζ ∈ Uλ × ζ 6= λ ×	Ö Ù Ï�ý Ê>Ù Ï É�Ê�Ø Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö	Ò

1

ζ − λ

(
uζ − uλ
ζ − λ

− uλ2

)
=

1

ζ − λ

(
c(zζ)− c(zλ)

ζ − λ
− c̃(zλ)

)
u

=
1

ζ − λ

(
C(ζ)− C(λ)

ζ − λ
− C ′(λ)

)
u.

� Ô Ñ Û Ö Ê × Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø
{
vλζ :=

1

ζ − λ

(
uζ − uλ
ζ − λ

− uλ2

)
: ζ ∈ Uλ, ζ 6= λ

}

Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô2ØaÜ P `�U ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×2Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò§Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙøÜpÊ�Ø9Û	Õ Ï λ `�GIÉ�Ê Ñ�Ð Ë9éÔ2Ø Ï É ÐtÏ�Ý È Ï Ê Ö	ãNÞ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö Ü�æ å Ø àtÑ Ê�Ø9Û	Õ Ö λ ∈ C
`
B

�7D��^¿�¹'ot»~Ä~{~stot¿�¹'¾
�7DÀAtD � stot»~¿�¹'stu :�¿�¹'ot»~Ä~{~stÇ ?ßÆ~o�Ã <Io�Ã :�q,º#»�D6S^È�É�Ê�Ë

I Ì\Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËaÜ P `ü6Ø ã Ô Ö Õ Ñ�ý Ê Ï É�Ê Ï É�Ê�Ü Ï Ô	Ô	æ Ï Ü�Ø Þ	à Ø�É�æ �g��,S à	Ö Õ Ñ Õ Ö'è È�É Ð Ø9Ü Ö	Ò�è È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I Ü!Ø Ý Ô2Ø9çyÊ�Ø9Û	Õ Ï Ü ÐtÏ Û Ï Ê!È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë
Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I × Ê�` Ï ` Ï Ú�ØaÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�ËôÜ Ð2ý^å Ø9ç Ý2à È�Ú�Ø9çmÊ�Ø9Û	Õ Ï��
4 �6ü ÐtÏ Û Ï Ê Ð2Ö È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Ï Ú�Ø ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö	Ò Ī Ü P �S à	Ö È�É Ð Ø9Ü Ö	Ö�ã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�Ø�É�Ê Ö�Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I Ô Ñ>Þ2Ï�à Ü�æ1ç�Ü�Ø Þ	à Ø�É!Ø9Ê�Ü Ï Û Ñ9Ï ÊùÉ ÐtÏ�Ý È ý á Ï�ÏNÞ	à2Ï�Ý é

Ð Ø�ä Ï Ô Ö2Ï `
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I ⊆ P
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a
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λ
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C
S^È�É�Ê�Ë

λ′ ∈ C × f ∈ I Ö f
π−λ′∈ � ��� I `âO Ñ Ù Ô Ï Ø å�è Ø Ý2Ö Ù,Ø Þ Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ê�Ë × Û	Ê�Ø f

π−λ′ ∈ I
`âü�æ6é

å�Ï�à2Ï Ù Þ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô	æ1ç Ð2Ö Ô Ï ç	Ô	æ1ç Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô	æ1ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö Ø9Ô Ñ�Ð Ŝ Ô ÑmÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ï P/I `ûSKØÉ�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü Ñ Ù à2Ï�ã Ø Ð Ë�Ü Ï Ô	Ê�Ô2Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö � g, # Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò
Φ(ζ) =

〈
Ŝ, F (ζ)

〉
=

〈
Ŝ,

[
f − uζ
π − ζ

]〉

Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒmÍ2Ï�Ð Ø9ç Ö§Þ	à	Ö Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à æ è Ô Ñ Ê�È àtÑ�Ð Ë�Ô	æ è anm
Φ(n)(λ) =

n+1∑

m=1

anmΦm(λ),

Ú ÝtÏ Φ(n)(λ) =
〈
Ŝ, F (n)(λ)

〉 × Φm(λ) =
〈
Ŝ, Fm(λ)

〉 `�� Ñ Õ�Õ Ñ Õ Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö ÜmÜùÊ�Ø9Û	Õ Ï
λ × Ê�Ø fλn ∈ I

`Nú�Ê�ØùØ ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø Φm(λ) = 0 Ý	Ð2ÒûÐ2ý^å Ø9Ú�ØyÔ Ñ Ê�È àtÑ�Ð Ë�Ô2Ø9Ú�Ø m 6 n
`NU ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ éÊ Ï�Ð Ë�Ô2Ø × Φ(n)(λ) = 0 Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�ØaÔ Ñ Ê�È àtÑ�Ð Ë�Ô2Ø9Ú�Ø n × Ê�` Ï ` Φ Ì Ê�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô	Ô	æ1çâÔ	È Ð Ë2` � Ô Ñ Û Ö Ê ×

Ð2ý^å Ø9ç Ð2Ö Ô Ï ç	Ô	æ1ç>Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô	æ1ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö Ø9Ô Ñ�Ð S Ô Ñ P ×#Ñ Ô	Ô	È Ð2Ö	à È ý á Ö ç I × Ø å9àtÑ á Ñ9Ï Ê�É Ò Ü^Ô	È Ð ËÔ Ñjö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ï fλ′ =
f−uλ′

π−λ′

`~SKØLÊ Ï Ø à2Ï Ù Ï Y Ñ Ô Ñ1Ì > Ñ Ô Ñ�è�Ñ fλ′ ∈ I
` � Ô Ñ Û Ï Ô Ö2Ï1Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö Φ ÜIÊ�Ø9Û	Õ Ï

λ′
Ô ÏPã�Ñ Ü Ö É Ö ÊùØ9ÊyÜ�æ å Ø àtÑ>ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ñ uλ′ ∈ I ×	Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9Ú�ØùÉ Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü�Ø Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ïmÿ 4 � ×

ã Ô Ñ Û Ö Ê × Ù,Ø�äaÔ2Ø>É�Û Ö Ê Ñ Ê�Ë × Û	Ê�Ø uλ′ = 0 Ö fλ′ = f
π−λ′ ∈ I

`
BU ÐtÏ�Ý È ý á Ï�ÏKÞ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö2Ï Ø9Ê�Ü Ï Û Ñ9Ï ÊôÔ Ñ Ü�Ê�Ø à Ø9çmÜ�Ø Þ	à Ø�É�`Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º �7D76BD��6���	�ø�����2C - �	$B����$B���	
�$	/1� 
â� - �9�2�

λ
0 - �B� - �2 ����

I ⊆ P
 2��� - ���9�	
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C
S^È�É�Ê�Ë

f ∈ Ī Ö f
π−λ∈ � ��� Ī `^]IÊ�Ü Ï�à ä Ý�Ñ9Ï Ù × Û	Ê�Ø f

π−λ ∈ Ī
`Lb Ï ç2É�Ê�Ü Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×�Þ È�É�Ê�Ë fα ∈ I

Ö fα → f
Ü>Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `6T ã!Ñ Õ�É Ö Ø�Ù4æ Õ�Ø�Ù ÞtÑ Õ	Ê�Ô2Ø9ç�É è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê ÖâÖûÞ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò%4 ` gNÜ�æ1Ê Ï éÕ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø λ ∈ C Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô	æ ÏPÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ö I(λ̃) Ö Ī(λ̃) É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ�ý Ê ÿ��Kã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï Ù

I
ÜZÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö O(λ̃)

��` � Ô Ñ Û Ö Ê × f − fα∈ � ��� I Ö f
π−λ∈ � ��� I `Rü É Ö'Ð È É Ð�Ñ9å Ø9ç Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô2Ø�É�Ê Ö

Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I É�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý Ê uαλ ∈ I ×,Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à æ è f−fα−uα
λ

π−λ ∈ � ��� I Ö uαλ → 0
Ü�Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `

� Ñ ÕßÕ Ñ Õ f
π−λ∈ � ��� I × Ê�Ø fα+uα

λ
π−λ ∈ � ��� I `p]lÉ�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I Ü§Ê�Ø9Û	Õ Ï λ Ü ÐtÏ Û Ï ÊmÜ�Õ Ð2ý Û Ï éÔ Ö2Ï fα+uα

λ
π−λ ∈ I

`mS à	Ö ö Ê�Ø�Ù fα + uαλ → f
ÜûÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `ûü\É Ö'Ð È Ñ Õ�É Ö Ø�Ù4æ àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9çÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö fα+uα

λ
π−λ → f

π−λ

ÜaÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `�ú�Ê�Ø>Ø ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø f
π−λ ∈ Ī

`
B

�7D76BD��	q,u	st�~Çaº¼Æ~o�Ã <Io�Ã :�q,{�D � Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P
�2ò�ï�ò
	 9í�ñ�� � í�ìNí�ñ2î ��ìKë

ϕ1, . . . , ϕn ∈ P ×�Ï É Ð2Ö ϕ1, . . . , ϕn 6≡ 0 Ö I É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï Ê!É ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï ÙßÜ P Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü ÑKö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9ÜÜ Ö'Ý�Ñ r1ϕn+ . . .+rnϕn × Ú ÝtÏ r1, . . . , rn ∈ C[π]
`4QlÉ Ð2Öôã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P Þ Ø à Ø�ä ÝtÏ ÔØ Ý Ô Ö Ù ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø�Ù ϕ 6≡ 0 × Ê�Ø Ï Ú�ØaÔ Ñ�ã æ1Ü Ñ�ý Ê � � ����ñ	
�ì ÿ ÉKØ å9àtÑ�ã È ý á Ï ç ϕ ��`S^È�É�Ê�Ë

Iϕ Ì Ú Ð�Ñ Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë!Ü P ÉLØ å9àtÑ�ã È ý á Ï ç ϕ × Jϕ Ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËpÜ P × Ø å9àtÑ�ã Ø9Ü Ñ Ô'éÔ	æ1ç ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ñ Ù Ö Ü Ö'Ý�Ñ rϕ × Ú ÝtÏ r ∈ C[π]
`~SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Iϕ É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï ÊPÉ ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï Ù Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò

Jϕ
ÜaÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º �7D��7D�,��$����û0 - �B� - �2 ��B���

Jϕ
�
Iϕ
"���
�$	/

1
5

C
U�Ô Ñ Û Ñ�Ð�ÑLÝ Ø9Õ Ñ ä Ï Ù × Û	Ê�Ø àtÑ Ô	Ú Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Jϕ àtÑ Ü Ï Ô 1 `7b Ï ç2É�Ê�Ü Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×�Ï É Ð2Ö u1, u2 ∈ Jϕ ×

u1, u2 6≡ 0 × Ê�Ø u1 = r1ϕ × u2 = r2ϕ × Ú ÝtÏ r1, r2 ∈ C[π] ⊂ Oπ(C) Ö r1, r2 6≡ 0
`^U ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×

c1u1 + c2u2 = 0 × Ú ÝtÏ c1 = r2, c2 = −r1 ∈ Oπ(C) Ö c1, c2 6≡ 0
`

b Ñ�ÐtÏ�Ï È å�Ï�Ý2Ö Ù,É Ò7× Û	Ê�Ø àtÑ Ô	Ú Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Iϕ Ê�Ø�ä Ï!àtÑ Ü Ï Ô 1
`1b Ï ç2É�Ê�Ü Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø ×�Ï É Ð2Ö u1, u2 ∈

Iϕ × Ê�ØûÉ�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý ÊâØ å Ø å á Ï Ô	Ô	æ ÏyÞ Ø�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö uα1 , uα2 ∈ Jϕ × É è Ø Ý2Ò á Ö2Ï É Ò Õ u1 Ö u2É�Ø�Ø9Ê�Ü Ï Ê�É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2ØyÜaÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `lS à	Öûö Ê�Ø�Ù uα1 = rα1ϕ × uα2 = rα2ϕ × Ú ÝtÏ rα1 , rα2 ∈ C[π] ⊂ Oπ(C)
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Ö cα1uα1 + cα2u

α
2 = 0 × Ú ÝtÏ cα1 = rα2 × cα2 = −rα1 ∈ Oπ(C)

`lT ãPÑ Õ�É Ö Ø�Ù4æ àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9ç�É è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê ÖÜ�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö u1
ϕ ,

u2
ϕ Ò Ü Ð2Ò'ý Ê�É Ò�Í2Ï�Ð æjÙ Ö�Ö rα1 = Rα

1 ◦ π → u1
ϕ × rα2 = Rα

2 ◦ π → u2
ϕ

àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2ØôÔ Ñ Õ�Ø�Ù ÞtÑ Õ	Ê Ñ�è `LS^È�É�Ê�Ë λ ∈ C Ö z0 ∈ λ̃
`jU�È�ä Ï Ô Ö2Ï π0 Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö π Ô Ñ Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à È ýØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê�Ë U0

Ê�Ø9Û	Õ Ö z0 Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò É�Ø å É�Ê�Ü Ï Ô	Ô	æjÙøØ9Ê�Ø å9àtÑ ä Ï Ô Ö2Ï Ù U0 → V0 = π(U0)
` � Ô Ñ Û Ö Ê ×

Rα
1 → C1 × Rα

2 → C2 àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2ØûÔ Ñ Õ�Ø�Ù ÞtÑ Õ	Ê Ñ�èZÖ	ã V0 `yú�Ê�ØûØ ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø C1, C2 ∈ O(λ) ×
Ñ u1

ϕ = C1 ◦ π, u2
ϕ = C2 ◦ π ∈ Oπ(λ̃)

` U ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø × c1 = u1
ϕ × c2 = u2

ϕ ∈ Oπ(C) Ö
c2u1 − c1u2 = 0

`,S à	Ömö Ê�Ø�Ù c1, c2 6≡ 0 ×2Ï É Ð2Ö u1, u2 6≡ 0
`
Bü É Ö'Ð È Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò�4 ` 4!Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ö I Ö J Ò Ü Ð2Ò'ý Ê�É Ò§Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙ Ö `Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º �7D���D��#����
�$	/1�û0 - �B� - �2 ����;A'
���A������ Ay 2��� - ���9�	
�/j� 5

C
S^È�É�Ê�Ë

Iϕ Ì Ú Ð�Ñ Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Ü P ÉmØ å9àtÑ�ã È ý á Ï ç ϕ × Jϕ Ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Ü P × Ø å é
àtÑ�ã Ø9Ü Ñ Ô	Ô	æ1ç ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê Ñ Ù Ö Ü Ö'Ý�Ñ rϕ × Ú ÝtÏ r ∈ C[π]

`âSKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï Ê�É ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï Ù
Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Jϕ ÜmÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P `yS^È�É�Ê�Ë z0 ∈ C Ö ϕ(z0) 6= 0

`ySKØ9Õ Ñ ä Ï Ù × Û	Ê�Ø Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Jϕ
Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�æjÙ\Ü�Ê�Ø9Û	Õ Ï λ = π(z0)

` S à2Ï�Ý2Þ Ø Ð Ø�ä Ö Ù × Û	Ê�Ø f ∈ J Ö f
π−λ∈ � ��� J ` O Ñ ÙÔ	È�äaÔ2Ø Þ Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ê�Ë × Û	Ê�Ø f

π−λ ∈ J
` � Ñ Õ�Õ Ñ Õ f ∈ J × Ê�Ø f = rϕ × Ú ÝtÏ r = R ◦ π × R Ì Ù4Ô2Ø9Ú�Ø9Û ÐtÏ Ô�`

� Ñ Õ�Õ Ñ Õ f
π−λ∈ � ��� J × Ê�Ø f

π−λ = ϕ × Ú ÝtÏ c = ◦ π ∈ Oπ(λ̃)
` � Ô Ñ Û Ö Ê × f = rϕ = (π − λ) cϕ

` � Ñ ÕÕ Ñ Õ ϕ(z0) 6= 0 × Ê�Ø Ý	Ð2Ò Ü�É Ï�è z Ö	ã Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çßØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ê�Ø9Û	Õ Ö z0 Ö Ù Ï�Ï Ê§Ù Ï É�Ê�Ø àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü�Ø
r(z) = (π(z)− λ) c(z) ÖyÝ	Ð2Ò Ü�É Ï�è ζ Ö	ã Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çûØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ê�Ø9Û	Õ Ö λ Ö Ù Ï�Ï Ê>Ù Ï É�Ê�Ø àtÑ Ü Ï Ô'éÉ�Ê�Ü�Ø

R(ζ) = (ζ − λ)C(ζ)
`ûú�Ê�ØûØ ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�ØûÙ4Ô2Ø9Ú�Ø9Û ÐtÏ Ô R(ζ) ÝtÏ�Ð2Ö Ê�É Ò Ô ÑùÝ Ü�È�Û ÐtÏ Ô ζ − λ

Ö Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò r
π−λ Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê�Õ�Ø Ð Ë Í È C[π]

`�U ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø × f
π−λ = r

π−λϕ ∈ Jϕ
` � Ñ Õ Ö ÙØ å9àtÑ�ã Ø�Ù ×#Ý Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ô2Ø × Û	Ê�Ø Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Jϕ Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�æjÙ Ü!Ê�Ø9Û	Õ Ï λ `4ü¼É Ö'Ð È Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï éÔ Ö	Ò " ` 4>Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Iϕ Ê�Ø�ä Ï È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö ÜùÜôÊ�Ø9Û	Õ Ï λ ×BÑ ÜyÉ Ö'Ð È Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò " ` g Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë IϕÒ Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�æjÙ1`�S à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö2ÏNÝ Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ô2Ø	` B

�7D��7Dß·§ot�~º#Ä~�~otÆ~ot¸~o��ßÃlº#�~�~Çaº�Æ~o�Ã <Io�Ã :�q,{�D>S^È�É�Ê�Ë
I1, . . . , In Ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ö Ü P ` � Ñ éÙ4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I = I0 ⊆ P

�2ò�ï�ò
	 9í�ñ �2ò��ìKò��� � ��ìKë I1, . . . , In ×�Ï É Ð2Ö I Ï É�Ê�Ë ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2ÏÙ4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñmö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9ÜûÜ Ö'Ý�Ñ f1 + . . . + fn × Ú ÝtÏ fk ∈ Ik
`ô[ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù Ê�Ø9Û	Õ	È λ ∈ C ×7Ý	Ð2Ò Õ�Ø�éÊ�Ø à Ø9ç¼Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É Ò È�É Ð Ø9Ü Ö2Ï���Ý	Ð2ÒøÐ2ý^å Ø9Ú�Ø k ∈ {0, 1, . . . , n}

Ô Ñ ç Ý È�Ê�É Ò zk ∈ λ̃ Ö uk ∈ IkÊ Ñ Õ Ö2Ï�× Û	Ê�Ø uk(zk) 6= 0
`,O Ñ9å Ø à a = {a1, . . . , an}

Õ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ èmÓ È�Ô	Õ Í	Ö çùÔ Ñ É Ð Ø Ï λ̃ Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ù�ò��	��ê�îpë�ì�
�ì ×'Ï É Ð2Ö É�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý Ê ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�æ fk ∈ Ik
Ê Ñ Õ Ö2Ï�× Û	Ê�Ø fk|λ̃ = ak × k = 1, . . . , n

`
SKØ Ð Ø�ä Ö Ù

T (a, λ) =
{
f = f1 + . . .+ fn : fk ∈ Ik, fk|λ̃ = ak

}
.

Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º �7DE?BD 	  2����
I1, . . . , In �  2��� - ���9�	
�/^�!0 - �B� - �2 ��	�Z


P
*
I � ����4�	$� B��/1�

0 - �B� - �2 ����ô"���$����
1
* 0 - " - �P����$	$	/1��0 - �B� - �2 ���A	�4�

I1, . . . , In
5 <a��Aß� - � - ��� - C�/ 0 - �B� - �2 ����

IC�/1�m 2��� - ���9�	
�/j�W
m� - �9�2�
λ
* $B� - C�� - ���2� - �ù� - ������� - �9$ -�* ��� - C�/ 
�/10 - �	$�A'� - � �ô 2��� - 
��B���l����A

��BDC - � - � - 0� 2�����2� - � - $��2C - "��
a = {a1, . . . , an}

* ����Am� - � - " - � -
a1 + . . . + an = 0

* ����4/1�	��$	�B�
�4$ - �>������
��

T (a, λ)

ù� - 0 - � - ���	�

P
� - ����"	�a�B�p$� ��B��
 - � ���B������$B� 5

C � ò�ê�î �9îpò�ð�ñ2ò�ê�î �	� S^È�É�Ê�Ë ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ T (a, λ) Ü�Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P
É�Ø ÝtÏ�à ä Ö ÊÔ	È ÐtÏ Ü�Ø9ç ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�`ed Ñ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù Þ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô	æ1ç ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê F ∈ I ×1Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9Ú�Ø F
π−λ∈ � ��� I `O Ñ ÙÅÔ	È�äaÔ2Ø Þ Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ê�Ë × Û	Ê�Ø F

π−λ ∈ I
`mS^È�É�Ê�Ë

J Ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËâÜ P × É�Ø�É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô	Ô	æ1ç Ö	ã É�È'Ù,ÙÜ Ö'Ý�Ñ f1 + . . . + fn × Ú ÝtÏ fk ∈ Ik
` � Ñ ÕøÕ Ñ Õ J ⊆ I × Ê�Ø Rank J = 1

`ZSKØ Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ý 4 ` 4
Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë J Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙ1` S à	Ö ö Ê�Ø�Ù Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I É�Ø9Ü ÞtÑ�Ý�Ñ9Ï Ê É ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï Ù
Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò J Ü Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ï P `,ü�æ å�Ï�à2Ï Ù Þ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô	È ý Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê�ËpÔ	È Ð2Ò V Ü Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô'éÉ�Ê�Ü Ï P `^SKØ Ñ Õ�É Ö Ø�Ù ÏpàtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9çßÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê§Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê�ËmÔ	È Ð2Ò V ∗ Ê Ñ Õ Ñ�Ò7×Û	Ê�Ø>É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü ÑaÖ Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ò��

f ∈ V ∗, λ ∈ C,
f

π − λ
∈� ��� P ⇒

f

π − λ
∈ V. ÿ & �
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SKØ Ýtå9Ö	àtÑ9Ï Ù Ê Ï�Þ2Ï�à Ë�Ø9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö V1 × V2 Ê Ñ Õ × Û	Ê�Ø å æ V1 + V2 ⊆ V ∗ ` � Ñ ÕZÕ Ñ Õ F ∈ I × Ê�ØmÉ�È#éá Ï É�Ê�Ü�È Ï ÊyØ å Ø å á Ï Ô	Ô Ñ�ÒmÞ Ø�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê�Ë Fα = Fα

1 + . . . + F α
n ∈ J × Fα

k ∈ Ik × É è Ø Ý2Ò á Ñ�Ò É ÒÕ
F
ÜûÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P ` � Ñ ÕZÕ Ñ Õ Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë J Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒßÖ Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙ × Ê�ØmØ9Ô Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò É Ð�Ñ é

å Ø Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙ ÜâÊ�Ø9Û	Õ Ï λ `�S à	Ö ö Ê�Ø�Ù Þ Ø Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ý 4 ` g Ý	Ð2ÒZÐ2ý^å Ø9Ú�Ø α Ö Ù Ï�Ï ÊßÙ Ï É�Ê�Ø
Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Ï Ü Ð Ø�ä Ï Ô Ö2Ï F − Fα∈ � ��� J ` � Ô Ñ Û Ö Ê ×	Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø α Ö Ù Ï�Ï ÊôÙ Ï É�Ê�Ø Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï

F − Fα = uαλ + (π − λ)fαλ ,

Ú ÝtÏKö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê uα = uα1λ + . . . + uαnλ ∈ J × uαkλ ∈ Ik × Ü�æ å9àtÑ ÔûÊ Ñ Õ × Û	Ê�Ø å æÅÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ò�Ð Ø�É�ËôÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ï
fαλ :=

F − Fα − uαλ
π − λ

∈� ��� J.
S à	Ömö Ê�Ø�Ù Ý	Ð2Ò Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9Ú�Ø α′ àtÑ�ã Ô Ö	ÍtÑ F − f ′ Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê V1 × Ú ÝtÏ

f ′ = Fα′

+ uα
′

λ = (π − λ)

(
F

π − λ
− fα

′

λ

)
∈ J.

d Ñ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù Þ	à2Ï�Ý É�Ê Ñ Ü ÐtÏ Ô Ö2Ï f ′ = f ′1 + . . . + f ′k × Ú ÝtÏ f ′k = Fα′

k + uα
′

kλ ∈ Ik ×6Ö Ø å Ø ã Ô Ñ Û Ö Ù
ak

É�È�ä Ï Ô Ö2Ï f ′k|λ̃ Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö f ′k Ô Ñ É Ð Ø9ç λ̃ `øþ^É�Ô2Ø × Û	Ê�ØßÉ Ö É�Ê Ï Ù Ñ a = {a1, . . . , an} Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒÝ Ø Þ È�É�Ê Ö Ù,Ø9ç Ö a1 + . . . + an = 0
` SKØZÈ�É Ð Ø9Ü Ö	ý 0 Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö	ý Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ

T (a, λ); Þ Ø ö Ê�Ø�Ù4È§É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê
f = f1 + . . .+ fn ∈ T (a, λ) ∩ V2, fk ∈ Ik, fk|λ̃ = ak.

� Ñ Õ�Õ Ñ Õ Rank I = 1 × Ê�Ø Rank Ik = 1
`1S à	Öûö Ê�Ø�Ù f ′k − fk = ckuk ∈ Ik Ö f ′

k−fk
π−λ = ck

π−λ uk × Ú ÝtÏ
ck Ì π

é�É Ö Ù,Ù Ï Ê à	Ö Û	Ô Ñ�Ò Ù Ï�à Ø�Ù,Ø à2Ó Ô Ñ�Ò�Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò `PSKØùÈ�É Ð Ø9Ü Ö	ý Ü�æ å Ø àtÑ Ê�Ø9Û	Õ Ö λ É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê
zk ∈ λ̃

Ê Ñ Õ�Ø Ï�× Û	Ê�Ø uk(zk) 6= 0
` � Ô Ñ Û Ö Ê × ck(zk) = 0 × ck

π−λ ∈ Oπ(λ̃) Ö f ′

k−fk
π−λ ∈ � ��� Ik ` T ãÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö�Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Ik Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø f ′

k−fk
π−λ ∈ Ik

`
d Ñ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö ÙhÊ Ï�Þ2Ï�à Ë ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê ϕ = F − f ′ + f

` � Ñ Õ Õ Ñ Õ F − f ′ ∈ V1, Ñ f ∈ V2 × Ê�Ø
ϕ ∈ V1 + V2 ⊆ V ∗ `�b Ñ�ÐtÏ�Ï�×	ã�Ñ Ù Ï Û Ñ9Ï Ù × Û	Ê�Ø ϕ

π−λ ∈ P
`,SKØ ö Ê�Ø�Ù4È × Ü>É Ö'Ð È Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Öøÿ & � ×

ϕ

π − λ
=

F

π − λ
−
f ′ − f

π − λ
∈ V.

OKØ
f ′ − f

π − λ
=

n∑

k=1

f ′k − fk
π − λ

,
f ′k − fk
π − λ

∈ Ik.

� Ô Ñ Û Ö Ê ×
ψ :=

f ′ − f

π − λ
∈ I.

T^Ê Ñ Õ ×�Ý	Ð2Ò>Ð2ý^å Ø9çùØ9Õ à2Ï É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö Ô	È Ð2Ò V É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê ψ ∈ I
Ê Ñ Õ�Ø9ç × Û	Ê�Ø F

π−λ − ψ ∈ V
`

ú�Ê�Ø ã Ô Ñ Û Ö Ê × Û	Ê�Ø F
π−λ Ì Ê�Ø9Û	Õ Ñ>Þ	à	Ö Õ�Ø�É�Ô2Ø9Ü Ï Ô Ö	Ò I Ö�×2Þ Ø�É�Õ�Ø Ð Ë�Õ	È I ã�Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê × F

π−λ ∈ I
`lb!Ø�É�Ê Ñ éÊ�Ø9Û	Ô2Ø�É�Ê�Ë Ý Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ô Ñ `

�Pí�ò����	ò��ë�ìKò�ê�î � `4S^È�É�Ê�Ë I È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö ÜpÜPÊ�Ø9Û	Õ Ï λ `,d Ñ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê f = f1+ . . .+ fn ∈
T (a, λ)

` � Ñ Ù Ï Û Ñ9Ï Ù × Û	Ê�Ø f(z) = 0 Ý	Ð2ÒûÐ2ý^å Ø9Ú�Ø z ∈ λ̃
` � Ñ Õ�Õ Ñ Õ Rank I = 1 × Ê�Ø f = cu0 ∈ I

Ö f
π−λ = c

π−λu0 × Ú ÝtÏ c Ì π
é�É Ö Ù,Ù Ï Ê à	Ö Û	Ô Ñ�Ò Ù Ï�à Ø�Ù,Ø à2Ó Ô Ñ�Ò Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ò ` SKØâÈ�É Ð Ø9Ü Ö	ý Ü�æ å Ø àtÑÊ�Ø9Û	Õ Ö λ É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê z0 ∈ λ̃ × Ê Ñ Õ�Ø Ï�× Û	Ê�Ø u0(z0) 6= 0

` � Ô Ñ Û Ö Ê × c(z0) = 0 × c
π−λ ∈ Oπ(λ̃) Ö

f
π−λ∈ � ��� I `ZT ã È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø f

π−λ ∈ I
`ZSKØ ö Ê�Ø�Ù4È É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê



� - �	������$ - � - 0	�B����$	�B���B���	/����1 	$	���	�	� 5
	!- �B� - �2 ��	�§"���$���� ( 4 "
Ø å Ø å á Ï Ô	Ô Ñ�ÒyÞ Ø�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê�Ë fα = fα1 + . . .+ fαn × fαk ∈ Ik × É è Ø Ý2Ò á Ñ�Ò É Ò Õ f

π−λ

Ü!Ê�Ø Þ Ø Ð Ø�éÚ Ö	Ö P `4SKØ�É�Õ�Ø Ð Ë�Õ	ÈôØ Þ2Ï�àtÑ�Í	Ö	Ò È'Ù4Ô2Ø�ä Ï Ô Ö	Ò Ô Ñ π−λ Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô Ñ Ü P × Ê�Ø Þ Ø�É ÐtÏ�Ý Ø9Ü Ñ Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê�Ë
Fα = (π − λ) fα

É è Ø Ý2Ö Ê�É Ò Õ f
ÜZÊ�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö	Ö P Ö�×1ã Ô Ñ Û Ö Ê × f − Fα → 0

Ü
P
` GIÉ�Ê Ñ9Ï Ê�É ÒØ9Ê�Ù Ï Ê Ö Ê�Ë × Û	Ê�Ø f − Fα ∈ T (a, λ)

`lO Ï Ø å�è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê�Ë Ý Ø9Õ Ñ�ã�Ñ Ô Ñ ` BS à	Ö Ù Ï Ô Ö Ù Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö2Ï " ` �ùÕßÕ�Ø9Ô Ï Û	Ô2Ø Þ Ø à Ø�ä ÝtÏ Ô	Ô	æjÙ Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Ù1`§S^È�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë
I ⊆ P Þ Ø à Ø�ä ÝtÏ Ô§É Ö É�Ê Ï Ù,Ø9ç ϕ1, . . . , ϕn

`l[ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù Ê�Ø9Û	Õ	È λ ∈ C ×�Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çùÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É ÒÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ï���Ý	Ð2ÒNÐ2ý^å Ø9Ú�Ø k ∈ {1, . . . , n}
Ô Ñ ç ÝtÏ Ê�É Ò zk ∈ λ̃

Ê Ñ Õ�Ø Ï�× Û	Ê�Ø ϕk(zk) 6= 0
`,U Ö Ù4Ü�Ø Ð Ø�Ù A(λ)Ø å Ø ã Ô Ñ Û Ö ÙRÉ�Ø9Ü�Ø9Õ	È Þ Ô2Ø�É�Ê�ËùÔ Ñ9å Ø à Ø9Ü a = {a1, . . . , an}

Õ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ è�Ó È�Ô	Õ Í	Ö çûÔ Ñ É Ð Ø Ï λ̃ ×2Ý	Ð2ÒÕ�Ø9Ê�Ø à æ è Ô Ñ9å Ø à {a1ϕ1

∣∣
λ̃
, . . . , anϕn

∣∣
λ̃

} Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒùÝ Ø Þ È�É�Ê Ö Ù4æjÙ Ö a1ϕ1

∣∣
λ̃
+ . . . + anϕn

∣∣
λ̃
= 0

`
Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º �7D��7D#<a��Aù� - � - ��� - C�/¼����4�	$� B��/1�>0 - �B� - �2 ����

I ⊆ P
"���$����

1
* 0 - " - �P����$FE

$	/1� ���B������� - �
ϕ1, . . . , ϕn

* C�/1�û 2��� - ���9�	
ù
�� - �9�2�
λ
* $B� - C�� - ���2� - �§� - ������� - �9$ -�* ��� - C�/Å����A

�	���P� - � - $��2C - "��
a = {a1, . . . , an} ∈ A(λ)

�� G ������
 - 
����	� - C - C G ��$	$	/^�P0 - ���B��� - 
�����������$ - �����
rα1 , . . . , r

α
n ∈ C[π]

�����	�B� * ��� -
1) rα1 |λ̃ = a1, . . . , r

α
n |λ̃ = an

*
2) rα1ϕ1 + . . .+ rαnϕn → 0


ù� - 0 - � - ���	�
P
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C
G å Ø ã Ô Ñ Û Ö ÙhÛ Ï�à2Ï�ã Ik Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9Ü Ü Ö'Ý�Ñ rϕk × Ú ÝtÏ r Þ	à Ø å�Ï Ú Ñ9Ï Ê C[π] × k =

1, . . . , n
`~H Ñ ä Ý æ1çaÊ Ñ Õ�Ø9ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËNÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü ÖpÖ'è É�Ø9Ü�Ø9Õ	È Þ Ô2Ø�É�Ê�Ë Þ Ø à Ø�ä Ý�Ñ9Ï Ê I `,[ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù

a = {a1, . . . , an} ∈ A(λ) Ö§àtÑ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù¼É Ö É�Ê Ï Ù4ÈùÕ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ è�Ó È�Ô	Õ Í	Ö çmÔ Ñ É Ð Ø Ï λ̃
b1(z) = a1(z)ϕ1(z), . . . , bn(z) = an(z)ϕn(z), z ∈ λ̃.

GLÛ Ï Ü Ö'Ý Ô2Ø × Û	Ê�Ø ö Ê Ñ É Ö É�Ê Ï Ù Ñ!Ý Ø Þ È�É�Ê Ö Ù ÑaÖ b1(z) + . . . + bn(z) = 0 Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø z ∈ λ̃
`�� à2Ï�å È#é

Ï Ù,Ø Ï È�Ê�Ü Ï�à ä ÝtÏ Ô Ö2Ï É ÐtÏ�Ý È Ï Ê Ö	ãpÞ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò " ` � ×�Ï É Ð2Ö È�Û Ï É�Ê�Ë × Û	Ê�ØùÜ�Õ Ð2ý Û Ï Ô Ö2Ï 0 ∈ T (a, λ)
ö Õ	Ü Ö Ü Ñ�ÐtÏ Ô	Ê�Ô2Ø>È�É Ð Ø9Ü Ö	Ò Ù g�� ×F4 ��` B

��DD8§u	¿�Ç���º#�~�~ot¿�¹'¾ZÆ~o�Ã <Io�Ã :�q,º#»¼¸~u	����u A
��DÀAtD � <IÆ�q,{~r7u��~{~{ �~u	¿�Ç���º#�~�~ot¿�¹'{�D1S^È�É�Ê�Ë

I Ì Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�ØaÜ P àtÑ Ô	Ú Ñ g × ρ Ì Ô Ï Õ�Ø9Ê�Ø�é
àtÑ�Ò Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô Ñ�ÒmÞ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù Ñ Ü P × f ∈ P

`,SKØ Ð Ø�ä Ö Ù ρf (λ) = inf ρ (f − uλ) × Ú ÝtÏ inf å�Ï�à2Ï Ê�É ÒÞ Ø§Ü�É Ï Ü�Ø ã Ù,Ø�äaÔ	æjÙ uλ ∈ I ×7Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à æ è É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü�ØûÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ï�ÿ 4 � ÿÀÏ É Ð2Ö Ê Ñ Õ�Ø9Ú�Ø uλ Ô Ï É�È#éá Ï É�Ê�Ü�È Ï Ê × Ê�Ø Þ Ø Ð�Ñ Ú Ñ9Ï Ù ρf (λ) = +∞
��`,cûÔ2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø I ñ	�9ê 
��aí�ñ2òaò�îpñ2ò�ê�ë2îaí �	� ñ2ò f ∈ P ×	Ï É Ð2Ö

Ý	Ð2ÒyÐ2ý^å Ø9çmÔ Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô2Ø9ç Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù4æ ρ
É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü Ñ�
	������������������� �6���	� �B�����$A��1 	$	���	��A

Φ
 �� - 
��B����
 - "�A����!$B��"���
'��$B����
� 

|Φ(λ)| 6 ρf (λ)

����Aù��BDC - � -
λ ∈ C

* � -
Φ
- ��"���$	������$�� 5

SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ñ	�9ê 
��aí�ñ ×�Ï É Ð2Ö Ø9Ô�Ô Ñ É�æ1á Ï ÔâØ9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø Ð2ý^å Ø9Ú�Ø f ∈ P ×	Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2Ø Þ	à	Ö éÔ Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ñ á Ï Ú�Ø I `ld Ñ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù Ý2à È�Ú�È ý Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	ý `
�
	������������������� �6���	� �B�����$A��1 	$	���	��A

Φ
 �� - 
��B����
 - "�A����!$B��"���
'��$B����
� 

|Φ(λ)ϕ(zλ)| 6 ρ (ϕ(zλ)f − f(zλ)ϕ)

����Aù��BDC�/��
λ ∈ C

*
zλ ∈ λ̃

�§��BDC - � -
ϕ ∈ I

* � -
Φ
- ��"���$	������$�� 5

U àtÑ Ü�Ô Ö Ù Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	ý gKÉ Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö2Ï ç 4 `Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º ��DÀAtD��6���	���4$ - �>������
 -
I ∪ {f}

�2�������^"���$��
1
* � - �2�40	�	�	�	�$�	��A

1
���	
��	
���E

�B��$B��$��!�2�40	�	�	�	�$�	�	�
2
5



4�& � - �	� - 
��$A +�5��p5 *�� ���!�	�	$ �p5��K5
C � ò�ê�î �9îpò�ð�ñ2ò�ê�î �	� � Ñ ÕâÕ Ñ Õ f∈ � ��� I Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø I ∪ {f} Ö Ù Ï�Ï Ê àtÑ Ô	Úùg × Ê�ØyÉ�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý Ê

c1 := C1 ◦ π Ö c2 := C2 ◦ π
Ê Ñ Õ Ö2Ï�× Û	Ê�Ø c1ϕ+ c2f = 0 Ö C1, C2 ∈ O(C)

` � Ô Ñ Û Ö Ê × Ü�Ô Ï Ô	È ÐtÏ ç c2Ö Ù Ï�Ï ÊôÙ Ï É�Ê�Ø>Ê�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü�Ø
f(z) = −

c1(z)

c2(z)
ϕ(z),

Ñ Ü�Ô Ï Ô	È ÐtÏ ç Þ	à Ø Ö	ã Ü Ï�ÝtÏ Ô Ö	Ò c2ϕ Ö Ù Ï�Ï ÊôÙ Ï É�Ê�ØaÊ�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü�Ø
f(z)

ϕ(z)
= −

c1(z)

c2(z)
.

S^È�É�Ê�Ë
λ ∈ C × zλ ∈ λ̃ × c2(zλ)ϕ(zλ) 6= 0 Ö uλ = f(zλ)

ϕ(zλ)
ϕ
`���Ø9Ú Ý�Ñ

f − uλ
π − λ

=
f − f(zλ)

ϕ(zλ)
ϕ

π − λ
=

− c1
c2

+ c1(zλ)
c2(zλ)

π − λ
ϕ = −cϕ,

Ú ÝtÏ c := C ◦ π Ö
C(ζ) =

1

ζ − λ

(
C1(ζ)

C2(ζ)
−
C1(λ)

C2(λ)

)
∈ O(λ).

� Ô Ñ Û Ö Ê × f−uλ
π−λ ∈ I(λ̃) Ö�×	å Ø ÐtÏ�Ï Ê�Ø9Ú�Ø × f−uλ

π−λ ∈ � ��� I. � Ñ ÕûÕ Ñ Õ

ρf (λ) = inf ρ (f − uλ) 6 ρ

(
f −

f(zλ)

ϕ(zλ)
ϕ

)
6

∣∣∣∣
1

ϕ(zλ)

∣∣∣∣ ρ (ϕ(zλ)f − f(zλ)ϕ) ,

Ê�Ø Ö	ã É�Ø�Ø å9àtÑ ä Ï Ô Ö çûÔ Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô2Ø�É�Ê Ö Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø!Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ï Ô Ö2Ï Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü Ñ |Φ(λ)| 6 ρf (λ)Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø λ ∈ C
Ü ÐtÏ Û Ï ÊôÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ï Ô Ö2Ï Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü Ñ |Φ(λ)ϕ(zλ)| 6 ρ (ϕ(zλ)f − f(zλ)ϕ) Ý	Ð2ÒÐ2ý^å æ è ϕ ∈ I × λ ∈ C Ö zλ ∈ λ̃

`ûú�Ê�Ø�Ø ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�ØûÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ö Ù,Ø�É�Ê�Ë Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ö.4 Ü ÐtÏ Û Ï ÊÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ö Ù,Ø�É�Ê�Ë Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ö g�`
�Pí�ò����	ò��ë�ìKò�ê�î �	� S^È�É�Ê�Ë

λ ∈ C × uλ ∈ I Ö f−uλ
π−λ ∈ � ��� I ` S à2Ï�Ý2Þ Ø Ð Ø�ä Ö Ù × Û	Ê�Ø zλ ∈

λ̃ Ö uλ(zλ) 6= 0
` ��Ø9Ú Ý�Ñ f(zλ) = uλ(zλ)

` SKØ È�É Ð Ø9Ü Ö	ý Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü�Ø |Φ(λ)ϕ(zλ)| 6

ρ (ϕ(zλ)f − f(zλ)ϕ)
Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É Ò Ý	Ð2ÒøÐ2ý^å æ è ϕ ∈ I × λ ∈ C Ö zλ ∈ λ̃

` � Ô Ñ Û Ö Ê × Ü�æ Þ Ø Ð éÔ Ò'ý Ê�É Ò Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü Ñ |Φ(λ)uλ(zλ)| 6 ρ (uλ(zλ)f − f(zλ)uλ) Ö |Φ(λ)| 6 ρ (f − uλ)
`KT ã É�Ø�Ø å é

àtÑ ä Ï Ô Ö çâÔ Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô2Ø�É�Ê Ö Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê × Û	Ê�Ø |Φ(λ)| 6 ρf (λ)
`^ú�Ê�ØyØ ã Ô Ñ Û Ñ9Ï Ê × Û	Ê�ØôÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ö Ù,Ø�É�Ê�Ë

Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ö g^Ü ÐtÏ Û Ï ÊôÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ö Ù,Ø�É�Ê�Ë Ö Ù Þ'Ð2Ö Õ Ñ�Í	Ö	Ö%4 ` Bb Ð2ÒôÞ	à Ø9Ü Ï�à Õ Ö Ô Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô2Ø�É�Ê Ö Ü!É Ð È�Û Ñ9ÏIÏ�Ý2Ö Ô Ö Û	Ô2Ø9Ú�Ø àtÑ Ô	Ú Ñ Ù,Ø�äaÔ2Ø Þ Ø Ð Ë ã Ø9Ü Ñ Ê�Ë�É ÒùÖ Ù Þ'Ð2Ö éÕ Ñ�Í	Ö	Ò Ù Ö g Ö'Ð2Ö 4 `��D76BD � stº#¸ ?��~u	¿�Ç���º#�~�~ot¿�¹'¾�DpS à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü�Ø P Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò �9ñ	� � ë2îpë2ð'í�ê ��ë ��� � ò�îpñtí�ñ �ñ	
�ì ×,Ï É Ð2Ö Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ï Ô2ØâÈ�É Ð Ø9Ü Ö2Ï��aÝ	Ð2ÒZÐ2ý^å Ø9ç Õ�Ø9Ô Ï Û	Ô2Ø9ç É Ö É�Ê Ï Ù4æ ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9Ü f1, . . . , fn ∈ PÙ4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø
Bf1,...,fn := {f ∈ O(C) : |f(z)| 6 |f1(z)|+ . . .+ |fn(z)| ∀ z ∈ C}

Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê Ö Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô2Ø>Ü P `cûÔ2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø I ⊆ P
ê�9í�ï �	ñ	�9ê 
��aí�ñ2ò ×tÏ É Ð2Ö Ø9Ô2Ø>Ô Ñ É�æ1á Ï Ô2ØyØ9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø Ð2ý^å Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö

f ∈ P
`

Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º ��D76BD 	  2����
P � ��$����	�B�����������	�ô 	0	� - ��$B��$	$ - �j0#" - ����"���$B����
 -�5L+�- �����P
'� A E

�	�	� - C��	����$	/1�û0 - �B� - �2 ����
I ⊆ P

"���$����
1
A'
���A������ A���
'��" �'$�����/ G ��$	$	/j� 5

C
S^È�É�Ê�Ë

I Ì Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë!Ü P × Rank I = 1 Ö f ∈ P
`4SKØ Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ô Ñ É�æ1á Ï ÔôØ9Ê9éÔ2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2ØpÊ�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2Ø9Ú�ØpÔ	È Ð2Ò `,SKØ ö Ê�Ø�Ù4È Þ	à2Ï�Ý2Þ Ø Ð Ø�ä Ö Ù × Û	Ê�Ø f Ø9Ê Ð2Ö Û	Ô2ØpØ9Ê!Ê�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô'éÔ2Ø9Ú�Ø�Ô	È Ð2Ò Ö Þ Ø9Õ Ñ ä Ï Ù × Û	Ê�Ø Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ô Ñ É�æ1á Ï ÔøØ9Ê�Ô2Ø�É Ö Ê Ï�Ð Ë�Ô2Ø f `mb Ð2Ò ö Ê�Ø9Ú�Ø Ý Ø9Õ Ñ ä Ï Ù



� - �	������$ - � - 0	�B����$	�B���B���	/����1 	$	���	�	� 5
	!- �B� - �2 ��	�§"���$���� ( 4 �

å Ø ÐtÏ�Ï É Ö'Ð Ë�Ô2Ø Ï È�Ê�Ü Ï�à ä ÝtÏ Ô Ö2Ï�×�Ö Ù Ï Ô	Ô2Ø � É�È�á Ï É�Ê�Ü�È Ï ÊùØ9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô	Ô2Ø Ï Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�Ø B ⊂ P
Ê Ñ Õ�Ø Ï�×Û	Ê�ØaÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ï Ô Ö2Ï Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü Ñ

|Φ(π(z))ϕ(z)| 6 ρ
(
ϕ(z)f − f(z)ϕ

)

Ý	Ð2ÒZÐ2ý^å Ø9çøÔ Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô2Ø9ç Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù4æ ρ ×,Ý	Ð2ÒZÐ2ý^å Ø9Ú�Ø z ∈ C Ö Ð2ý^å Ø9Ú�Ø ϕ ∈ I ∩ B
Ü ÐtÏ Û Ï ÊØ9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô	Ô2Ø�É�Ê�Ë Í2Ï�Ð Ø9ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö	Ö Φ

`
[ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù¼Ô Ï Ô	È ÐtÏ Ü�Ø9ç ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê ϕ0 ∈ I Ö§Þ Ø Ð�Ñ Ú Ñ9Ï Ù

m(z) = |ϕ0(z)|+ |f(z)| ,

B =
{
f ∈ O(C) : |f(z)| 6 m(z)

}
.SKØ�É�Õ�Ø Ð Ë�Õ	È P Ì Ñ Ô Ñ�Ð2Ö Ê Ö Û Ï É�Õ Ö È Þ'Ð Ø9Ê�Ô Ï Ô	Ô2Ø ÏNÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü�Ø × B Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê Ö Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô2ØÜ

P
`Kü�æ å�Ï�à2Ï Ù Þ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô	È ý Ô Ï�Þ	à2Ï�à æ1Ü�Ô	È ý@Þ Ø Ð È�Ô2Ø à Ù4È ρ Ö	ã È�É Ð Ø9Ü Ö	Ò ρ(λ) 6= 0 ÖâÞ	à2Ï�Ý2Þ Ø�é

Ð Ø�ä Ö Ù × Û	Ê�ØôÔ Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü�Ø |Φ(π(z))ϕ(z)| 6 ρ (ϕ(z)f − f(z)ϕ)
Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ï Ô2Ø Ý	Ð2ÒmÐ2ý^å æ è z ∈ C ×

ϕ ∈ I ∩B
`4SKØ9Õ Ñ ä Ï Ù × Û	Ê�Ø Í2Ï�Ð�Ñ�ÒmÓ È�Ô	Õ Í	Ö	Ò Φ

Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô Ñ ` � Ñ ÕmÕ Ñ Õ ϕ0 ∈ I ∩B × Ê�Ø
|Φ(π(z))ϕ0(z)| 6 |ϕ0(z)| ρ (f) + |f(z)| ρ (ϕ0)

6 (|ϕ0(z)|+ |f(z)|) ρ (f, ϕ0) 6 2ρ (f, ϕ0)m(z),

Ú ÝtÏ ρ (f, ϕ0) = max{ρ(f), ρ(ϕ0)}.
GLÊ�É ý6Ý�Ñ É ÐtÏ�Ý È Ï Ê × Û	Ê�Ø

ϕ1 =
Φ(π)ϕ0

2ρ (f, ϕ0)
∈ B.

� Ñ Õ>Õ Ñ Õ Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç × Ê�Ø Φ(π)ϕ0 ∈ I
` � Ñ Õ Ö ÙßØ å9àtÑ�ã Ø�Ù ×#ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê ϕ1 Þ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê

I ∩B
` � Ô Ñ Û Ö Ê ×	Ý	Ð2Ò Ô Ï Ú�Ø>É Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü�æ Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü Ñ

|Φ(π(z))ϕ1(z)| 6 (|ϕ1(z)| + |f(z)|) ρ (f, ϕ1) 6 2ρ (f, ϕ1)m(z),

Ú ÝtÏ ρ(f, ϕ1) = max{ρ(f), ρ(ϕ1)}.
GLÊ�É ý6Ý�Ñ É ÐtÏ�Ý È Ï Ê × Û	Ê�Ø

ϕ2 =
Φ(π)ϕ1

2ρ(f, ϕ1)
∈ B

Ö�×2Þ Ø�É�Õ�Ø Ð Ë�Õ	È ϕ1 ∈ I ×2Ö Ù Ï�Ï ÊyÙ Ï É�Ê�ØôÜ�Õ Ð2ý Û Ï Ô Ö2Ï ϕ2 ∈ I ∩ B
`6S à Ø Ý Ø Ð ä Ñ�Ò Ü�æ1Õ Ð�Ñ�Ý Õ Ö�× È�É�Ê Ñ Ô2Ø�éÜ Ö Ù × Û	Ê�Ø ϕn ∈ I ∩B Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø n ∈ N

`�üRÛ Ñ É�Ê�Ô2Ø�É�Ê Ö�× |ϕn(z)| 6 m(z) Ý	Ð2Ò§Ð2ý^å æ è n ∈ N Ö
z ∈ C

` � Ñ Ù Ï Ê Ö Ù × Û	Ê�Ø

|ϕn| =

∣∣∣∣
Φ(π)ϕn−1

2ρ (f, ϕn−1)

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
Φ(π)ϕn−1

2ρ (f)

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
Φ(π)

2ρ (f)

∣∣∣∣
n

|ϕ0| .

� Ñ Õ Ö Ù¼Ø å9àtÑ�ã Ø�Ù ×	Þ	à	Ö Ü�É Ï�è n ∈ N Ö z ∈ C
Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É Ò Ô Ï�àtÑ Ü Ï Ô2É�Ê�Ü�Ø

(
|Φ(π(z))|

2ρ (f)

)n

|ϕ0(z)| 6 m(z).

SKØ�É�Õ�Ø Ð Ë�Õ	È ϕ0(z) 6= 0 ×lö Ê�Ø�Ü�Ø ã Ù,Ø�äaÔ2ØßÊ�Ø Ð Ë�Õ�Ø Þ	à	Ö È�É Ð Ø9Ü Ö	Ö Ø9Ú àtÑ Ô Ö Û Ï Ô	Ô2Ø�É�Ê Ö¼Í2Ï�Ð Ø9ç Ó È�Ô	Õ'é
Í	Ö	Ö Φ

`
B
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1

?BDÀAtD��Iu	st�~o=<Iº#¸~�~o.:�¿�¹'ot»~Ä~{~stÇaºZÆ~¸~ot¿�¹'¸~u	�~¿�¹'stuBD§H Ñ Õ Ö�Þ	à2Ï ä ÝtÏ>Þ	à2Ï�Ý2Þ Ø Ð�Ñ Ú Ñ9Ï Ù × Û	Ê�Ø
P Ì\Þ	à Ø Ö	ã Ü�Ø Ð Ë�Ô2Ø Ï Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü�ØaÜ O(C) × Ø å�Ð�Ñ�Ý�Ñ�ý á Ï�Ï É�Ê à È�Õ	Ê�È à Ø9çùØ9Ê ÝtÏ�Ð2Ö Ù,Ø9Ú�Ø Ð Ø9Õ Ñ�Ð Ë�Ô2ØpÜ�æ6é
Þ È�Õ Ð Ø9Ú�Ø Þ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ Ô Ñ�Ý�Þ Ø ÐtÏ Ù C Ö É�Ê à È�Õ	Ê�È à Ø9ç�Ê�Ø Þ Ø Ð Ø9Ú Ö Û Ï É�Õ�Ø9Ú�ØûÙ,Ø Ý È Ð2Ò Ô Ñ�Ý Õ�Ø Ð Ë Í Ø�Ù
C[π]

`^H à Ø�Ù Ï!ö Ê�Ø9Ú�Ø × É�Û Ö Ê Ñ9Ï Ù × Û	Ê�Ø P È Ý Ø9Ü ÐtÏ Ê�Ü�Ø à#Ò	Ï Ê Ñ Õ�É Ö Ø�Ù Ñ Ù àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø9ç�È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê Ö
Ö É è Ø Ý2Ö Ù,Ø�É�Ê Ö `6U�Ø9Ú Ð�Ñ É�Ô2ØpÕ à	Ö Ê Ï�à	Ö	ý Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö Ü àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2Ø!È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�æ èyÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ�è7×Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò Ø å�Ï É Þ2Ï Û Ö Ü Ñ9Ï Ê�É Ò É�Ø9Û Ï Ê Ñ Ô Ö2Ï Ù Ê à2Ï�è É�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü ÌeÖ Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô2Ø�É�Ê Ö�× È�É�Ê�Ø9ç'éÛ Ö Ü�Ø�É�Ê ÖøÖ Ô Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô2Ø�É�Ê Ö `øU�Ø Ï�Ý2Ö Ô Ò'Ò Ô Ï Ø å�è Ø Ý2Ö Ù4æ ÏmÖ'Ð2Ö Ý Ø�É�Ê Ñ Ê�Ø9Û	Ô	æ Ï È�É Ð Ø9Ü Ö	Ò Ö Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü9éÔ2Ø�É�Ê Ö�× È�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê ÖâÖ Ô Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô2Ø�É�Ê Ö�× È�É�Ê Ñ Ô2Ø9Ü ÐtÏ Ô	Ô	æ Ï Ü�æ1õ Ï�×2Þ Ø Ð È�Û Ñ9Ï Ù Ô Ï Ø å�è Ø Ý2Ö Ù4æ ÏpÖ'Ð2Ö
Ý Ø�É�Ê Ñ Ê�Ø9Û	Ô	æ Ï È�É Ð Ø9Ü Ö	Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö `S à2Ï ä ÝtÏ Ü�É Ï Ú�Ø ×�àtÑ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö ÙâÔ Ï Ø å�è Ø Ý2Ö Ù,Ø Ï1Ö!Ý Ø�É�Ê Ñ Ê�Ø9Û	Ô2Ø Ï È�É Ð Ø9Ü Ö2Ï Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê ÖaÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò
àtÑ Ô	Ú Ñ g^ÜôØ å á Ï ÙøÉ Ð È�Û Ñ9Ï `Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~ºß?BDÀAtD 	  2����
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I
"���$����

1
5 <a��A

� - � - ��� - C�/Î0 - �B� - �2 ����
I
C�/1� - C��	����$	/j� * $B� - C�� - ���2� - � � - ������� - �9$ -�* ��� - C�/ ����Aø��BDC - � -

���B������$B���
f ∈ P

* � - �	������$ - 0#"��	$������B���a� G � � - I * �ß��BDC - �ß$B��0#"���"�/1
�$ - � 0 - �� 	$ - "B�4/ ρ

�/ E

0 - �	$�A'����� �ô�2�40	�	�	�	�$�	��A �1�����	� �B�����$A �1 	$	���	��A
Φ
 �� - 
��B����
 - "�A����p$B��"���
'��$B����
� 

|Φ(λ)ϕ(zλ)| 6 ρ (ϕ(zλ)f − f(zλ)ϕ)

����A§��BDC�/��
λ ∈ C

*
zλ ∈ λ̃

�§��BDC - � -
ϕ ∈ I

* � -
Φ
- ��"���$	������$�� 5

C
U Þ	àtÑ Ü Ï�Ý	Ð2Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò Ü�æ1Ê Ï Õ Ñ9Ï Ê Ö	ã Õ à	Ö Ê Ï�à	Ö	Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö Ü àtÑ Ü�Ô2Ø�Ù Ï�à Ô2ØÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�æ èmÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ�è7×2Ö	ãNÞ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò�4 ` 4pÖ§Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò & ` g�` B?BD76BD kô�~u�q,{~¹'{~Ä~º#¿�r~{ :�Æ�q,ot¹'�~º#�~�~ÇaºÅÆ~¸~ot¿�¹'¸~u	�~¿�¹'stuBD\b Ñ�ÐtÏ�Ï�àtÑ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù È�É Ð Ø9Ü Ö	ÒØ å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö Ü Ñ Ô Ñ�Ð2Ö Ê Ö Û Ï É�Õ Ö È Þ'Ð Ø9Ê�Ô Ï Ô	Ô	æ èmÞ	à Ø�É�Ê àtÑ Ô2É�Ê�Ü Ñ�è `Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º ?BD76BD 	  2����

P � ��$����	�B�����������	�¼ 	0	� - ��$B��$	$ - �ù0#" - ����"���$B����
 -�*
I � ���E

�4�	$� B��/1�Z 2��� - ���9�	
�/1� 0 - �B� - �2 �����

P
"���$����

1
*  �� - 
��B����
 - "�A B G �	�  2��� - 
���B �

I
� - ����"	�a�B�

- C��	����$	/1�û0 - �B� - �2 ���� 5^+�- �����
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C
SKØ Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ý 4 ` 4ùÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒßÖ Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙ1`§SKØûÉ ÐtÏ�Ý É�Ê�Ü Ö	ý Õ Þ	à2Ï�Ý é

Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ý & ` 4 Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ô Ñ É�æ1á Ï Ô	Ô	æjÙ1`Îü÷É Ö'Ð ÈWÕ à	Ö Ê Ï�à	Ö	Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö I ÌØ å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç�` BO Ñ�Þ Ø�Ù4Ô Ö Ù × Û	Ê�Ø5� � ����ñ	
�ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È ÐtÏ Ù I ⊆ P
ÉLØ å9àtÑ�ã È ý á Ï ç ϕ Ù4æ¼Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ù ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2ÏÙ4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñ>ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9ÜôÜ Ö'Ý�Ñ rϕ × Ú ÝtÏ r Þ	à Ø å�Ï Ú Ñ9Ï ÊyÕ�Ø Ð Ë Í Ø C[π]

`
c�Ø Ý È Ð Ë P Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ê�É Ò ð�ë2ê�î 
�ì ×�Ï É Ð2Ö Õ Ñ ä Ý æ1ç>Ú Ð�Ñ Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËNÜ P Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ø å9Ö'Ð Ë9éÔ	æjÙ1`
Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~ºa?BD��7D 	  2����

P � ��$����	�B�����������	�! 	0	� - ��$B��$	$	/1�m�9�B����/1�a� - �2 ���� 5 <a��A>� - � -
��� - C�/h����4�	$� B��/1� 0 - �B� - �2 ����

I ⊆ P
"���$����

1
C�/1� - C��	����$	/j� * $B� - C�� - ���2� - ��� - ������� - �9$ -�*

��� - C�/ - $%C�/1�ù 2��� - ���9�	
 5
C

�Pí�ò����	ò��ë�ìKò�ê�î � Ø9Û Ï Ü Ö'Ý Ô Ñ `
� ò�ê�î �9îpò�ð�ñ2ò�ê�î � ` � Ñ Õ¼Õ Ñ Õ àtÑ Ô	Ú I àtÑ Ü Ï Ô g × Ê�Ø�Ô Ñ ç ÝtÏ Ê�É Ò¼ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê ϕ Ö	ã I × Ø9Ê Ð2Ö Û	Ô	æ1çØ9ÊùÊ�Ø�ä ÝtÏ É�Ê�Ü Ï Ô	Ô2Ø9Ú�ØmÔ	È Ð2Ò `Nf Ð�Ñ Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë Iϕ ÉpØ å9àtÑ�ã È ý á Ï ç ϕ Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É Ò Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æjÙ ÖÞ	à	Ö Ô Ñ�Ý	ÐtÏ ä Ö Ê I ` � Ñ Õ Ö Ù Ø å9àtÑ�ã Ø�Ù ×,Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I É�Ø ÝtÏ�à ä Ö ÊßØ å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë2`�ü\É Ö'Ð È

Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø9ä Ï Ô Ö	Ò �'` 4 I Ì Ø å9Ö'Ð Ë�Ô	æ1ç�` BS^È�É�Ê�Ë
I1, . . . , In Ì Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ö Ü P ` � Ñ Ù4Õ	Ô	È�Ê�æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I = I0 ⊆ P

�2ò�ï�ò
	 9í�ñ
�2ò��ìKò��� � ��ìKë I1, . . . , In ×tÏ É Ð2Ö I Ï É�Ê�Ë ã�Ñ Ù4æ1Õ Ñ Ô Ö2Ï Ù4Ô2Ø�ä Ï É�Ê�Ü Ñôö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�Ø9ÜùÜ Ö'Ý�Ñ f1 + . . . + fn ×Ú ÝtÏ fk ∈ Ik

`Z[ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù Ê�Ø9Û	Õ	È
λ ∈ C ×~Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9ç Ü�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É Ò È�É Ð Ø9Ü Ö2Ï��>Ý	Ð2ÒZÐ2ý^å Ø9Ú�Ø

k ∈ {0, 1, . . . , n}
Ô Ñ ç Ý È�Ê�É Ò zk ∈ λ̃ Ö uk ∈ Ik

Ê Ñ Õ Ö2Ï�× Û	Ê�Ø uk(zk) 6= 0
`1O Ñ9å Ø à a = {a1, . . . , an}
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Õ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ è Ó È�Ô	Õ Í	Ö ç Ô Ñ É Ð Ø Ï λ̃ Ô Ñ�ã æ1Ü Ñ9Ï Ù �ò��	��ê�îpë�ì�
�ì ×jÏ É Ð2Ö É�È�á Ï É�Ê�Ü�È ý Ê ö�ÐtÏ Ù Ï Ô	Ê�æ
fk ∈ Ik

Ê Ñ Õ Ö2Ï�× Û	Ê�Ø f ′k|λ̃ = ak × k = 1, . . . , n
`

b Ð2ÒùÝ Ø Þ È�É�Ê Ö Ù,Ø9Ú�Ø>Ô Ñ9å Ø àtÑ a = {a1, . . . , an}
Õ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ è�Ó È�Ô	Õ Í	Ö ç§Ô Ñ É Ð Ø Ï λ̃ Þ Ø Ð Ø�ä Ö Ù

T (a, λ) =
{
f = f1 + . . .+ fn : fk ∈ Ik, fk|λ̃ = ak

}
.
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P � ��$����	�B�����������	�  	0	� - ��$B��$	$	/1�\� - �2 ���� *
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P
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1
5 <a��A � - � - ��� - C�/ 0 - �B� - �2 ����

I
"���$����

1
* 0 - " - �P����$FE

$	/1�>0 - �B� - �2 ���A	�4�
I1, . . . , In

* C�/1� - C��	����$	/j� * $B� - C�� - ���2� - �!� - ������� - �9$ -�* ��� - C�/ ����Aa��BDC - � -
� - 0� 2�����2� - � - $��2C - "��

a = {a1, . . . , an}
� - �40	�B���2��$	/�� �1 	$	���	�	�§$��>��� - �

λ̃
*  �� - 
��B����
 - "�A B G � E� -  2��� - 
���B

a1 + . . . + an = 0
* ����4/1�	��$	�B�y�4$ - �>������
��

T (a, λ)

Z� - 0 - � - ���	�

P
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C
SKØ Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ý & ` 4 Õ Ñ ä Ý æ1ç Ö	ãôÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È ÐtÏ ç I1, . . . , In å È ÝtÏ ÊâÉ�Ü Ï�à�è Ô Ñ É�æ1á Ï Ô�` � Ñ ÕÕ Ñ Õ àtÑ Ô	Ú I àtÑ Ü Ï Ô�g Ö I É�Ø ÝtÏ�à ä Ö Ê>Õ Ñ ä Ý æ1ç Ö	ãIö Ê Ö'èôÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È ÐtÏ ç × Ê�Ø I Ê Ñ Õ	ä ÏKå È ÝtÏ ÊaÉ�Ü Ï�à�è Ô Ñ éÉ�æ1á Ï Ô Ö�× Ê Ï Ù å Ø ÐtÏ�Ï�× Ô Ñ É�æ1á Ï Ô�`,SKØ Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	ý 4 ` 4PÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒùÖ Ô	Ê Ï Ô2É Ö Ü�Ô	æjÙ1`GIÉ�Ê Ñ�Ð Ø�É�Ë ã�Ñ Ù Ï Ê Ö Ê�Ë × Û	Ê�ØNÜPÉ Ö'Ð È Þ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò " ` �KÈ�É�Ê�Ø9ç	Û Ö Ü�Ø�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð2Ò I ö Õ	Ü Ö Ü Ñ�ÐtÏ Ô	Ê�Ô ÑÈ�É Ð Ø9Ü Ö	ý � Ô	È Ð ËZÉ�Ø ÝtÏ�à ä Ö Ê�É Ò Ü T (a, λ) Ý	Ð2Ò Ð2ý^å Ø9Ú�Ø Ý Ø Þ È�É�Ê Ö Ù,Ø9Ú�ØßÔ Ñ9å Ø àtÑ a = {a1, . . . , an}Õ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ è�Ó È�Ô	Õ Í	Ö ç§Ô Ñ É Ð Ø Ï λ̃ × È Ý Ø9Ü ÐtÏ Ê�Ü�Ø à#Ò'ý á Ï Ú�Ø>È�É Ð Ø9Ü Ö	ý a1 + . . .+ an = 0

`
BS à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö2Ï �'` & É�Ø è'àtÑ Ô Ò	Ï ÊßÉ Ö'Ð È ×�Ï É Ð2Ö É�Ü�Ø9ç2É�Ê�Ü�Ø�Ù\Ø å9Ö'Ð Ë�Ô2Ø�É�Ê Ö¼å È ÝtÏ Ê�Ø å�Ð�Ñ�Ý�Ñ Ê�Ë Ð2Ö õ!ËØ Ý2Ö Ô Ö	ãNÞ Ø Ý Ù,Ø Ý È ÐtÏ ç I1, . . . , In `S^È�É�Ê�Ë Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð Ë I ⊆ P àtÑ Ô	Ú Ñ g Þ Ø à Ø�ä ÝtÏ Ô É Ö É�Ê Ï Ù,Ø9ç ϕ1, . . . , ϕn

` [ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù Ê�Ø9Û'é
Õ	È

λ ∈ C ×ôÝ	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à Ø9çhÜ�æ Þ Ø Ð Ô Ò	Ï Ê�É Ò È�É Ð Ø9Ü Ö2Ï�� Ý	Ð2Ò\Ð2ý^å Ø9Ú�Ø k ∈ {1, . . . , n}
Ô Ñ ç ÝtÏ Ê�É Ò

zk ∈ λ̃
Ê Ñ Õ�Ø Ï�× Û	Ê�Ø ϕk(zk) 6= 0

` U Ö Ù4Ü�Ø Ð Ø�Ù A(λ)
Ø å Ø ã Ô Ñ Û Ö Ù É�Ø9Ü�Ø9Õ	È Þ Ô2Ø�É�Ê�Ë Ü Ï Õ	Ê�Ø à Ø9Ü

a = (a1, . . . , an) ∈ C
n ×�Ý	Ð2Ò Õ�Ø9Ê�Ø à æ è a1ϕ1(z) + . . .+ anϕn(z) = 0 Ý	Ð2ÒùÐ2ý^å Ø9Ú�Ø z ∈ λ̃

`
Á§¸~º9Ã4q,o��ßº#�~{~º ?BDE?BD 	  2����

P � ��$����	�B�����������	�¼ 	0	� - ��$B��$	$	/1� �9�B����/1�R� - �2 ���� 5 <a��A
� - � - ��� - C�/ ����4�	$� B��/1�ù0 - �B� - �2 ����

I ⊆ P
"���$����

1
* 0 - " - �P����$	$	/1�â���B������� - �

ϕ1, . . . , ϕn
* C�/1�

- C��	����$	/j� * $B� - C�� - ���2� - �p� - ������� - �9$ -�* ��� - C�/ø����Aô�	���P� - � - 
'���B� - "��
a = (a1, . . . , an) ∈ A(λ)�� G ������
 - 
����	� - C - C G ��$	$	/^�I0 - ���B��� - 
�����������$ - ����� rα1 , . . . , rαn ∈ C[π]
�����	�B� * ��� -

1) rα1 |λ̃ = a1, . . . , r
α
n |λ̃ = an

*
2) rα1ϕ1 + . . .+ rαnϕn → 0


ù� - 0 - � - ���	�
P
5

C
G å Ø ã Ô Ñ Û Ö Ù Ik

Ú Ð�Ñ Ü�Ô	æ1ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËâÜ P ×�Þ Ø à Ø�ä ÝtÏ Ô	Ô	æ1ç Ó È�Ô	Õ Í	Ö2Ï ç ϕk × k = 1, . . . , n
`

H Ñ ä Ý æ1ç Ê Ñ Õ�Ø9ç Þ Ø Ý Ù,Ø Ý È Ð ËRØ å9Ö'ÐtÏ Ô Ö Ö'è É�Ø9Ü�Ø9Õ	È Þ Ô2Ø�É�Ê�Ë Þ Ø à Ø�ä Ý�Ñ9Ï Ê I
` [ Ö Õ�É Ö	à È Ï Ù a =

(a1, . . . , an) ∈ A(λ) ÖmàtÑ É�É�Ù,Ø9Ê à	Ö Ù¼É Ö É�Ê Ï Ù4ÈùÕ�Ø�Ù Þ'ÐtÏ Õ�É�Ô	æ è�Ó È�Ô	Õ Í	Ö ç§Ô Ñ É Ð Ø Ï λ̃
b1 = a1ϕ1|λ̃, . . . , bn = anϕn|λ̃.GLÛ Ï Ü Ö'Ý Ô2Ø × Û	Ê�ØLÔ Ñ9å Ø à {b1, . . . , bn} Ò Ü Ð2Ò	Ï Ê�É ÒNÝ Ø Þ È�É�Ê Ö Ù4æjÙ Ö b1(z)+. . .+bn(z) = 0 Ý	Ð2ÒNÐ2ý^å Ø9Ú�Ø

z ∈ λ̃
`�� à2Ï�å È Ï Ù,Ø Ï È�Ê�Ü Ï�à ä ÝtÏ Ô Ö2Ï É ÐtÏ�Ý È Ï Ê Ö	ãKÞ	à2Ï�Ý	Ð Ø�ä Ï Ô Ö	Ò �'` &2×2Ï É Ð2Ö È�Û Ï É�Ê�Ë × Û	Ê�ØaÜ�Õ Ð2ý Û Ï Ô Ö2Ï

0 ∈ T (a, λ) ö Õ	Ü Ö Ü Ñ�ÐtÏ Ô	Ê�Ô2Ø>È�É Ð Ø9Ü Ö	Ò Ù g�� × 4 ��` B
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»7¼5½ f�¾7¿ ¼ j À,i ÁÃÂ\Ä5À�f�¾7¿ ¼ j À�¾*Å©ÀFÁnÂ\i Æ\À�Å ¼ Á � Â\i ¾�Á5Ç=i Ç � g*j j À;¿Èg*f�É5j À��	i Å�Â\Ä5i Ç=Ç ¼5½ f�¾7¿ ¼ j À � ¾�i Á � i ¿�ÀFÇ=Ê©i Â\ÄËi Â\Ç=j ¾ � g*j
Ä ¼ j j  YÌÍf�É5j ÀFÁ5ÀFÇ@Ç�Ç@É5j i Â\Ç�i Á�Â\Ä�Æ\ÀFÀ"Ç@ÀFÉ�g�Æg�Â\ÀbÉ�Æ\¾�ÉUÀ2Æ@Â\i ÀFÇ�¤/i ÁnÂ\ÀFÁ5Ç@i ÂÏÎ��cÇÐÂg ½ i j i ÂÏÎQg*Á�¿´Ç\g�Â ¼ Æg�Â\i ¾�Á#  %ÏÁ´Â\Ä5Àbg�Æ@Â\i � j À
Ç ¼5½ f�¾7¿ ¼ j ÀFÇ©¾*ÅRÀFÁnÂ\i Æ\À�Å ¼ Á � Â\i ¾�Á5Ç�g�Æ\À=i Á7Ñ�ÀFÇÐÂ\i Ò�g�Â\À;¿"ÅÓ¾*Æ�Â\Ä5À�É�Æ\ÀFÇ@ÀFÁ � À=¾*Å(Â\Ä5ÀFÇ@À=É�Æ\¾�ÉUÀ2Æ@Â\i ÀFÇ� ÍÔ(g�Æ@Â\i � ¼ j g�Æ�g�Â@Â\ÀFÁnÂ\i ¾�Á
i ÇÍÉ�g*i ¿hÂ\¾�Ç ¼5½ f�¾7¿ ¼ j ÀFÇ ¾*Å	Æg*Á5ÕK«� 
Ö"×7ØYÙÛÚ�Ü*Ý	Þ�¶	Ç ¼5½ f�¾7¿ ¼ j ÀFÇÍ¾*ÅcÀFÁnÂ\i Æ\À=Å ¼ Á � Â\i ¾�Á5Ç��Wj ¾ � g*j%Ç ¼5½ f�¾7¿ ¼ j ÀFÇ��Uj ¾ � g*j%Ç@Ä5ÀFj j �Wj ¾ � g*jR¿�ÀFÇ � Æ\i É�Â\i ¾�Á#�Wg*f�É5j ÀFÁ5ÀFÇ@Ç��
i ÁnÂ\ÀFÁ5Ç@i ÂÏÎ���ÇÐÂg ½ i j i ÂÏÎ��5Ç\g�Â ¼ Æg�Â\i ¾�Á#� � Æ\i Â\À2Æ\i ¾�Áb¾*ÅRg*f�É5j ÀFÁ5ÀFÇ@Ç� 


