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PÌÂ�²�°	°2µu¹ ³�´u²�´�È�¸�Â�²�ÎY´�³�¶�ÆRµuº2¼�É�Ä2Àã¾�À1º�²�Ñ�²�ÎY·!½2¸g²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°	Àg¸g¶�Â2º�²¥ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½ b�º	½'Õ

°�²Y¿�²�Â�²�Ã	½×µ;ð�»�²�Ä2Á�¸¥³5É�Ë	º	É�Å�½2¼�½;µuË2µuº�²u¼�½�ñRÃ2¸�º2¸�¿¥ÆMÉ�°	Á	Ç	½	Îáb�º	½	°�²�ð�»�µ�Ä�¸�¸1Ë	º2µ�³�´�µu¹�ñRÁ	º�²u¸�¾�µu¹
¿�²�Â�²�Ã	½¢ëìÁ�µuÅ�Â�²;É�Ë	º	É�Å�½2¸WµuË2µuº	À µu´�³�É�´�³�´�¾�É�ÎY´�Ò5UMµ�³xÄ�¸xÂ2°	¶'¶�Í�Á'²�Á¢É�Ñ!¸Wµu´�¼,¸�Ã2¸�°2µ�¾�À1ê�¸�Í�µ�»�Ä�²�Õ
Â�²u¸�´×Á�µ�¼�Ë'Ä�¸�Á�³�µ�¼±µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µu°	°	À5Ôi³�¾�µu¹2³�´�¾ ô ³�¼1ÒÜÍ�°�²�Ë	º	½2¼,¸�º�Í�Ú é�Þ õxÍ�Ã	´�µ�Ë2µu¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´×Ë2µ�Ä2É�Ã	½	´�È
¾�Ë2µ�Ä2°2¸R¶'¾�°	Àg¸R³�¾�µu¹2³�´�¾#² ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½Ób�º	½	°�² ½2³�Ô#µ�Â2°2µu¹�¿�²�Â�²�Ã	½sÚÜÛ�å�Þ�Ò
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UJÉ�³�´�È
Γ = (a, b) \ {ai}

n
i=1

Í5Å�Â�¸
a = a0 < a1 < . . . < an < an+1 = b

ÒïXM¸�º2¸�¿
C[Γ]µ�»�µu¿�°�²�Ã	½2¼äË	º2µ�³�´�º�²�°2³�´�¾�µ Á	É�³�µuÃ	°2µ�Õ¡°2¸�Ë	º2¸�º	À1¾�°	À5Ô¢ÆMÉ�°	Á	Ç	½	¹�Í#Â�µuË	É�³�Á'²�ÎY·!½'Ôlº�²�¿�º	À1¾�À±´�µ�Ä2È�Á�µ

Ë2¸�º	¾�µuÅ�µ�º2µ�Â�²;½¢´�µ�Ä2È�Á�µ�¾�´�µuÃ	Á'²�Ô
ai
Ë	º	½

i = 1, . . . , n
Ò5\�µuÅ�Â�²;Â	Ä2¶¢ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½

u(x) ∈ C[Γ]
Ë2µ�Â

u(ai±0)
»uÉ�Â�¸�¼ÊË2µu°	½2¼V²�´�ÈY³�µ�µu´�¾�¸�´�³�´�¾�É�ÎY·!½2¸�Ë	º2¸xÂ�¸xÄ2ÀRÒ�XM¸�º2¸�¿

Ck[Γ]
µ�»�µu¿�°�²�Ã	½2¼¢Ë	º2µ�³�´�º�²�°2³�´�¾�µ

ÆMÉ�°	Á	Ç	½	¹Ê½	¿
C[Γ]

Í'½2¼,¸�ÎY·!½'Ô
k
Ë	º2µu½	¿�¾�µ�Â2°	À5Ô�Í2´u²�Á	Ñ!¸RË	º	½	°�²�Â	Ä�¸�Ñ�²�·!½'Ô

C[Γ]
Ò

KR²
Γ
º�²u³�³�¼V²�´�º	½	¾#²u¸�´�³�¶ÓÂ2½2ÆRÆR¸�º2¸�°	Ç	½�²�Ä2È�°2µ�¸RÉ�º�²�¾�°2¸�°	½2¸

Lu ≡ (p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ Γ, (1.1)

³�°�²u»�Ñ!¸�°	°2µ�¸W¾;´�µuÃ	Á'²�Ô
a
½
b
Á	º�²u¸�¾�Àg¼�½¢É�³xÄ�µu¾�½	¶	¼�½

u(a) + α(a)D3u(a) = 0, β(a)u′′(a)− ϑ(a)u′(a) = 0, (1.2a)

u(b)− α(b)D3u(b) = 0, β(b)u′′(b) + ϑ(b)u′(b) = 0, (1.2b)
²�¾ ´�µuÃ	Á'²�Ô

ai (i = 1, . . . , n)
ë[É�³xÄ�µu¾�½	¶	¼�½�³�µuÅ�Ä�²u³�µu¾#²�°	½	¶

u(ai − 0)− u(ai + 0) = 0, u′(ai − 0)− u′(ai + 0) = 0,

(pu′′)(ai − 0)− (pu′′)(ai + 0) = 0, D3u(ai − 0)−D3u(ai + 0)− δiu(ai) = 0,
(1.3)

Å�Â�¸MÃ2¸�º2¸�¿
D3u

¾ ô Û�Ò å�õ5µ�»�µu¿�°�²�Ã2¸�°�²;´�º2¸�´�È�¶ÊÁ	¾#²�¿�½	Ë	º2µu½	¿�¾�µ�Â2°�²�¶
(p(x)u′′)′ − q(x)u′

Ò
UJº	½�½2³�³xÄ�¸xÂ�µu¾#²�°	½	½�¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ¥¼�ÀÙ»uÉ�Â�¸�¼aË	º2¸xÂ2Ë2µ�Ä�²�Å�²�´�È2Í�Ã	´�µ�¾�À1Ë2µ�Ä2°2¸�°	ÀH³xÄ�¸xÂ2É#Õ

ÎY·!½2¸JÉ�³xÄ�µu¾�½	¶�ó
• p ∈ C2[Γ]

Í
infx∈Γ p(x) > 0

Í
q ∈ C1[Γ]

Í
q > 0

°�²
Γ
Í
f ∈ C[Γ] �

• α(·), ϑ(·), β(·) > 0
Í
ϑ(·) + β(·) 6= 0 �

• δi > 0
Â	Ä2¶Ê¾�³�¸xÔ

i = 1, . . . , n
Ò

Ø�²�Â�²�Ã�² ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ�µuË	½2³�À1¾#²u¸�´M¼V²�Ä2Àg¸VÂ�¸�ÆRµuº2¼V²�Ç	½	½�Ç2¸�Ë2µuÃ	Á	½!Ñ!¸�³�´�Á�µM³�µuÃ'Ä�¸�°2¸�°	°	À5Ô�³�´�¸�º#Ñ�Õ
°2¸�¹�³5É�Ë	º	É�Å�½2¼�½;µuË2µuº�²u¼�½�¾R¼,¸�³�´u²�Ô;³�µuÃ'Ä�¸�°2¸�°	½	¶�Ò,UJº	½ ò�´�µ�¼�Ã	½2³xÄ�²

δi
¾MÉ�³xÄ�µu¾�½	¶�Ô ô Û�Ò å�õ�¿�²�Â�²�ÎY´

Á�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�ÀãÉ�Ë	º	É�Å�µ�³�´�½�µuË2µuº�Í�²1É�³xÄ�µu¾�½	¶ ô Û�Ò Ý�õ�µ�Ô'¾#²�´�À1¾#²�ÎY´J¾�³�¸V½	¿�¾�¸�³�´�°	Àg¸5³xÄ2É�Ã�²�½W¿�²�Á	º2¸�Ë'Õ
Ä�¸�°	½	¶ÊÁ�µu°	Ç2µu¾×³�´�¸�º#Ñ °2¸�¹�Ò

D?A�����o���	���n	p	m,o����o��Êk��������� �������n��#n��Vn����
(1.1) ! (1.3)

GWÉ�°	Á	Ç	½2¸�¹ b�º	½	°�²Ð°2¸�¾�À1º2µ�Ñ�Â�¸�°	°2µu¹ Á	º�²u¸�¾�µu¹ ¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õH°�²�¿�µu¾�¸�¼ ÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î
G(x, s) : [a, b] × [a, b] → R

´u²�Á	É�Î�Í,Ã	´�µ¢º2¸�ê�¸�°	½2¸l¿�²�Â�²�Ã	½ä¼,µ�Ñ!¸�´s»uÀ1´�ÈiË	º2¸xÂ�³�´u²�¾uÄ�¸�°2µ�¾�¾�½'Õ
Â�¸

u(x) =

∫

Γ

G(x, s)f(s) ds.

"¢o$#%#Ynâ> ÚÜÛ�Í�Å�Ä�Ò'&�Þ A�(5���	�*)1 	$	��+	��,.-�"��	$��!��������u�
(1.1)

7
(1.3)
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1)
)1 	$	��+	��,

G(x, s)

������������ - ��
 - �2���!0#" - �2�
 - ��$	/g��� 0 -

x
� - ������
'�~"�� - � - 0 - "�,����	�g$?��0#"�� 2

"�/1
�$��!0 - � - 
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Ë2µ�Ä2°	À1¹Ó°�²u»�µuºÓ½	°'Â�¸�Á�³�µu¾

1, 2, . . . , n+ 1
ÒVUMµuò�´�µ�¼�É

∆0 =
(
δj1G0(aj1 , aj1) + λj1

)(
δj2G0(aj2 , aj2) + λj2

)

× . . .×
(
δjn−k+1

G0(ajn−k+1
, ajn−k+1

) + λjn−k+1

)
∆0

(
i1 i2 . . . ik
i1 i2 . . . ik

)
+ . . .

UM¸�º2¸�»u½	º�²�¶ÓË2µ
k
¾�³�¸�¾�µu¿�¼,µ�Ñ °	Àg¸!³�µuÃ2¸�´u²�°	½	¶Ó½	¿

(n+ 1)
Õ¡Å�µ;½	°'Â�¸�Á�³�²'Í2Ë2µ�Ä2É�Ã	½2¼ÏÆRµuº2¼�É�Ä2É ô Ý'Ò � õxÒ

UMµ�Ä�µ�Ñ ½2¼Ï¾ ÆRµuº2¼�É�Ä�¸ ô Ý'Ò � õ
λ1 = λ2 = . . . λn = 1

½
λn+1 = 1

Í
δn+1 = 0

ÒV\�µuÅ�Â�²;µuË	º2¸xÂ�¸xÄ2½'Õ
´�¸xÄ2È

∆0
³�µu¾�Ë�²�Â�²u¸�´×³MµuË	º2¸xÂ�¸xÄ2½	´�¸xÄ�¸�¼

∆
½	¿MÄ�¸�¾�µu¹ÓÃ�²u³�´�½ ô Ý'Ò ��õ�½ÊË2µuò�´�µ�¼�É

∆ = 1 +

n∑

k=1

∑

16i1<...<ik6n

∆0

(
i1 i2 . . . ik
i1 i2 . . . ik

)

= 1 +

n∑

k=1

∑

16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
.

TV³xÄ2½¢Ñ!¸R¾�ÆRµuº2¼�É�Ä�¸ ô Ý'Ò � õ
λ1 = λ2 = . . . λn = 1

½
λn+1 = 0

Í
δn+1 = 1

Í	´�µ�µu´�Ä2½	Ã	°	Àg¼�½iµu´
°	É�Ä2¶�¼,µuÅ�É�´W»uÀ1´�ÈM´�µ�Ä2È�Á�µR³xÄ�²�Å�²u¸�¼�Àg¸g°2¸1³�µ�Â�¸�º#Ñ�²�·!½2¸

λn+1 = 0
½'Ä2½�Í�Ã	´�µMµ�Â2°2µM½ ´�µJÑ!¸�Í#³xÄ�²�Å�²�Õ

¸�¼�Àg¸M³J¼�½	°2µuº�²u¼�½
∆0

(i1 i2 . . . ik
i1 i2 . . . ik

) Í�É�Á�µu´�µuº	À5ÔÓµ�Â2½	°Ê½	¿M½	°'Â�¸�Á�³�µu¾
i1, . . . , ik

µ�»�¶'¿�²�´�¸xÄ2È�°2µ
º�²�¾�¸�°

n+1
Ò�Ø�²u¼,¸�Ã�²�¶;´�¸�Ë2¸�º	È2Í#Ã	´�µMË	º	½;°�²�ê�¸�¼�¾�Àg»�µuº2¸1Á�µu°2³�´u²�°	´

λi
Í
δi
µuË	º2¸xÂ�¸xÄ2½	´�¸xÄ2È

∆0
³�µu¾uÕ

Ë�²�Â�¸�´!³¥µuË	º2¸xÂ�¸xÄ2½	´�¸xÄ�¸�¼1Í	³�´�µ�¶'·!½2¼Ì¾WË	º�²�¾�µu¹×Ã�²u³�´�½ ô Ý'Ò ��õxÍ#Ë2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼sË	º2¸xÂ�³�´u²�¾uÄ�¸�°	½2¸JÆMÉ�°	Á	Ç	½	½
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b�º	½	°�²

G(x, s)
Á	º�²u¸�¾�µu¹Ï¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ�Ã2¸�º2¸�¿�²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°	Àg¸¢¶�Â2º�²iÆMÉ�°	Á	Ç	½	½Ïb�º	½	°�²

G0(x, s)
ó

G(x, s) =
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑

k=1

∑

16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)]
. (2.6)

��A�����o���	���n	p	m,o����o�n�	�	��
����������p�n�������� �Vo��
�Êk��������� �������n*�#n��Vn����

(1.1) ! (1.3)

P Â�²�°	°2µ�¼_Ë�²�º�²�Å�º�²uÆR¸s¼�À ¾�À1¾�¸xÂ�¸�¼ ÆRµuº2¼�É�Ä2ÀRÍM¾�À1º�²�Ñ�²�ÎY·!½2¸â²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°	Àg¸ã¶�Â2º�²
ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½sb�º	½	°�²

G(x, s)
¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õMÃ2¸�º2¸�¿×²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°	Àg¸�¶�Â2º�²ÊÆMÉ�°	Á	Ç	½	¹Ìb�º	½	°�²

ð�É�Ë	º2µu·�¸�°	°	À5Ô?ñ;¿�²�Â�²�Ã�Ò
UJÉ�³�´�È2ÍYË2µ�Õ¡Ë	º2¸�Ñ °2¸�¼�É�Í

G0(x, s)
ë ÆMÉ�°	Á	Ç	½	¶îb�º	½	°�²ãÁ	º�²u¸�¾�µu¹ ¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ×¾ä³xÄ2É#Õ

Ã�²u¸�Í	Á�µuÅ�Â�²;¾�³�¸MÁ�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�À
δj
¾ É�³xÄ�µu¾�½	¶�Ô ô Û�Ò å�õ5º�²�¾�°	À °	É�Ä2Î�ÒVXM¸�º2¸�¿

Gi(x, s)
µ�»�µu¿�°�²�Ã	½2¼

ÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î=b�º	½	°�²×¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ¥Â	Ä2¶i³xÄ2É�Ã�²�¶�Í?Á�µuÅ�Â�²×¾lÉ�³xÄ�µu¾�½	¶�Ô ô Û�Ò å�õ¥¾�³�¸!Á�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°'Õ
´�À

δj
ÍuÁ	º2µ�¼,¸1°2¸�Á�µu´�µuº2µuÅ�µWÆM½	Á�³�½	º2µu¾#²�°	°2µuÅ�µ

δi
Í�º�²�¾�°	Àä°	É�Ä2Î�Ò�e¥°�²�Ä�µuÅ�½	Ã	°2µ	Í�Ã2¸�º2¸�¿

Gi1...ik(x, s)
Í

1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n
Í2»uÉ�Â�¸�¼aµ�»�µu¿�°�²�Ã�²�´�ÈlÆMÉ�°	Á	Ç	½	ÎHb�º	½	°�² ¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ5Â	Ä2¶Ó³xÄ2É#Õ

Ã�²�¶�Í2Á�µuÅ�Â�² ¾;É�³xÄ�µu¾�½	¶�Ô ô Û�Ò å�õ�Á�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�À
δi1 , . . . , δik

µu´�Ä2½	Ã	°	ÀÙµu´;°	É�Ä2¶�Í�²�¾�³�¸Rµ�³�´u²�Ä2È�°	Àg¸
º�²�¾�°	Àâ°	É�Ä2Î�Ò�P�Ã�²u³�´�°2µ�³�´�½�Í�Ë	º	½

k = n
Ë2µ�Ä2É�Ã	½2¼1ÍuÃ	´�µYÆMÉ�°	Á	Ç	½	¶

G1...n(x, s)
³�µu¾�Ë�²�Â�²u¸�´M³�ÆMÉ�°	Á'Õ

Ç	½2¸�¹¢b�º	½	°�²
G(x, s)

½2³�Ô#µ�Â2°2µu¹�¿�²�Â�²�Ã	½�Ò
��o��
��o$#Yn���A�9 ��,ä����� - +	�	�#" - 
���$	$	/�� ,����~" )1 	$	��+	�	� -�"��	$��

Gi(x, s)
��������u�

(1.1)
7
(1.3)�2�������!������� - 0#"��~��������
��?��$	�?�

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

1

∆i

[
G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+ δiG0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)]
, (3.1)

�����
∆i = 1 + δiG0(ai, ai)

*
1 6 i 6 n

*
k = 1, 2, 3, . . .

C
UJº	½

k = 1
É�´�¾�¸�º#Ñ�Â�¸�°	½2¸l´�¸�µuº2¸�¼�Àì³xÄ�¸xÂ2É�¸�´�½	¿ ô Ý'Ò &�õxÒÊö!µuÁ'²�¿�²�´�¸xÄ2È�³�´�¾�µ�´�¸�µuº2¸�¼�ÀdÂ	Ä2¶

k > 2
»uÉ�Â�¸�¼ä¾�¸�³�´�½Ó½	°'Â2É�Á	Ç	½2¸�¹¢Ë2µ

k
ÒVUJÉ�³�´�È

k = 2
ÒVOJ¿RÆRµuº2¼�É�Ä2À ô Ý'Ò &�õ5³xÄ�¸xÂ2É�¸�´

Gi

(
x1 x2
s1 s2

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

G0

(
x1
s1

)
+ δiG0

(
ai x1
ai s1

)
G0

(
x1
s2

)
+ δiG0

(
ai x1
ai s2

)

G0

(
x2
s1

)
+ δiG0

(
ai x2
ai s1

)
G0

(
x2
s2

)
+ δiG0

(
ai x2
ai s2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆2

i

.

]�²u³�Á'Ä�²�Â2À1¾#²�¶�µuË	º2¸xÂ�¸xÄ2½	´�¸xÄ2È×¾�´�µuº2µuÅ�µ Ë2µuº#¶�Â2Á'²;¾ Ã	½2³xÄ2½	´�¸xÄ�¸MÂ2º2µ�»u½�Í	Ë2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼

Gi

(
x1 x2
s1 s2

)
=

1

∆2
i

[
G0

(
x1
s1

)
+ δiG0

(
ai x1
ai s1

)][
G0

(
x2
s2

)
+ δiG0

(
ai x2
ai s2

)]

−
1

∆2
i

[
G0

(
x1
s2

)
+ δiG0

(
ai x1
ai s2

)][
G0

(
x2
s1

)
+ δiG0

(
ai x2
ai s1

)]
.
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IJ¼�°2µ�Ñ ½2¼aµ�»�¸JÃ�²u³�´�½¢º�²�¾�¸�°2³�´�¾#²�°�²
∆2

i

½Óº�²u³�Á	º2µ�¸�¼Ï³�Á�µ�»uÁ	½�ó

∆2
i ·Gi

(
x1 x2
s1 s2

)
= G0

(
x1
s1

)
G0

(
x2
s2

)
−G0

(
x1
s2

)
G0

(
x2
s1

)

+ δiG0

(
x1
s1

)
G0

(
ai x2
ai s2

)
− δiG0

(
x1
s2

)
G0

(
ai x2
ai s1

)

+ δiG0

(
x2
s2

)
G0

(
ai x1
ai s1

)
− δiG0

(
x2
s1

)
G0

(
ai x1
ai s2

)

+ δ2i

[
G0

(
ai x1
ai s1

)
G0

(
ai x2
ai s2

)
−G0

(
ai x1
ai s2

)
G0

(
ai x2
ai s1

)]
.

Z�¾�µuº�²�Ã	½	¾#²�¶ÓË2¸�º	¾�Àg¸MÂ2¾#² ³xÄ�²�Å�²u¸�¼�À5Ô�Í2½Êº�²u³�Á	º	À1¾#²�¶Ó´�º2¸�´�È�¸M½ÊÃ2¸�´�¾�¸�º	´�µ�¸�Í2Ë2µ�Ä2É�Ã	½2¼

G0

(
x1 x2
s1 s2

)
+ δiG0

(
ai
ai

)
G0

(
x1 x2
s1 s2

)

− δi

[
G0

(
ai
s2

)
G0

(
x1
s1

)
G0

(
x2
ai

)
−G0

(
ai
s1

)
G0

(
x1
s2

)
G0

(
x2
ai

)]

+ δiG0

(
x2
s2

)
G0

(
ai x1
ai s1

)
− δiG0

(
x2
s1

)
G0

(
ai x1
ai s2

)

+ δ2i

[
G0

(
ai x1
ai s1

)
G0

(
ai x2
ai s2

)
−G0

(
ai x1
ai s2

)
G0

(
ai x2
ai s1

)]
.

P5µ ¾�´�µuº2µu¹i³�´�º2µuÁ�¸W¾�À1°2µ�³�½2¼áµ�»u·!½	¹�¼�°2µ�Ñ ½	´�¸xÄ2È×½�³�¾�µuº�²�Ã	½	¾#²u¸�¼1Í�² ÁÓÃ2¸�´�¾�¸�º	´�µu¹�³�´�º2µuÁ�¸RË	º	½'Õ
¼,¸�°	¶	¸�¼âÂ�¸�´�¸�º2¼�½	°�²�°	´�°2µ�¸W´�µ�Ñ�Â�¸�³�´�¾�µÊZ�½'Ä2È�¾�¸�³�´�º�²ÓÚÜÛ � Í	Å�Ä�Ò����xÍ��Jé�Þ�ó

G0

(
x1 x2
s1 s2

)[
1 + δiG0

(
ai
ai

)]
− δiG0

(
x2
ai

)
G0

(
ai x1
s2 ai

)

+ δiG0

(
x2
s2

)
G0

(
ai x1
ai s1

)
− δiG0

(
x2
s1

)
G0

(
ai x1
ai s2

)

+ δ2iG0

(
ai
ai

)
G0

(
ai x1 x2
ai s1 s2

)
= G0

(
x1 x2
s1 s2

)
∆i + δiG0

(
x2
ai

)
G0

(
ai x1
ai s2

)

+ δiG0

(
x2
s2

)
G0

(
ai x1
ai s1

)
− δiG0

(
x2
s1

)
G0

(
ai x1
ai s2

)

+ δ2iG0

(
ai
ai

)
G0

(
ai x1 x2
ai s1 s2

)
= G0

(
x1 x2
s1 s2

)
∆i + δiG0

(
ai x1 x2
ai s1 s2

)
∆i.

ö!¸xÄ2¶Ê°�²
∆2

i

Í2µuÁ�µu°	Ã�²�´�¸xÄ2È�°2µ�Ë2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼

Gi

(
x1 x2
s1 s2

)
=

1

∆i

[
G0

(
x1 x2
s1 s2

)
+ δiG0

(
ai x1 x2
ai s1 s2

)]
.

UJº2¸xÂ2Ë2µ�Ä�µ�Ñ ½2¼1Í5Ã	´�µÌÆRµuº2¼�É�Ä�² ô å'ÒÜÛ�õ!¾�¸�º	°�²�Â	Ä2¶
k − 1

Í�½äº�²u³�³�¼,µu´�º	½2¼d²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°2µ�¸
¶�Â2º2µ

k
Õ¡Å�µ�Ë2µuº#¶�Â2Á'²'Ò

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
= det

∥∥∥∥
1

∆i

(
G0

(
xm
sj

)
+ δiG0

(
ai xm
ai sj

))∥∥∥∥
k

m,j=1

.
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öRÄ2¶WÉ�Ë	º2µu·�¸�°	½	¶R¿�²�Ë	½2³�½!Ã2¸�º2¸�¿
G0

(x \ xm
s \ sj

) »uÉ�Â�¸�¼¢µ�»�µu¿�°�²�Ã�²�´�ÈW²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°2µ�¸5¶�Â2º2µ	Íu³�Ã	½	´u²�Õ
¸�¼,µ�¸5°�²Y°�²u»�µuº�²�Ô�Í�Ë2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼�À5Ô ½	¿

x1, . . . , xk
½
s1, . . . , sk

Íu¾�À1Ã2¸�º	Á	½	¾#²�°	½2¸�¼Ìò�Ä�¸�¼,¸�°	´�µu¾
xm

½
sj

³�µ�µu´�¾�¸�´�³�´�¾�¸�°	°2µ	Ò�]�²�¿�Ä�µ�Ñ ½2¼äµuË	º2¸xÂ�¸xÄ2½	´�¸xÄ2È
Gi

(x1 . . . xk
s1 . . . sk

) Ë2µRò�Ä�¸�¼,¸�°	´u²u¼âË2¸�º	¾�µu¹l³�´�º2µuÁ	½×½
¾�µ�³�Ë2µ�Ä2È�¿�É�¸�¼,³�¶¢Ë	º2¸xÂ2Ë2µ�Ä�µ�Ñ!¸�°	½2¸�¼á½	°'Â2É�Á	Ç	½	½�ó

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

k∑

j=1

(−1)j+1

∆i
G0

(
x1
sj

)
Gi

(
x \ x1
s \ sj

)

+ δi

k∑

j=1

(−1)j+1

∆i
G0

(
a1 x1
a1 sj

)
Gi

(
x \ x1
s \ sj

)

=

k∑

j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
x1
sj

)[
G0

(
x \ x1
s \ sj

)
+ δiG0

(
ai x \ x1
ai s \ sj

)]

+ δi

k∑

j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
ai x1
ai sj

)[
G0

(
x \ x1
s \ sj

)
+ δiG0

(
ai x \ x1
ai s \ sj

)]
.

]�²�¿�Â�¸xÄ2½2¼=Á'²�Ñ�Â2É�Î ³�É'¼,¼�Éã°�²�Â2¾�¸�Òä\�µuÅ�Â�²�Ë2¸�º	¾�É�Î ½	¿ÓË2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼�À5ÔäÃ2¸�´�À1º2¸xÔÏ³�É'¼,¼H¼,µ�Ñ °2µ
³�¾�¸�º	°	É�´�È2Í�²�¾�µ ¾�´�µuº2µu¹�³�É'¼,¼,¸MÁ'²�Ñ�Â�µ�¸W³xÄ�²�Å�²u¸�¼,µ�¸Wº�²�¿�Ä�µ�Ñ ½	´�È×Ë2µ Ë2¸�º	¾�µu¹�³�´�º2µuÁ�¸R½Ó¾�À5Â�¸xÄ2½	´�È
Ë2¸�º	¾�Àg¸W³xÄ�²�Å�²u¸�¼�Àg¸R¾;µu´�Â�¸xÄ2È�°	É�Îè³�É'¼,¼�É?ó

1

∆2
i

G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+ δiG0(a1, a1)

k∑

j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
x1
sj

)
G0

(
x \ x1
s \ sj

)

+ δi

k∑

j=1

G0

(
x1
sj

)∑

m6=j

(−1)j+m

∆2
i

G0

(
ai
sm

)
G0

(
x \ x1

ai s \ {sj, sm}

)

+ δi

k∑

j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
ai x1
ai sj

)
G0

(
x \ x1
s \ sj

)

+ δ2i

k∑

j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
ai x1
ai sj

)
G0

(
ai x \ x1
ai s \ sj

)
.

IYÃ	½	´�À1¾#²�¶�Í	Ã	´�µ

k∑

j=1

(−1)j+1G0

(
x1
sj

)
G0

(
x \ x1
s \ sj

)
= G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)

½
k∑

j=1

G0

(
x1
sj

)∑

m6=j

(−1)j+mG0

(
ai
sm

)
G0

(
x \ x1

ai s \ {sj , sm}

)

+
k∑

j=1

(−1)j+1G0

(
ai x1
ai sj

)
G0

(
x \ x1
s \ sj

)
= G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
,
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½2¼,¸�¸�¼

1

∆i
G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

δi
∆2

i

G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)

+
δ2i
∆2

i

G0

(
ai
ai

) k∑

j=1

(−1)j+1G0

(
x1
sj

)
G0

(
ai x \ x1
ai s \ sj

)

−
δ2i
∆2

i

k∑

j=1

(−1)j+1G0

(
x1
ai

)
G0

(
ai
sj

)
G0

(
ai x \ x1
ai s \ sj

)
.

Z�¾�µuº�²�Ã	½	¾#²�¶ÊÂ2¾�¸MË2µ�³xÄ�¸xÂ2°	½2¸W³�É'¼,¼�ÀRÍ	Ë	º	½'Ô#µ�Â2½2¼ÏÁÓº�²�¾�¸�°2³�´�¾�É

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

1

∆i
G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

δi
∆2

i

G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)

+
δ2i
∆2

i

G0

(
ai
ai

)
G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
+
δ2i
∆2

i

G0

(
x1
ai

)
G0

(
ai ai x2 . . . xk
ai s1 s2 . . . sk

)
.

Ø�Â�¸�³�È;Ë2µ�³xÄ�¸xÂ2°2¸�¸W³xÄ�²�Å�²u¸�¼,µ�¸Rº�²�¾�°2µ °	É�Ä2Î�Í	Ë2µuò�´�µ�¼�ÉÊµuÁ�µu°	Ã�²�´�¸xÄ2È�°2µ�Ë2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

1

∆i
G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

δi
∆i

G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
. B

ö�²�Ä�¸�¸J¼�ÀîÉ�³�´u²�°2µu¾�½2¼äÆRµuº2¼�É�Ä2É�Í�¾�À1º�²�Ñ�²�ÎY·!É�Î ÆMÉ�°	Á	Ç	½	Îïb�º	½	°�²
G(x, s)

Ã2¸�º2¸�¿MÆMÉ�°	Á	Ç	½	½
b�º	½	°�²

Gi1...ik(x, s)
Í
1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n

Í�ð�É�Ë	º2µu·�¸�°	°	À5Ô?ñ�¿�²�Â�²�Ã�Ò
]�²u³�³�¼,µu´�º	½2¼áÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î

Gj(x, s)
ÒVOJ¿RÆRµuº2¼�É�Ä2À ô å'ÒÜÛ�õ5³xÄ�¸xÂ2É�¸�´�Í2Ã	´�µ

Gj

(
x
s

)
=

1

∆j
G0

(
x
s

)
+

δj
∆j

G0

(
aj x
aj s

)
,

Gj

(
ai1 . . . aik x
ai1 . . . aik s

)
=

1

∆j
G0

(
ai1 . . . aik x
ai1 . . . aik s

)

+
δj
∆j

G0

(
ai1 . . . aik aj x
ai1 . . . aik aj s

)
,

(3.2)

Å�Â�¸
∆j = 1 + δjG0(aj , aj)

Ò
]�²u³�³�¼,µu´�º	½2¼ÏÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î b�º	½	°�²

G(x, s)
½2³�Ô#µ�Â2°2µu¹Ê¿�²�Â�²�Ã	½l½×¾�µ�³�Ë2µ�Ä2È�¿�É�¸�¼,³�¶Ó¸�¸¥Ë	º2¸xÂ�³�´u²�¾uÄ�¸xÕ

°	½2¸�¼ ô Ý'Ò &�õ�Ã2¸�º2¸�¿WÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î
G0(x, s)

Ò

G(x, s) =
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑

k=1

∑

16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)]
.

]�²u³�Á	º2µ�¸�¼Ì³�É'¼,¼�ÉWË2µ
k
Ò�\�µuÅ�Â�²'Í�É'¼�°2µ�Ñ�²�¶ Ë	º�²�¾�É�ÎaÃ�²u³�´�ÈMË2µ�³xÄ�¸xÂ2°2¸�Å�µJº�²�¾�¸�°2³�´�¾#²J°�²

∆
Í�²¥¿�²�´�¸�¼1Í
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Ë2¸�º2¸�Å�º	É�Ë	Ë	½	º2µu¾�À1¾#²�¶�³xÄ�²�Å�²u¸�¼�Àg¸�Í�Ë2µ�Ä2É�Ã	½2¼

G0

(
x
s

)
+

∑

16i16n

δi1G0

(
ai1 x
ai1 s

)
+

∑

16i1<i26n

δi1δi2G0

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)

+ . . .+
∑

16i1<...<in−16n

δi1 . . . δin−1G0

(
ai1 . . . ain−1 x
ai1 . . . ain−1 s

)
+ δ1 . . . δnG0

(
a1 . . . an x
a1 . . . an s

)

=

[
G0

(
x
s

)
+ δ1G0

(
a1 x
a1 s

)]
+

∑

26i16n

δi1

[
G0

(
ai1 x
ai1 s

)
+ δ1G0

(
ai1 a1 x
ai1 a1 s

)]

+
∑

26i1<i26n

δi1δi2

[
G0

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)
+ δ1G0

(
ai1 ai2 a1 x
ai1 ai2 a1 s

)]

+ . . .+
∑

26i1<...<in−26n

δi1 . . . δin−2

[
G0

(
ai1 . . . ain−2 x
ai1 . . . ain−2 s

)
+ δ1G0

(
ai1 . . . ain−2 a1 x
ai1 . . . ain−2 a1 s

)]

+ δ2 . . . δn

[
G0

(
a2 . . . an x
a2 . . . an s

)
+ δ1G0

(
a2 . . . an a1 x
a2 . . . an a1 s

)]
.

OM³�Ë2µ�Ä2È�¿�É�¶ ô å'Ò Ý�õxÍ2µuÁ�µu°	Ã�²�´�¸xÄ2È�°2µ�Ë2µ�Ä2É�Ã�²u¸�¼

G(x, s) =
∆1

∆

[
G1

(
x
s

)
+
∑

26i16n

δi1G1

(
ai1 x
ai1 s

)
+

∑

26i1<i26n

δi1δi2G1

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)

+ . . .+
∑

26i1<...<in−26n

δi1 . . . δin−2G1

(
ai1 . . . ain−2 x
ai1 . . . ain−2 s

)
+ δ2 . . . δnG1

(
a2 . . . an x
a2 . . . an s

)]
.

ZáË2µ�¼,µu·!È�ÎH²�°�²�Ä�µuÅ�½	Ã	°	À5ÔÓ¾�À1Á'Ä�²�Â�µuÁ�Í2°2µ É�Ñ!¸R³MÆMÉ�°	Á	Ç	½2¸�¹
G1(x, s)

Í	Ë2µ�Ä2É�Ã	½2¼

G(x, s) =
∆1∆12

∆

[
G12

(
x
s

) ∑

36i16n

δi1G12

(
ai1 x
ai1 s

)

+
∑

36i1<i26n

δi1δi2G12

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)

+ . . .+
∑

36i1<...<in−36n

δi1 . . . δin−3G12

(
ai1 . . . ain−3 x
ai1 . . . ain−3 s

)

+ δ3 . . . δnG12

(
a3 . . . an x
a3 . . . an s

)]
,

Å�Â�¸
∆12 = 1 + δ2G1(a2, a2)

ÒVUJº2µ�Â�µ�Ä2Ñ�²�¶¢º�²u³�³�É�Ñ�Â�¸�°	½	¶�Í2¾ ½	´�µuÅ�¸MË2µ�Ä2É�Ã	½2¼ÏÆRµuº2¼�É�Ä2É

G(x, s) =
∆1∆12∆23 . . .∆n−2,n−1

∆

[
G1...n−1

(
x
s

)
+ δnG1...n−1

(
ain x
ain s

)]
, (3.3)

¾;Á�µu´�µuº2µu¹
∆j,j+1 = 1 + δj+1G1...j(aj+1, aj+1)

Í
1 6 j 6 n− 2

Ò
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{j1, . . . , jm} ⊂ {1, 2, . . . , n}

�2�������Ì������� -
) - "?�� ����

G(x, s) = C

[
Gj1...jm(x, s)

+
n−m∑

k=1

∑

16i1<...<ik6n,
il 6∈{j1,...,jm}

δi1δi2 . . . δikGj1...jm

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)]
,
ô å'Ò ��õ

�����
C �

0 - � - � �?��������$�� ,¢� - $?������$?��� 4
G!µuº2¼�É�Ä�² ô å'Ò ��õ,Ë2µu¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´ ÆW²�Á	´�µuº	½	¿�µu¾#²�´�È ÆRµuº2¼�É�Ä2É ô Ý'Ò &�õxÒ�Z�°�²�Ã�²�Ä�²'Í'Ë	º	½×Ë2µ�¼,µu·!½lÆMÉ�°	Á'Õ

Ç	½	½
G0(x, s)

¼�ÀÏ¼,µ�Ñ!¸�¼ÌË2µ�³�´�º2µu½	´�È2Í#°�²�Ë	º	½2¼,¸�º�Í�ÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î
Gj1(x, s)

Í
1 6 j1 6 n

Ò�Ø�²�´�¸�¼1Í#³5Ë2µ�Õ
¼,µu·!È�ÎèÉ�Ñ!¸!Ë2µ�³�´�º2µ�¸�°	°2µu¹ÌÆMÉ�°	Á	Ç	½	½

Gj1(x, s)
Í�³�´�º2µu½2¼îÆMÉ�°	Á	Ç	½	Î

Gj1j2(x, s)
Í
1 6 j1, j2 6 n

Í
½â´u²�ÁãÂ�²�Ä�¸�¸�ÒsKR²¢Ë2µ�³xÄ�¸xÂ2°2¸�¼Ùê ²�Å�¸l¼�À[Ë	º	½2¼,¸�°	¶	¸�¼HÆRµuº2¼�É�Ä2É ô å'Ò å�õxÒ���´�µ	Í,¾�³�¾�µuÎ µuÃ2¸�º2¸xÂ2È2Í
¾�¼,¸�³�´�¸!³!ÆRµuº2¼�É�Ä�µu¹ ô å'ÒÜÛ�õ1Ë2µu¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´ÊÆW²�Á	´�µuº	½	¿�µu¾#²�´�ÈÊÆRµuº2¼�É�Ä2ÉlÂ	Ä2¶i²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°	À5Ôi¶�Â�¸�º
ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½

G(x, s)
ó

Gj1...jm

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
= Cm

[
Gj1...jm−1

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)

+ δjmGj1...jm−1

(
ajm x1 . . . xk
ajm s1 . . . sk

)]
,

(3.5)

Å�Â�¸
Cm = 1 + δjmGj1...jm−1(ajm , ajm)

Í
k = 1, 2, 3, . . .

��A��Wp
����	��'p�n��Êk���������Ïp	m�� �6�� � ����n	o#p
��� �#n��Vn����
(1.1) ! (1.3)

P=Â�²�°	°2µ�¼èË	É�°	Á	´�¸¢²�°2µu°2³�½	º	É�ÎY´�³�¶aº2¸�¿�É�Ä2È�´u²�´�ÀRÍ5Á�µu´�µuº	Àg¸¢É�Â�²u¸�´�³�¶äË2µ�Ä2É�Ã	½	´�È2Í5½2³�Ë2µ�Ä2È�¿�É�¶
¾�À1¾�¸xÂ�¸�°	°	Àg¸M¾�Ë	º2¸xÂ2À5Â2É�·!½'Ô×Ë	É�°	Á	´u²�ÔlË	º2¸xÂ�³�´u²�¾uÄ�¸�°	½	¶ÊÂ	Ä2¶lÆMÉ�°	Á	Ç	½	½

G(x, s)
½Ê¸�¸M²u³�³�µuÇ	½	½	º2µ�Õ

¾#²�°	°	À5ÔÊ¶�Â�¸�º�Ò
G!µuº2¼�É�Ä�² ô Ý'Ò &�õ,Ë2µu¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´ ³�ÆRµuº2¼�É�Ä2½	º2µu¾#²�´�È�°2¸�µ�»�Ô#µ�Â2½2¼�Àg¸M½�Â�µ�³�´u²�´�µuÃ	°	Àg¸MÉ�³xÄ�µu¾�½	¶�Ë2µ�Ä�µ�Õ

Ñ ½	´�¸xÄ2È�°2µ�³�´�½ÊÆMÉ�°	Á	Ç	½	½�¾uÄ2½	¶'°	½	¶;Á	º�²u¸�¾�µu¹l¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õxÒVPäò�´�½'Ô;É�³xÄ�µu¾�½	¶�Ô�µuË	º2¸xÂ�¸xÄ2¶	¸�´uÕ
³�¶l¼�°2µ�Ñ!¸�³�´�¾�µ ¿�°�²�Ã2¸�°	½	¹ÓÁ�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�µu¾ Ñ!¸�³�´�Á�µ�³�´�½¢µuË2µuº�Í'Ë	º	½lÁ�µu´�µuº	À5ÔÊÆMÉ�°	Á	Ç	½	¶�¾uÄ2½	¶'°	½	¶
Ë2µ�Ä�µ�Ñ ½	´�¸xÄ2È�°�²Ê½�¾�°2¸�Á�µu´�µuº2µuÅ�µlÉ¢°2¸�¸!´�¸�º#¶	¸�´�³�¶�ò�´�µl³�¾�µu¹2³�´�¾�µ	ÒRIYÁ'²�¿�²�°	°2µ�¸;¼�°2µ�Ñ!¸�³�´�¾�µÓµuË	º2¸xÕ
Â�¸xÄ2¶	¸�´�³�¶Ó³�½2³�´�¸�¼,µu¹�²�Ä2Å�¸�»uº�²�½	Ã2¸�³�Á	½'ÔÓ°2¸�º�²�¾�¸�°2³�´�¾�µu´�°2µ�³�½	´�¸xÄ2È�°2µ;Á�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�µu¾ Ñ!¸�³�´�Á�µ�³�´�½�Í
Ã	´�µ�Ë2µu¿�¾�µ�Ä2¶	¸�´ãµ�³�É�·�¸�³�´�¾uÄ2¶'´�Èsò�ÆRÆR¸�Á	´�½	¾�°	É�Î Á�µ�¼�Ë	È�ÎY´�¸�º	°	É�Î Ë	º2µu¾�¸�º	Á	ÉäË2µ�Ä�µ�Ñ ½	´�¸xÄ2È�°2µ�³�´�½
ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½ib�º	½	°�²'Ò���´�½�º2¸�¿�É�Ä2È�´u²�´�Àè»uÉ�Â2É�´lµuË	É'»�Ä2½	Á�µu¾#²�°	Àè¾×Ñ É�º	°�²�Ä�¸Óð�öW½2ÆRÆR¸�º2¸�°	Ç	½�²�Ä2È�°	Àg¸
É�º�²�¾�°2¸�°	½	¶?ñ ô LJÉ�Ä�²u¸�¾Ê]�Ò�X Ò,ð�LJº	½	´�¸�º	½	¹iË2µ�Ä�µ�Ñ ½	´�¸xÄ2È�°2µ�³�´�½sÆMÉ�°	Á	Ç	½	½�b�º	½	°�²×¼�°2µuÅ�µu´�µuÃ2¸�Ã	°2µu¹
Á	º�²u¸�¾�µu¹Ó¿�²�Â�²�Ã	½ÓÂ	Ä2¶ÊÉ�º�²�¾�°2¸�°	½	¶ÊÃ2¸�´�¾�¸�º	´�µuÅ�µ;Ë2µuº#¶�Â2Á'²�ñ�ë[Ë	º	½	°	¶'´u²�¾;Ë2¸�Ã�²�´�È�õxÒ

XJ´�µiÁ'²u³�²u¸�´�³�¶ÏË	º2¸xÂ�³�´u²�¾uÄ�¸�°	½	¶ ô å'Ò � õxÍV´�µ�µu°2µ�¶'¾�½'Ä�µ�³�ÈÌµu´�Ë	º�²�¾�°2µu¹a´�µuÃ	Á�µu¹ÏË	º	½ä½	¿�É�Ã2¸�°	½	½
¾�µuË	º2µ�³�²�µ;¿�²�¾�½2³�½2¼,µ�³�´�½�µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µu°	°2µ�³�´�½ÌÆMÉ�°	Á	Ç	½	½�b�º	½	°�²;Á	º�²u¸�¾�µu¹i¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ¥µu´
Á�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�µu¾;Ñ!¸�³�´�Á�µ�³�´�½âÚÜÛ�å�Þ�Ò

KR²�Ë2µ�¼�°	½2¼1Í1Ã	´�µ�°2¸�Ë	º2¸�º	À1¾�°�²�¶a°�²iÁ	¾#²�Â2º�²�´�¸
[a, b] × [a, b]

ÆMÉ�°	Á	Ç	½	¶
G(x, s)

°�²�¿�À1¾#²u¸�´�³�¶
�	��
�������
��	����� ¶�Â2º2µ�¼ ô ³�¼1ÒÜÍ	°�²�Ë	º	½2¼,¸�º�Í�Ú í�Þ�½'Ä2½sÚÜÛ &�Þ õ�½	°	´�¸�Å�º�²�Ä2È�°2µuÅ�µ�µuË2¸�º�²�´�µuº�²

(Gu)(x) =

b∫

a

G(x, s)u(s)q(s) ds,
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¸�³xÄ2½ÓË	º	½Ó¾�³�¸xÔ

k = 1, 2, 3, . . .
¾�À1Ë2µ�Ä2°2¸�°	ÀïÉ�³xÄ�µu¾�½	¶

G(x, s) > 0, a < x, s < b,

G

(
x1 . . . xk
x1 . . . xk

)
> 0, a < x1 < . . . < xk < b,

G

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
> 0,

a < x1 < . . . < xk < b;

a < s1 < . . . < sk < b.
FY³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µu°	°	Àg¸Ó¶�Â2º�²¢Ë	º	½2¼,¸�Ã�²�´�¸xÄ2È�°	À_´�¸�¼1ÍVÃ	´�µ�½	°	´�¸�Å�º�²�Ä2È�°	Àg¸ÓµuË2¸�º�²�´�µuº	Àà³×´u²�Á	½2¼�½

¶�Â2º�²u¼�½ãµ�»�Ä�²�Â�²�ÎY´ÓÁ�µ�¼�Ë'Ä�¸�Á�³�µ�¼ ¿�²u¼,¸�Ã�²�´�¸xÄ2È�°	À5Ôs³�Ë2¸�Á	´�º�²�Ä2È�°	À5Ôã³�¾�µu¹2³�´�¾2Í�Ô�²�º�²�Á	´�¸�º	°	À5Ô�Â	Ä2¶
Á'Ä�²u³�³�½	Ã2¸�³�Á�µu¹×¿�²�Â�²�Ã	½��H´�É�º2¼V²Yë QM½	É�¾�½'Ä	Ä2¶ ½ °�²�¿�À1¾#²u¸�¼�À5Ô;µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µu°	°	Àg¼�½ ô ³�¼1ÒÜÍ�°�²�Ë	º	½'Õ
¼,¸�º�Í�ÚÜÛ�æ � Þ õxÒ

UJº	½�½	¿�É�Ã2¸�°	½	½�¿�°�²�Á�µu¾�À5Ôi³�¾�µu¹2³�´�¾Ê²u³�³�µuÇ	½	½	º2µu¾#²�°	°	À5Ôi¶�Â�¸�º�ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½�b�º	½	°�²
G(x, s)

Á	º�²�Õ
¸�¾�µu¹�¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õxÍ�Ë	º2¸xÂ�³�´u²�¾uÄ�¸�°	½2¸ ô å'Ò � õ¥Ë2µu¿�¾�µ�Ä2½'Ä�µÊ½2³�Ë2µ�Ä2È�¿�µu¾#²�´�È¢¿�°�²�Á�µu¾�Àg¸;³�¾�µu¹2³�´�¾#²
µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µu°	°2µu¹ãÆMÉ�°	Á	Ç	½	½

G0(x, s)
½i¸�¸!¶�Â�¸�º�ÒWUJº	½	Ã2¸�¼1Í�µuÁ'²�¿�²�Ä�µ�³�È2Í�Ã	´�µ×É�³xÄ�µu¾�½2¸ µ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶�Õ

Ç	½2µu°	°2µ�³�´�½�ÆMÉ�°	Á	Ç	½	½�b�º	½	°�²;¿�²�Â�²�Ã	½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õ¥³�µu¾�Ë�²�Â�²u¸�´Ê³RÉ�³xÄ�µu¾�½2¸�¼î¸�¸RË2µ�Ä�µ�Ñ ½	´�¸xÄ2È�°2µ�³�´�½
ô LJÉ�Ä�²u¸�¾ä]�Ò5X ÒMð�FY»âµ�³�Ç	½'Ä	Ä2¶'Ç	½2µu°	°2µ�³�´�½ïÆMÉ�°	Á	Ç	½	½îb�º	½	°�²ã¼�°2µuÅ�µu´�µuÃ2¸�Ã	°2µu¹ Á	º�²u¸�¾�µu¹î¿�²�Â�²�Ã	½
Â	Ä2¶�É�º�²�¾�°2¸�°	½	¶�Ã2¸�´�¾�¸�º	´�µuÅ�µÓË2µuº#¶�Â2Á'²�ñ¢ë Ë	º	½	°	¶'´u²Ê¾ÊË2¸�Ã�²�´�È¢¾ÊÑ É�º	°�²�Ä�¸�ð�öW½2ÆRÆR¸�º2¸�°	Ç	½�²�Ä2ÈuÕ
°	Àg¸MÉ�º�²�¾�°2¸�°	½	¶?ñ�õxÒ

\�²×Ñ!¸;ÆRµuº2¼�É�Ä�² ô å'Ò � õ¥½2³�Ë2µ�Ä2È�¿�É�¸�´�³�¶�½�Ë	º	½i½	¿�É�Ã2¸�°	½	½Ì¾�µuË	º2µ�³�²lµl¿�²�¾�½2³�½2¼,µ�³�´�½s³�µ�»�³�´�¾�¸�°'Õ
°	À5Ô�¿�°�²�Ã2¸�°	½	¹lÂ2½2ÆRÆR¸�º2¸�°	Ç	½�²�Ä2È�°2µuÅ�µ µuË2¸�º�²�´�µuº�²'Í'Ë2µuº2µ�Ñ�Â�¸�°	°2µuÅ�µ;³�µ�µu´�°2µuê�¸�°	½	¶	¼�½ ô Û�ÒÜÛ�õ æ ô Û�Ò å�õxÍ
µu´ÌÁ�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�µu¾

δi
½Ïµu´Ìº�²u³�Ë2µ�Ä�µ�Ñ!¸�°	½	¶a´�µuÃ2¸�Á

ai
Í�¾�Á�µu´�µuº	À5ÔÏ¿�²�Â�²�ÎY´�³�¶äÉ�³xÄ�µu¾�½	¶ ô Û�Ò å�õxÒ

I�Â�²�Ä�µ�³�ÈÏË2µuÁ'²�¿�²�´�È2ÍYÃ	´�µä³�É�¾�¸xÄ2½	Ã2¸�°	½2¸�¼[Ñ!¸�³�´�Á�µ�³�´�½ïÉ�Ë	º	É�Å�½'ÔîµuË2µuº ³�µ�»�³�´�¾�¸�°	°	Àg¸�¿�°�²�Ã2¸�°	½	¶
Á	º�²u¸�¾�µu¹�¿�²�Â�²�Ã	½�¼,µu°2µu´�µu°	°2µR¾�µu¿�º�²u³�´u²�ÎY´W½�µ�³�´u²�ÎY´�³�¶;Ë2µ�Ä�µ�Ñ ½	´�¸xÄ2È�°	Àg¼�½×Ë	º	½ Ä2ÎJ»uÀ5Ô!Â�µuË	É�³�´�½'Õ
¼�À5ÔÊ¿�°�²�Ã2¸�°	½	¶�ÔÊÁ�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´�µu¾�Ñ!¸�³�´�Á�µ�³�´�½�Í2Ô#µu´�¶Ê°2¸M½2³�Á'Ä2ÎYÃ2¸�°�² ³�½	´�É#²�Ç	½	¶�Í2Á�µuÅ�Â�² ½2¼,¸�ÎY´�³�¶
Á	º�²�´�°	Àg¸W³�µ�»�³�´�¾�¸�°	°	Àg¸W¿�°�²�Ã2¸�°	½	¶�Ò5P5µu¿�¼,µ�Ñ °2µ�³�´�È�Â2¾�É�Á	º�²�´�°2µuÅ�µ;¾�À1º2µ�Ñ�Â�¸�°	½	¶�µu´�Â�¸xÄ2È�°	À5Ô�³�µ�»�Õ
³�´�¾�¸�°	°	À5Ô×¿�°�²�Ã2¸�°	½	¹ÓÉ�Ñ!¸¥°�²u»�Ä2Î5Â�²�Ä�²u³�È;¾!º#¶�Â�¸Y¿�²�Â�²�ÃÓµuË	´�½2¼�½	¿�²�Ç	½	½ÊÃ�²u³�´�µu´�Á�µ�Ä�¸�»�²�°	½	¹¢»�²�Ä�µuÁ
½�³�´�¸�º#Ñ °2¸�¾�À5Ô�³�½2³�´�¸�¼1Í�°�²�Å�º	É�Ñ!¸�°	°	À5Ô�³�Ñ ½2¼V²�ÎY·�¸�¹×³�½'Ä�µu¹ ô ³�¼1ÒÜÍ�°�²�Ë	º	½2¼,¸�º�Í�ÚÜÛ�é�æ�Û�í�Þ õxÒ,P1²�Ñ °2µu¹
µ�³�µ�»�¸�°	°2µ�³�´�È�Î Ë2µ�Â�µ�»u°	À5Ôâ¿�²�Â�²�Ãä¶'¾uÄ2¶	¸�´�³�¶â´�µiµ�»�³�´�µ�¶'´�¸xÄ2È�³�´�¾�µ	Í�Ã	´�µiµuË	´�½2¼�É'¼H¼,µ�Ñ!¸�´iÂ�µ�³�´�½'Õ
Å�²�´�È�³�¶�°�²JÂ2¾�É�Á	º�²�´�°2µ�¼ã³�µ�»�³�´�¾�¸�°	°2µ�¼s¿�°�²�Ã2¸�°	½	½�Ò�Pâº�²u³�³�¼V²�´�º	½	¾#²u¸�¼,µu¹l°�²u¼�½�¿�²�Â�²�Ã2¸¥¾�µu¿�°	½	Á'²u¸�´
²�°�²�Ä�µuÅ�½	Ã	°�²�¶a³�½	´�É#²�Ç	½	¶�Òâ\�²�Á�Í�°�²�Ë	º	½2¼,¸�º�Í�¾Ì³xÄ2É�Ã�²u¸Êµ�Â2°2µu¹aµuË2µuº	ÀRÍ�¼�½	°	½2¼V²�Ä2È�°2µ�¸Ó¿�°�²�Ã2¸�°	½2¸
Á�µuò�ÆRÆM½	Ç	½2¸�°	´u²lÑ!¸�³�´�Á�µ�³�´�½�Í�Ë	º	½�Á�µu´�µuº2µ�¼±¾�¸xÂ2É�·�¸�¸ ³�µ�»�³�´�¾�¸�°	°2µ�¸ ¿�°�²�Ã2¸�°	½2¸�Â�µ�³�´�½	Å�²u¸�´�³�¾�µ�¸�Å�µ
¼V²�Á�³�½2¼V²�Ä2È�°2µã¾�µu¿�¼,µ�Ñ °2µuÅ�µs¿�°�²�Ã2¸�°	½	¶�Íg³�µ�µu´�¾�¸�´�³�´�¾�É�¸�´â³xÄ2É�Ã�²�Î�Í�Á�µuÅ�Â�²�¾�¸xÂ2É�·�¸�¸Ó³�µ�»�³�´�¾�¸�°	°2µ�¸
¿�°�²�Ã2¸�°	½2¸R¶'¾uÄ2¶	¸�´�³�¶ÊÂ2¾�É�Á	º�²�´�°	Àg¼1Ò
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