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k C,lmC,npoKq	rAs�q#t4uwvyx#z
{�|~}����������T����|~�����G�T|]���~����������|���|��p|�������������������|~���~�=�������������7��|�����������|~��|��!��|T�~���j���������7�������	�p���������|~�~|~�~�S�������7�������������E����|~�������������~�����\�,���~������������|~�2|~�,�� ¢¡���|��P����|~�����	�£��|������������p���~����������|��~���S|�¤�����}����|~���	�¥��|~������¤���������¦	���������1���������G���������������	�7�\����|~�������������~�������
§\¨	©eª'«�¬�6«¯®�¨	°�¬�±#²�|~�~|~�~�S������|~�K�����������E����|~�������������~��|��,���~������³2��|~������¤������´¦	��������³2������������|���µ�¤���|�������µ����|~�����G��³�������|��~���S|�¤�����}����

@GC]¶·zGx�tSx#¸yvyx
NP¹�ºG»�¼�¹�½2¾�¿�¼�À¯U�À�Á�À�ÂG¹�¼#»¯Ã Ä�Å

‖Iαf‖Lq(Rn) 6 c‖f‖Lp(Rn), 1 < p < q <∞, 1/q = 1/p− α/n, Æ�Ç�È
É Â2Ê¯Ë2À�¿�¹�½	Ì	ÍG»�Â�»=L,Í2¾�¾�»

Iαf :=

∫

Rn

|x− y|α−nf(y) dy, 0 < α < n,

¼¯Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î¢[]¹�Á�¹�Ï�»
Lp(Rn)

Í2Ð,¹�¹�¿¥Í	Ñ�¼�¹�¾�¿�½	Òe¹=¼�¹�¾�À�¼�Òe¹=À�Á�À�Á�Ó·¹�½	Í	Ê7ÔÕË2À�Â2Ö�×2¹�½	½	Òe¹�¼¯ºG»�i
Á�À�¿�»�Î _�ØÕÙ À�Ú	Í'Â�»�Û!¼�Í'Â2ÍÜÃ Ç Ô Ç�Ý Ô Ç�Þ ÅjÔ,ß ØyàPØ,á'â�ã1ä�å�æ Ã Ä Ý ÅjÔ,ß ØyàPØ,á'â�ã1ä�å�æ Íwç ØÕèSØÕé¢å�å�ê	å�ë Ã Ä Þ ÅjÔì Ø2í�îå�æ�å�ï Ã Ä�ð	Ô2Ä�ñ�ÅjÔ á�Ø	àÕò�æ�ê Ã ð�ó�Å Ø

_?ô ¿�À�õöºG»�Á�À�¿�¹£Ð4Ò÷ºG»�¾�¾�ÐS»�¿�º	Í	¼#»�¹�ÐmË2À�¿�¹�½	Ì	ÍG»�Â2ÒøL,Í2¾�¾�»�¼�¼�¹�¾�À�¼�Ò6ÎöÀ�Á�À�Á�Ó·¹�½	½	Ò6ÎÜùûú�ü�ý2þ�ÿ
� ú������\ú�ü�ý����	��ü�
��������ù�ü

L
p)
a (Rn, w)

Ø�_ Ç���� ÄpÏ Ø�àPØ��jã6â�ë��Eå�� Í ì Øyá��Aò�æ�ê	ò�ë2å Ã Ç ð�ÅS¼�¼�¹~Â2Í����! �"�#
$&%�'(%*) ��+ %,).-  0/ %*) Æ ùûú�ü�ý2þ�ÿ � ú������\ú�ü�ý����	��ü1��������ù�ü È Ë2À=À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�Ð4Ö�Ð4½2À�2!¹�¾�¿�¼�Ö Ω ⊂ R

n ¾~ÂG¹~i
É Ö43KÓ!Í2Ð À�Ë	º2¹ É ¹~ÂG¹�½	Í2¹�Ð65

Lp),θ(Ω) =

{
f : sup

0<ε<p−1
ε

θ
p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω) <∞

}
, 1 < p <∞, θ > 0.

I\Ë2¹�ºG»�¿�À�º	Ò Ï�»�º2Ð,À�½	Í	×2¹�¾�Ú�À�Ï�À¯»�½G»�Â2Í	Ñ�»·Í	½	¿�¹�½2¾�Í	¼�½2À=Í2¾�¾~ÂG¹ É À�¼#»�Â2Í2¾�7´¼=¿�»�Ú	Í'ÎpË	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î¥¼Ë2À�¾~ÂG¹ É ½	Í2¹pÏ�À É Ò�86À�½	ÍwË	º2À É À�Â�2·»�3K¿¢Ë	º	Í	¼�ÂG¹�Ú'»�¿�7�¼�½	Í2ÐS»�½	Í2¹pÍ2¾�¾~ÂG¹ É À�¼#»�¿�¹~ÂG¹�õö¼�¾�¼�Ê'Ñ�Í ¾´ºG»�Ñ�iÂ2Í	×	½	ÒeÐ4Í£Ë	º	Í'ÂGÀ�2!¹�½	Í	Ê	Ð4ÍwÃ Ý Ô Þ ÅjÔ�Ã 9�: Ç Ä�ÅjÔ�Ã Ç ñ�ÅjÔ�Ã Ç�; :'Ä Ç Å Ø_ Ã Ä ; ÔSÄ�9�Å\Á�Ò6ÂöË	º2¹ É ÂGÀ�2!¹�½ Ë2À É Î#À É Ô�Ë2À�Ñ�¼�À�Â2Ê<3KÓ!Í	õ ¼�¼�¹�¾�¿�ÍöÏ�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»¢[]¹�Á�¹�Ï�»½G»·Ð4½2À�2!¹�¾�¿�¼#»�Î£½2¹�À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�õ�Ð,¹�º	Ò Ø�_ ½G»�Í2Á�À�ÂG¹�¹TÀ�Á�Ó·¹�õ>=]À�º2Ð,¹ ô ¿�À�¿=Ë2À É Î#À É º2¹�»�Â2Í	Ñ�À�¼#»�½¼£Ã ð�Å�¼�¼�Í É ¹
Lp),θ
a (Ω, w) =

{
f : sup

0<ε<p−1
ε

θ
p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω,waε) <∞

}
,

?
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 � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
�����!����� � � Þ ð
Ï É ¹ 1 < p < ∞

Ô
θ > 0

Í
Ω ⊆ R

n � Ë	º2À�Í	Ñ�¼�À�Â�7�½2À�¹pÀ�¿�Ú	º	Ò1¿�À�¹�Ð4½2À�2!¹�¾�¿�¼�À�8S¼�¾~Â2Ö�×G»�¹
θ = 1Ë	Í	Û!Ö�¿

Lp
a(Ω, w) := Lp,1

a (Ω, w)
Ô	Í

Lp,θ(Rn, w) = Lp),θ(Rn, w)
∣∣∣
a≡1

� ¼´¾~Â2Ö�×G»�¹
a ≡ 1

Ø
_ ¹�¾�À�¼�À�¹�À�Á�À�Á�Ó·¹�½	½2À�¹�Ï�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼�À�[]¹�Á�¹�Ï�» Lp),θ

a (Ω, w)
Ñ�»�¼�Í2¾�Í	¿PÀ�¿���=PÖ�½	Ú	Ì	Í2À�½G»�Â�7�i

½2À�Ï�À�ËG»�ºG»�Ð,¹�¿�ºG»��
a
Í�Ê'¼�Â2Ê	¹�¿�¾�Ê�ºG»�¾�Û!Í	º2¹�½	Í2¹�Ð¢Ú'Â�»�¾�¾�Í	×2¹�¾�Ú�À�Ï�ÀTË	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»P[]¹�Á�¹�Ï�»

Lp(Ω, w)Ë	º	Í¥Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í	Í
a ∈ Lp(Ω, w)._ ºG»�Á�À�¿�»�ÎcÃ ð'ÔGÄ ; ÅÕ¾PË2À�Ð,À�Ó,7�3Y¿�¹�º2¹�Ð4ÒYL,Í2¾�¾�» � VÕÀ�º	Í	½G» � U�¿�¹�õ	½G» � _ ¹�õ2¾�»�À�Á�Í	½	¿�¹�º	Ë2À�i

Â2Í	º2À�¼#»�½	Í	Í ¾!Í	Ñ�Ð,¹�½2¹�½	Í2¹�Ð Ð,¹�º	ÒgË2À�Ú'»�Ñ�»�½2À	ÔÕ×	¿�À¥À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�7£Ë	º2À�Í	Ñ�¼�À�Â�7�½2À�Ï�À¯Â2Í	½2¹�õ	½2À�Ï�À
À�Ë2¹�ºG»�¿�À�ºG»´¼ É ¼�Ö#Î���Á�Â2Í	Ñ�Ú	Í'Î É º	Ö�Ï!Ú É º	Ö�Ï�Ö��pÀ�Á�Ò1×	½	Ò6Î£¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î�Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î�[]¹�Á�¹�Ï�»�¼�ÂG¹~i×2¹�¿ À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�7�¼�¼�¹�¾�À�¼�À�ÐYÏ�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼�¹¯[]¹�Á�¹�Ï�» Ø N]»£À�¾�½2À�¼�¹ ô ¿�À�Ï�À£¼wÃ ð�Å É À�Ú'»�iÑ�»�½G» À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�7 À�Ë2¹�ºG»�¿�À�º2À�¼ Ù »�Â�7 É ¹�º2À�½G» ��� Í	Ï�Ð4Ö�½ É »�ÍöÐS»�Ú�¾�Í2ÐS»�Â�7�½2À�Ï�ÀcÀ�Ë2¹�ºG»�¿�À�ºG»b »�º É Í � [PÍ	¿�¿�Â2¼�Ö É »�¼�¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î¯Ï�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î�[]¹�Á�¹�Ï�» ØIK¾�½2À�¼�½G»�ÊöÌ2¹~Â�7 É »�½	½2À�õ ºG»�Á�À�¿�Ò � Í2¾�¾~ÂG¹ É À�¼#»�½	Í2¹ É ¹�õ2¾�¿�¼�Í	ÊöË2À�¿�¹�½	Ì	ÍG»�Â�»¢L,Í2¾�¾�» ¼�À�¼�¼�¹~i
É ¹�½	½	Ò6Î�¼cÃ ð�Å�¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î¢À�Á�À�Á�Ó·¹�½	½	Ò6Î¢Ï�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î []¹�Á�¹�Ï�» Ø h]Â2Ê ô ¿�À�Ï�À¥Ð4Òm¾�½G»�×G»�Â�»
¼ ¿�¹�À�º2¹�Ð,¹¥ð Ø Ç Ô,Ë	º	Í2Ð,¹�½2¹�½	Í2¹�Ð^¿�À�õ�2!¹p¿�¹�º2¹�Ð4Ò L,Í2¾�¾�» � VÕÀ�º	Í	½G» � U�¿�¹�õ	½G» � _ ¹�õ2¾�»�Ë2À�Â2Ö#i
×G»�¹�Ð É ¼�Ö#Î'¼�¹�¾�À�¼�Òe¹TÀ�Ì2¹�½	Ú	Í É Â2ÊpÂ2Í	½2¹�õ	½	Ò6Î�À�Ë2¹�ºG»�¿�À�º2À�¼�¼=ºG»�¾�¾�ÐS»�¿�º	Í	¼#»�¹�Ð4Ò6Î�¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î¥Ï�ºG»�½ É iË	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î Ø¯Ù »�Ú ¾~ÂG¹ É ¾�¿�¼�Í2¹´Í	Ñ ô ¿�Í'Î¢À�Ì2¹�½2À�Ú Íc¾�¼�À�õ2¾�¿�¼£¼�¹�¾�À�¼�� »�Ú�¹�½'Î�»�Ö�Ë	¿�» ��� Í É ¹�½G»Ë2À�Â2Ö�×G»�¹�Ð À�¾�½2À�¼�½2À�¹´Ö�¿�¼�¹�º�2 É ¹�½	Í2¹ � ¿�¹�À�º2¹�Ð4Ö�ñ Ø Ä¥À�Á£À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�ÍwË2À�¿�¹�½	Ì	ÍG»�Â�»£L,Í2¾�¾�»¥¼
¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î¥À�Á�À�Á�Ó·¹�½	½	Ò6Î¯Ï�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î�[]¹�Á�¹�Ï�» Ø

�����! ¸yq#"yx#¸yv%$SC
C
Ô
c � ºG»�Ñ�Â2Í	×	½	Òe¹T»�Á�¾�À�Â�3K¿�½	Òe¹PË2À�ÂGÀ�2�Í	¿�¹~Â�7�½	Òe¹]Ë2À�¾�¿�À�Ê'½	½	Òe¹�Ô2Ú�À�¿�À�º	Òe¹

Ð,À�Ï�Ö�¿\Í2Ð,¹�¿�7KºG»�Ñ�Â2Í	×	½	Òe¹�Ñ�½G»�×2¹�½	Í	Ê É »�2!¹�¼�À É ½2À�õ!ÍT¿�À�õ,2!¹�¾�¿�º2À�Ú�¹�8 Ω � À�¿�Ú	º	Ò1¿�À�¹�Ð4½2À�2!¹�¾�¿�¼�À¼
R
n 8 |A| � Ð,¹�ºG»=[]¹�Á�¹�Ï�»=Í	Ñ�Ð,¹�º	Í2Ð,À�Ï�À�Ð4½2À�2!¹�¾�¿�¼#»

A ⊂ R
n 8 v Ô w � ¼�¹�¾�»�½G»

Ω
Ô2¿ Ø ¹ Ø ½2¹�À�¿�º	Í'i

ÌG»�¿�¹~Â�7�½	Òe¹KÂGÀ�Ú'»�Â�7�½2À·Í	½	¿�¹�Ï�º	Í	º	Ö�¹�Ð4Òe¹P½G»
Ω
=PÖ�½	Ú	Ì	Í	Í�Ô�À�Á�ºG»�Ó�»�3KÓ!Í2¹�¾�Êp¼!½	Ö�Â�7!½G»TÐ4½2À�2!¹�¾�¿�¼�¹

½	Ö�ÂG¹�¼�À�õ�Ð,¹�º	Ò�8
w(E) =

∫
E w(x) dx

8
B(x, r) = {y ∈ R

n : |y − x| < r}
8
B̃(x, r) = B(x, r) ∩ Ω

8
Q � Ú	Ö'Á!¼

R
n ¾Kº2¹�Á�ºG»�Ð4Í�Ô	ËG»�ºG»�Â	ÂG¹~Â�7�½	ÒeÐ4Í£Ú�À�À�º É Í	½G»�¿�½	ÒeÐ À�¾�Ê	Ð68 ↪→ À�Ñ�½G»�×G»�¹�¿=½2¹�Ë	º2¹�º	Ò1¼�½2À�¹

¼�ÂGÀ�2!¹�½	Í2¹�8
p′ = p

p−1

Ø
& C('¯ryx�tSzGq	ryv*)'x,+.-G¸*/�x10�zGx�tSx#¸yv%$

& C @GC ��2 ryx�tSx,+,x#¸yv%$^vgz�0 2*� o ��3 q�)'x,+.-G¸*/�x54%)'zGx#r�u¢tSx#¸yv%$SC QP¹�º2¹�Ñ
Ap
Ô
1 < p < ∞,À�Á�À�Ñ�½G»�×G»�¹�Ð Ú'Â�»�¾�¾P¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î>=PÖ�½	Ú	Ì	Í	õ�Ô'Ö É À�¼�ÂG¹�¿�¼�À�º#Ê<3KÓ!Í'Î¥Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í�36� »�Ú�¹�½'Î�»�Ö�Ë	¿�»£Ã Ä�Ä�Å 5

sup
Q⊂Rn




1

|Q|

∫

Q

w(x) dx







1

|Q|

∫

Q

w(x)−
1

p−1 dx




p−1

<∞.

7�8*9!:�;<:�=<:!>*?*:A@CBED�B,d�Ö É ¹�Ð Ï�À�¼�À�º	Í	¿�72Ô	×	¿�À!ËG»�ºG»T¼�¹�¾�À�¼ (w, v) Ë	º	Í	½G» É ÂG¹�2�Í	¿=Ú'Â�»�¾�¾�Ö Aα
p,q

Ô
0 < α < n

Ô
1 < p, q <∞

Ã Ä Þ ÅjÔ2¹�¾~Â2Í

sup
Q⊂Rn

|Q|α/n+1/q−1/p

(
1

|Q|

∫

Q

v(x) dx

)1/q(
1

|Q|

∫

Q

w(x)1−p′ dx

)1/p′

<∞.

7�8*9!:�;<:�=<:!>*?*:F@CBG@CB d�Ö É ¹�Ð Ï�À�¼�À�º	Í	¿�72Ô!×	¿�À ËG»�ºG»ö¼�¹�¾�À�¼
(w, v)

Ë	º	Í	½G» É ÂG¹�2�Í	¿ÜÚ'Â�»�¾�¾�Ö
A∗(p, q)

Ô
1 < p, q <∞

Ã ; ÅjÔ	¹�¾~Â2Í

sup
Q⊂Rn

(
1

|Q|

∫

Q

v(x)qdx

)1/q(
1

|Q|

∫

Q

w(x)−p′dx

)1/p′

<∞.
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�£x�o�oKq & C��7C��\ 2�����

0 < α < n, 1 < p, q <∞
�¥
�/10 - �	$A��$	/  2��� - 
����

1)
�����¯
'��� - 
�/ �
	1 	$	���	�	�

w
�
v
�� ��´������
� ��T�´���A�����

r > 1
�
0 < ε < q − 1

�����	�A� * ��� -

sup
Q

|Q|α/n+1/(q−ε)−1/p

(∫

Q

v(x)rdx

) 1
(q−ε)r

(∫

Q

w(x)(1−p′)r dx

) 1
p′r

<∞; Æ Ä È

2)
$A� - �~"���������������$	/��	1 	$	���	�	�

a
�
b
����� - 
�/ * ��� - �� ��´������
� 2�������A��� -

δ > ε
����� - � * ��� -

(
a

δ
p , b

δ
q−ε
)
∈ A∗(p, q − ε).+�- � ���
(waε, vbε) ∈ Aα

p,q−ε.

C
IKÁ�À�Ñ�½G»�×	Í2Ð

∆ := sup
Q⊂Rn

|Q|α/n+1/(q−ε)−1/p

(
1

|Q|

∫

Q

v(x)b(x)ε dx

)1/(q−ε)(
1

|Q|

∫

Q

[
w(x)a(x)ε

]1−p′
dx

)1/p′

.

Ù À�Á�À�Í2Ð Í	½	¿�¹�Ï�ºG»�Â�»�ÐöË	º	Í2Ð,¹�½	Í2Ðö½2¹�ºG»�¼�¹�½2¾�¿�¼�À´J��¹~Â�7 É ¹�ºG»´¾PË2À�Ú'»�Ñ�»�¿�¹~ÂG¹�Ð r > 1.
XPÀ�Â2Ö�×	Í2Ð

∆ 6 sup
Q⊂Rn

|Q|α/n+1/(q−ε)−1/p

(
1

|Q|

∫

Q

v(x)rdx

) 1
r(q−ε)

(
1

|Q|

∫

Q

w(x)(1−p′)r dx

) 1
rp′

×

[(
1

|Q|

∫

Q

[
b(x)εr

′/(q−ε)
]q−ε

dx

) 1
q−ε(

1

|Q|

∫

Q

[
a(x)εr

′/p
]−p′

dx

) 1
p′

]1/r′
.

I\¿�Ú	Ö É »�¾~ÂG¹ É Ö�¹�¿´Ö�¿�¼�¹�º�2 É ¹�½	Í2¹PÂG¹�Ð,Ð4Ò Ø
B� ¾~Â2Ö�×G»�¹

0 < α < n
Ô
1 < p < n/α

Ô
1/q = 1/p− α/n

Í	Ñ�¼�¹�¾�¿�½2À´¾�À�À�¿�½2À�Û·¹�½	Í2¹

(wp/q, w) ∈ Aα
p,q ⇐⇒ w ∈ A1+q/p′ . Æ ð È

& C & C ��3 ryq	¸yv*"yx#¸y¸ � 0 ) - ryv*0 0 � zGq 2*� )'x#¸��yvyq�+,q z zGx#0 � z�/·s 2 r � 0 )'ryq	¸*0 )'zGq's��£x � x��
3 qAC d�Ö É ¹�ÐwÏ�À�¼�À�º	Í	¿�72Ô2×	¿�À�¼�¹�¾ w Ö É À�¼�ÂG¹�¿�¼�À�º#Ê	¹�¿´Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í�3^Ö É ¼�À�¹�½	Í	Ê7Ô2¹�¾~Â2Í£¾�Ö�Ó·¹�¾�¿�¼�Ö�¹�¿ C > 0¿�»�Ú�À�¹�ÔÕ×	¿�À

w(2Q) 6 Cw(Q) É Â2Ê ¼�¾�¹~Î Ú	Ö'Á�À�¼ Q ⊂ R
n ¾!º2¹�Á�ºG»�Ð4Í�ÔÕËG»�ºG»�Â	ÂG¹~Â�7�½	ÒeÐ4ÍcÚ�À�À�º É Í'i½G»�¿�½	ÒeÐ À�¾�Ê	Ð Ø

IK¾�½2À�¼�½2À�¹!Ö�¿�¼�¹�º�2 É ¹�½	Í2¹ É »�½	½2À�õ ¾�¿�»�¿�7�Í�Ë2À�Â2Ö�×2¹�½2À´Ë2À�¾�º2¹ É ¾�¿�¼�À�Ð ¿�¹�À�º2¹�Ð4ÒmU�À�õ2¹�ºG» � � Í'i
É ¹�½G» Ã Ä Þ ÅTÀ�Á À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�Í À�Ë2¹�ºG»�¿�À�ºG» Ë2À�¿�¹�½	Ì	ÍG»�Â�»

Iα
¼ Ú'Â�»�¾�¾�Í	×2¹�¾�Ú	Í'Î Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î

[]¹�Á�¹�Ï�»<5
��x � ryx�oKq & C���C��\ 2�����

0 < α < n
*
1 < p 6 q <∞.

(1) � ��"���
'��$A����
 -
‖Iαf‖Lq(Rn,v) 6 c‖f‖Lp(Rn,w) Æ ñ È


�/10 - �	$���������� * �����	���� ��´������
� 2���
r > 1

����� - � * ��� -

sup
Q

|Q|α/n+1/q−1/p

(∫

Q

v(x)rdx

)1/(qr)(∫

Q

w(x)(1−p′)r dx

)1/(p′r)

<∞. ÆûÝ�È

(2) � ���	� 0#"Õ����0 - � - ���A��� * ��� - p < q
��	1 	$	���	�	�

v
�
w1−p′  �� - 
��A����
 - "����T�� 2��� - 
���� ���
 - ��$	��� * � - Æ ñ È 
�/10 - �	$����������¢� - � ���!� � - ����� - � - � ��� * � - � ��� (w, v) ∈ Aα

p,q.



��� "���$	������$	$ - ������0 - ����$��	���������,�A�����!
 � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
�����!����� � � Þ�Ý
& C��7C��¯¸*)'x#r 2*� +*$ �yv � ¸y¸yq�$ )'x � ryx�oKqAC N]»�Ð Ë2À�½G» É À�Á�Í	¿�¾�Ê�¾~ÂG¹ É Ö43KÓ�»�Ê�Í	½	¿�¹�º	Ë2À�Â2Ê'Ì	Í2À�½'i½G»�Êp¿�¹�À�º2¹�ÐS»=L,Í2¾�¾�» � VÕÀ�º	Í	½G» � U�¿�¹�õ	½G» � _ ¹�õ2¾�»�¾�Í	Ñ�Ð,¹�½2¹�½	Í2¹�Ð Ð,¹�º	ÒmÃ ñGÔ2Ä � ÅjÔ	Ú�À�¿�À�º	Ö43^Ð4Ò

=]À�º2Ð4Ö�Â2Í	º	Ö�¹�Ð ¼�¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î¯¿�¹�º2Ð4Í	½G»�Î Ø
��x � ryx�oKq & C >AC �\ 2�����

pk, qk ∈ [1,∞)
�
vk, wk �


'�����P$��
Ω
*
k = 1, 2,

�
T �

�� C���	�	$A���	$	/1�
- 0A��"���� - " *!- 0#"Õ���Õ���A��$	$	/1� $��

Lp1(Ω, w1) ∩ Lp2(Ω, w2). � ���	� T : Lp1(Ω, w1) ↪→ Lq1(Ω, v1)�e$ - "A� - �
M1

�
T : Lp2(Ω, w2) ↪→ Lq2(Ω, v2)

�e$ - "A� - �
M2

* � -

T : Lpt(Ω, wt) ↪→ Lqt(Ω, vt)

�e$ - "A� - �
M 6M1−t

1 M t
2

* � �Õ�
1

pt
=

1

p1
+

(
1

p2
−

1

p1

)
t,

1

qt
=

1

q1
+

(
1

q2
−

1

q1

)
t, ÆûÞ�È

wt = w
(1−t)

pt
p1

1 w
t
pt
p2

2 , vt = v
(1−t)

qt
q1

1 v
t
qt
q2

2 , 0 < t < 1. Æ.;�È

�7C ��3 ryq	¸yv*"yx#¸y¸ � 0 ) -+,vy¸yx��y¸*/·s ��2 x#ryq�) � r � z
z ��������� x#¸y¸*/·s 3 ryq	¸7t�� 2 r � 0 )'ryq	¸*0 )'zGq's �£x � x 3 q

��x � ryx�oKq �7C @GC �\ 2�����
1 < p, q < ∞

*
w
�
v �

��
���
'�����p$��
Ω ⊆ R

n 5 �\ 2�������	�	$A���	$	/1�- 0A��"���� - "
T
- � "���$	������$`�2¥0#" - ���~"���$A����
��

Lp(Ω, w)

c0#" - ���~"���$A����
 -

Lq(Ω, v)
� - � "���$	������$

�2K0#" - ���~"���$A����
��
Lp0(Ω, wap−p0)

�p0#" - ���~"���$A����
 -
Lq0(Ω, vbq−q0)

�����p$A��� - � - "�/ �´��
� �����A�����
1 < p0 < p

*
1 < q0 < q

�¥$A��� - � - "�/ �p��
� �p$A� - �~"���������������$	/ ��$��
Ω
	1 	$	���	�	�

a ∈ Lp(Ω, w)
�

b ∈ Lq(Ω, v)
5

+�- � ��� - 0A��"���� - "
T
- � "���$	������$ �2�
'��� - 
 - � - - � - � �´��$	$ - � - � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
�� �!����� � �

L
p),θ
a (Ω, w)


�
'��� - 
 - � - � - � �´��$	$ - � � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
 - �!����� � �
L
q),θq/p
b (Ω, v)

5
C
h]Â2ÊpË	º2À�Í	Ñ�¼�À�Â�7�½2À�Ï�À´Ë2À�ÂGÀ�2�Í	¿�¹~Â�7�½2À�Ï�À�×	Í2¾~Â�»

θ1
Í2Ð,¹�¹�Ð

‖Tf‖
L
q),θ1
b (Ω,v)

= sup
0<ε<q−1

ε
θ1
q−ε ‖Tf‖Lq−ε(Ω,vbε) = max{A,B},

Ï É ¹
A = sup

0<ε6q−q0

ε
θ1
q−ε ‖Tf‖Lq−ε(Ω,vbε), B = sup

q−q0<ε<q−1
ε

θ1
q−ε ‖Tf‖Lq−ε(Ω,vbε). Æ 9 È

� �A��$	�	�·
'���	�����	$	/
A.
XPÀ�Í	½	¿�¹�º	Ë2À�Â2Ê'Ì	Í2À�½	½2À�õ�¿�¹�À�º2¹�Ð,¹!Ä Ø Ý ¾PËG»�ºG»�Ð,¹�¿�ºG»�Ð4Í

p1 = p, p2 = p0, q1 = q, q2 = q0, v1 = w, v2 = wap−p0 , w1 = v, w2 = vbq−q0

Ë2À�Â2Ö�×G»�¹�Ð1Ô	×	¿�À
‖Tf‖Lq−ε(Ω,vbε) 6M1−t

1 M t
2‖f‖Lpε(Ω,wap−pε ),

pε =
(
1
p + t

(
1
p0

− 1
p

))−1
, t = εq0

(q−q0)(q−ε)
É Â2Êp¼�¾�¹~Î ε ∈ [0, q − q0].

USÂG¹ É À�¼#»�¿�¹~Â�7�½2À	Ô

A 6 sup
0<ε6q−q0

M1−t
1 M t

2ε
θ1
q−ε ‖f‖Lpε (Ω,wap−pε)

6 sup
0<ε6q−q0

M1−t
1 M t

2ε
θ1
q−ε (p− pε)

− θ
pε sup

0<p−pε6p−p0

(p− pε)
θ
pε ‖f‖Lpε (Ω,wap−pε).



Þ�Þ :4����" �'�������A��
 365 � 5
� ×	Í	¿�Ò1¼#»�Ê7Ô	×	¿�À t = p0(p−pε)

pε(p−p0)
,
Ë2À�Â2Ö�×	Í2Ð

A 6 C(p0, q0)‖f‖Lp),θ
a (Ω,w)

,
Ï É ¹

C(p0, q0) = sup
0<t61

M1−t
1 M t

2

(
tq(q − q0)

q0 + t(q − q0)

)−θ
(

1−t
q

+ t
q0

)(
tp(p− p0)

p0 + t(p− p0)

)θ1
(

1−t
p

+ t
p0

)

.

_ Ò É ¹~Â2Í	¼?Í	Ñ Ë	ºG»�¼�À�õø×G»�¾�¿�Íø¾�À�Ð4½2À�2�Í	¿�¹~Â�7
tθ1

1
q
−θ 1

p
Ô�Ð,À�2�½2À?¾ É ¹~Â�»�¿�7 ¼�Ò1¼�À É 5 � - $A������$A���

C(p0, q0)
� - $A����$�� * �����	�

θ1 =
q
pθ
5

� �A��$	�	�g
'���	�����	$	/
B
Ø _ À�¾�Ë2À�Â�7�Ñ�À�¼#»�¼�Û!Í2¾�7 ½2¹�ºG»�¼�¹�½2¾�¿�¼�À�Ð J��¹~Â�7 É ¹�ºG» ¾ÜË2À�Ú'»�Ñ�»�¿�¹~ÂG¹�Ð

q0
q−ε > 1

Ô'Ë2À�Â2Ö�×	Í2Ð

‖Tf‖Lq−ε(Ω,vbε) 6 ‖b‖
q
(

1
q−ε

− 1
q0

)

Lq(Ω,v) ‖Tf‖Lq0 (Ω,vbq−q0 ),¿�»�Ú¥×	¿�À

B 6 sup
q−q0<ε<q−1

ε
θ1
q−ε ‖b‖

q
(

1
q−ε

− 1
q0

)

Lq(Ω,v) ‖Tf‖Lq0 (Ω,vbq−q0 )

= (q − q0)
−

θ1
q0 ‖b‖

− q
q0

Lq(Ω,v) sup
q−q0<ε<q−1

ε
θ1
q−ε ‖b‖

q
q−ε

Lq(Ω,v)(q − q0)
θ1
q0 ‖Tf‖Lq0 (Ω,vbq−q0 )

6 inf
0<q−q0<q−1

(
h−1(q − q0) sup

q−q0<ε<q−1
h(ε)

)
·A = A.

Ï É ¹PÀ�Á�À�Ñ�½G»�×2¹�½2À h(ε) := ε
θ1
q−ε ‖b‖

q
q−ε

Lq(Ω,v)

Ø IKÁ���¹ É Í	½	Ê'Ê¥À�Ì2¹�½	Ú	Í É Â2Ê A Í
B
Ô�Ë2À�Â2Ö�×	Í2ÐwÖ�¿�¼�¹�º�2 É ¹~i½	Í2¹P¿�¹�À�º2¹�Ð4Ò ð Ø Ç Ø B

����� :��	�*>*?*:�

BG@CB _ ¾~Â2Ö�×G»�¹ p0
q0

= p
q

¾�Ë	ºG»�¼�¹ É Â2Í	¼�À C(p0, q0) = max
{
M1

( q
p

) θ
p ,M2

( q
p

) θ
p0

}
.

��C � 0�¸ � zG¸ � x 4%)'zGx#r�u¢tSx#¸yvyx
_ ºG»�Á�À�¿�¹=Ã Ä Ç Å�Ë2À�Â2Ö�×2¹�½2À�½2¹�À�Á�Î#À É Í2Ð,À�¹!Í É À�¾�¿�»�¿�À�×	½2À�¹TÖ�¾~ÂGÀ�¼�Í2¹TÀ�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�Í�Ë2À�¿�¹�½	Ì	Í'i»�Â�»�L,Í2¾�¾�»·¼=¼�¹�¾�À�¼�À�Ð Ï�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼�¹![]¹�Á�¹�Ï�»�½G»·À�¿�º2¹�Ñ�Ú�¹ [0, 1] 5��x � ryx�oKq ��C @GC �\ 2�����

0 < α < 1
*
1 < p <∞

*
θ > 0

�
q = p/(1−αp)

5e+�- � ���P$A��"���
'��$A����
 -
‖Iα(fwα)‖Lq),θ(1+αq)([0,1],w) 6 c‖f‖Lp),θ([0,1],w)
�/10 - �	$����������¢� - � ���!��� - ����� - � - � ��� * � - � ���

w ∈ A1+q/p′
5

N]»·À�¾�½2À�¼#»�½	Í	Í£¿�¹�À�º2¹�Ð4ÒYð Ø Ç Ð4ÒÜÐ,À�2!¹�ÐöË2À�Â2Ö�×	Í	¿�7 É ¼�Ö#Î'¼�¹�¾�À�¼�Ö43 À�Ì2¹�½	Ú	Ö�½2À�º2Ð4ÒÜË2À�¿�¹�½	Ì	Í'i
»�Â�»�L,Í2¾�¾�»·Ë2À

R
n ¼�¼�¹�¾�À�¼�Ò6Î¥À�Á�À�Á�Ó·¹�½	½	Ò6Î¯Ï�ºG»�½ É i Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»�Î�[]¹�Á�¹�Ï�»<5

��x � ryx�oKq ��C & C��\ 2�����
0 < α < n

�
1 < p < q <∞

5 �\ 2�����
1) (w, v) ∈ Aα

p,q �
2) v

�
w1−p′  �� - 
��A����
 - "����T�] 2��� - 
����  ���
 - ��$	���

�
3)
�����¯$A��� - � - "�/ �c���A�����

r > 1
�
0 < ε0 < q − 1


�/10 - �	$����������p 2��� - 
��A�

sup
Q

|Q|α/n+1/(q−ε0)−1/p0

(∫

Q

v(x)rdx

) 1
(q−ε0)r

(∫

Q

w(x)(1−p′0)r dx

) 1
p′
0
r

<∞, p0 6 q − ε0;

4)
$A� - �~"���������������$	/�� 	1 	$	���	�	�

a
�
b
����� - 
�/ * ��� - �� ��´������
� 2�������A��� -

δ > ε0
����� - � * ��� -

(
a

δ
p0 , b

δ
q−ε0

)
∈ A∗(p0, q − ε0)

� 	1 	$	���	�	�
vbε0

�
(waε0)1−p′0

 �� - 
��A����
 - "����T�T 2��� - 
����Y ���
 - � 	
$	��� 5



��� "���$	������$	$ - ������0 - ����$��	���������,�A�����!
 � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
�����!����� � � Þ0;
+�- � ��� - 0A��"���� - " �,�A�����

Iα
- � "���$	������$ �2 - � - � �´��$	$ - � - � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
�� �!����� � �

Lp,θ
a (Rn, w)


 - � - � �´��$	$ - � � "���$#�
	 0#" - ���~"���$A����
 - �!����� � �
L
q,θq/p
b (Rn, v)

*
θ > 0

5
C
O�ÑPÖ�¾~ÂGÀ�¼�Í	õ Ç�È Í¥Ä È ¼�¾�Í'Â2Ö´¿�¹�À�º2¹�Ð4Ò Ä Ø ñ=¾~ÂG¹ É Ö�¹�¿=À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�7´À�Ë2¹�ºG»�¿�À�ºG»�L,Í2¾�¾�»!Í	ÑË	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#»

Lp(Ω, w)
¼eË	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼�À

Lq(Ω, v)
Ô�Í	ÑSÖ�¾~ÂGÀ�¼�Í	õ�ð È Í]ñ È ½G»eÀ�¾�½2À�¼#»�½	Í	ÍTÂG¹�Ð,Ð4Ò Ä Ø ðÍ�¿�¹�À�º2¹�Ð4Ò^Ä Ø ñp¾~ÂG¹ É Ö�¹�¿¯¹�Ï�À�À�Ï�ºG»�½	Í	×2¹�½	½2À�¾�¿�7¯Í	Ñ!Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼#» Lp0(Ω, waε0)

¼�Ë	º2À�¾�¿�ºG»�½2¾�¿�¼�À
Lq−ε0(Ω, vbε0)

Ø Vy»�Ú	Í2Ð À�Á�ºG»�Ñ�À�Ð1Ô�Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í	Ê=¿�¹�À�º2¹�Ð4Ò ð Ø Ç ¼�Ò1Ë2À�Â2½2¹�½	Ò`Í=¿�¹�Ðc¾�»�Ð4ÒeÐ¢¿�¹�À�º2¹�ÐS»]ñ Ø ÄÉ À�Ú'»�Ñ�»�½G» Ø
Bk +,x�t<0 )'zGvyx��C��7C �\ 2�����

Ω ⊆ R
n * 0 < α < n

*
1 < p < n/α

*
1/q = 1/p−α/n

*
w ∈ A1+q/p′�
	1 	$	���	�	�

w
�
w−p′/q  �� - 
��A����
 - "����T�] 2��� - 
����  ���
 - ��$	��� 5

+�- � ���
Iα : Lp,θ(Ω, wp/q) ↪→ Lq,θq/p(Ω, w)

5
C
O�ÑK¾�À�À�¿�½2À�Û·¹�½	Í	Ê Æ ð È ¾~ÂG¹ É Ö�¹�¿�Ô�×	¿�À]ËG»�ºG»�=PÖ�½	Ú	Ì	Í	õ (wp/q, w)

Ö É À�¼�ÂG¹�¿�¼�À�º#Ê	¹�¿·Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í�3 Ç�È¿�¹�À�º2¹�Ð4Ò ñ Ø Ä Ø USÂG¹ É À�¼#»�¿�¹~Â�7�½2À	Ô w ∈ A1+ q
p′

Ø U�Ö�Ó·¹�¾�¿�¼�Ö�¹�¿P×	Í2¾~ÂGÀ
ε > 0

¿�»�Ú�À�¹�Ô�×	¿�À
w ∈ A1+ q

p′
−ε
Ø

Ly¹�Û!Í	¼�¾�Í2¾�¿�¹�Ð4ÖPÖ�ºG»�¼�½2¹�½	Í	õ q−ε0
p′0

= q
p′−ε

Ô 1
q−ε0

= 1
p0
−α

n

Ô�Ë2À�Â2Ö�×	Í2Ð¥×	Í2¾~Â�»
p0
Í
ε0
Ô É Â2Ê]Ú�À�¿�À�º	Ò6ÎÍ2Ð,¹�¹�¿ Ð,¹�¾�¿�À ¾�À�À�¿�½2À�Û·¹�½	Í2¹

A1+ q
p′

= A
1+

q−ε0
p′
0

Ø I\¿�Ú	Ö É »�¾~ÂG¹ É Ö�¹�¿�¼�Ò1Ë2À�Â2½	Í2Ð,À�¾�¿�7�Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í	Ê ð È
¿�¹�À�º2¹�Ð4Òmñ Ø Ä Ø XP¹�º	¼#»�Ê¢×G»�¾�¿�7£Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í	Êcñ È ¼�Ò1Ë2À�Â2½	Ê	¹�¿�¾�Ê7Ô4¿�»�ÚcÚ'»�Ú Ú'Â�»�¾�¾ A∗

p,q

¾�À É ¹�º�2�Í	¿ Ú�À�½'i¾�¿�»�½	¿�Ö�Ô�»¯¼�¿�À�ºG»�Ê � ¾�À�¼�ËG» É »�¹�¿�¾=Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í2¹�Ð^Ä È Ø Vy»�Ú	Í2Ð À�Á�ºG»�Ñ�À�Ð1Ô,¼�¾�¹´Ö�¾~ÂGÀ�¼�Í	Êc¿�¹�À�º2¹�Ð4Ò ñ Ø Ä
¼�Ò1Ë2À�Â2½2¹�½	Ò Í¥¾~ÂG¹ É ¾�¿�¼�Í2¹ É À�Ú'»�Ñ�»�½2À Ø

BI\¿�Ð,¹�¿�Í2Ð1Ô�×	¿�À=¼�¾~Â2Ö�×G»�¹!À�¿�º2¹�Ñ�Ú'»
[0, 1]

¿�¹�À�º2¹�ÐS»´ñ Ø Ä=¾�À É ¹�º�2�Í	¿ É À�¾�¿�»�¿�À�×	½	Ö43m×G»�¾�¿�7�3g¿�¹�À�i
º2¹�Ð4ÒÜñ Ø Ç Ë	º	Í¯¼�ÒeÁ�À�º2¹ w = w1−αp Ô v = w

Ô
b = 1

Ô
a = wα Ø

������������	
��������������������������������������! "�������#����$&%����#'(�!��������)�*�+-,"+�*.��/0�1�32!��%�������2���	
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