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d4Å�Æ�Æ�Ç[Å�È�É	Ê	Ë#Å�Ì�È�Æ�ÍÎÈ�Ì�Ï�É	Ê	ÍÂÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	ÍÂÑ	Ò2Í�Ó�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê	Í^eÔÉ2Ì�Ñ2Ê	Ð	Õ�Ì�ÉsÅ�Æ=ÖQÊ	Ð	Ê	È�Ð	×WÇVØ2Ï�È�Ì�Ð'Ù

Ú ÊsÅ�ÒsÏ�Ç1Û[PÜ×VÝ�Å�Ç,Ì�Ð	Í	Ì�ÇÞØ2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò u(x) ß Ï�Ð2Ì�à	Ð2Ï�á�Æ�Ó'Ç,Ç,Ï�á δ Ù�ÖQÓ�Ð ß Ú Ê	á�â

ψ′′ = (k2 + u(x))ψ, u(x) =

N∑

j=1

γjδ(x− xj), k ∈ C. ã�ä�å
f�Ò2ÍvØ	É2Ï�Ê	Ý�Ë�Ï�Ò2æ�Ð2Ï�Õ�ÏçÐ2Ì�Ø	É2Ì�É	×1Ë�Ð2Ï�Õ�ÏçÉ2Ì�ènÌ�Ð	Ê	Í

ψ = ψ(x, k)
Ó�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê	Í ã�ä�å�é

ψ(x, k) = a(j, k)ekx + b(j, k)e−kx, x ∈ Ij = [xj , xj+1], ãëê�å
Ó�Æ�ÒsÏ�Ë�Ê	Í�Æ ß Å�à ß ÅçÌ�Õ�ÏìØ2Ì�É	Ë�×6íîØ	É2Ï�Ê	Ý�Ë�Ï�Ñ2Ð	×6í�ËìÓ�Ý�ÒsÌ xj â

lim
x→xj+0

ψ′(x, k)− lim
x→xj−0

ψ′(x, k) = γjψ(xj , k), ãëï�å
Ø2Ï�Ý�Ë�Ï�Ò2Í'ðJÈ�Ë�×1ÉsÅ�Ý�Ê	È�æ ß Ï�ñ�Ö�ÖQÊ Ú Ê2Ì�Ð	È�× a(j, k) é b(j, k) à2Ì�É2Ì�Ý a(j − 1, k) é b(j − 1, k)

Ê^ÐsÅ�á	È�Ê
Ç[Å�È�É	Ê Ú Ó�Ø2Ì�É2Ì�í#Ï�Ñ�ÅNËJÓ�Ý�ÒsÌ xj Æ�Ï�È�É2Ì�Ý ß Å Ij−1 = [xj−1, xj]

ÐsÅNÆ�ÒsÌ�Ñ2Ó�ðJò!Ê	á!Ï�È�É2Ì�Ý�Ï ß Ij Æ ß Ï�Ð Ú Å�Ç4Ê
xj
Ê
xj+1

â

(a, b)(j, k) = (a, b)(j − 1, k) × Sj(k), Sj(k) =
1

2k

(
2k + γj −γje2kxj

γje
−2kxj 2k − γj

)
. ãôó�å

õ
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k = 0
Û,S�Ï�Õ�Ñ�ÅìØ	É	Ê

u(x) = γjδ(x− xj)

ψ(x) =

{
c1 + c2x, x 6 xj;

c3 + c4x, x > xj,
⇒

{
c1 + c2xj = c3 + c4xj ;

c4 − c2 = γj(c1 + c2xj).

d4Å�Ý�É2Ì�è!Ê	Ëçñ�È�Ê�Ó�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê	Í�Ï�È�Ð2Ï�Æ�Ê	È�Ì�Ò2æ�Ð2Ï
(c3, c4) é ÐsÅ�í#Ï�Ñ2Ê2Ç é à	È�Ï

{
c3 = c1(1− γjxj)− c2γjxj

2;

c4 = c1γj + c2(1 + γjxj),
⇔ (c3, c4) = (c1, c2)

(
1− γjxj γ
−γjxj2 1 + γjxj

)
.

KNÐsÅ�ÒsÏ�Õ�Ê	à	Ð	×WÌ!Ë�×1à	Ê2Æ�ÒsÌ�Ð	Ê	Í�Ø	É	Ê
k 6= 0

Ø	É	Ê	Ë�Ï�Ñ2Í'È ß Ö�Ï�É2Ç4Ó�ÒsÌ ãôó�å Ê�Ç[Å�È�É	Ê Ú Ì Sj(k) é�ß Ï�È�Ï�É	Ó�ðÇ4×VÐsÅ�Ý�×1Ë#Å�Ì�Ç�� ��!#"$!&%�')( *+%�,.-�"/(0'1*+2�3�!&-�*4(0565�!87�%�247sÛ
9 Ì�Õ ß ÏîË�Ê'ÑsÌ�È�æ é à	È�ÏvÑ2Ë�Ï�á	Ð2Ï�Ç4Ó�Ø2Ì�É2Ì�í#Ï�Ñ2Ó�ÆìÏ�È�É2Ì�Ý ß Å Ij−1 ÐsÅvÏ�È�É2Ì�Ý�Ï ß Ij+1 é Æ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ó�Ì�ÈØ	É2Ï�Ê	Ý�Ë�Ì�ÑsÌ�Ð	Ê2Ì!Æ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ó�ðJò!Ê'í�Ç[Å�È�É	Ê Ú Si Æ i = j, j + 1

â

(a, b)(j + 1) = (a, b)(j)Sj+1 = (a, b)(j − 1)SjSj+1,

Å Ë Æ�Ò2Ó�àsÅ�Ì ß Ï�Ð2Ì�à	Ð2Ï�áLÆ�Ó'Ç,Ç4× ã�ä�å ÆîÓ�Ý�Ò�Å�Ç4Ê x1 < x2 < . . . < xn é/: Æ�Ó'Ç,Ç[Å�É	ÐsÅ�Í<;ÎÇ[Å�È�É	Ê Ú ÅÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	Í�Ê2Ç,Ì�Ì�ÈçÆ�ÒsÌ�Ñ2Ó�ðJò!Ê	áîË�Ê'Ñ�â

S(n; k) = S1(k) . . . Sn(k) =

(
a(k) b(k)
b(−k) a(−k)

)
, a(k)a(−k) = 1 + b(k)b(−k). ã>=�å

SgÅ ßÂß Å ß ñ�ÒsÌ�Ç,Ì�Ð	È�Å�É	Ð	×WÌçÇ[Å�È�É	Ê Ú ×YÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	Í�Ê2Ç,Ì�ðJÈîËîÐ	Ó�ÒsÌ
k = 0

Ø2Ï�Ò2ð©ÆnØ2Ì�É	Ë�Ï�Õ�ÏîØ2Ï�É#Í�Ñ ß ÅË�Ï�Ý�Ð	Ê ß Å�Ì�ÈîË�Ï�Ø	É2Ï�ÆìÏçØ2Ï�É#Í�Ñ ß ÌnØ2Ï�Ò2ð©Æ�ÅçË�Ð	Ó�ÒsÌüÓ�Ê'íÜØ	É2Ï�Ê	Ý�Ë�Ì�ÑsÌ�Ð	Ê	Í ã>=�å Û©Z©Ê�?!Ì ã Æ�Ç1ÛJÒsÌ�Ç,Ç4Ó ä�å@ Ó�ÑsÌ�È1ÑsÏ ß Å�Ý�Å�Ð2Ï é à	È�ÏWØ2Ï�É#Í�ÑsÏ ß Ø2Ï�Ò2ð©Æ�Å6ñ�È�Ï�Õ�ÏWØ	É2Ï�Ê	Ý�Ë�Ì�ÑsÌ�Ð	Ê	ÍüÐ2Ì[Ç,Ï�?!Ì�ÈJØ	É2Ì�Ë�Ï�Æ�í#Ï�Ñ2Ê	È�æQÌ�Ñ2Ê	Ð	Ê Ú ×�Û` : Ø	É#Í	Ç,Ï�áA;=Ý�Å�Ñ�Å�à2ÌQÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	ÍîÈ�É2Ì @ Ó�Ì�È�Æ�ÍîØ2Ï�Æ�È�É2Ï�Ê	È�æçÖQÓ�Ð'Ñ�Å�Ç,Ì�Ð	È�Å�Ò2æ�Ð	Ó�ðÔÆ�Ê2Æ�È�Ì�Ç4Ó�É2Ì�ènÌ�Ù
Ð	Ê	á�Ó�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê	Í�eÔÉ2Ì�Ñ2Ê	Ð	Õ�Ì�ÉsÅCB©Ó @ ×1Ë#Å�ðJò!Ê2ÇÞÐsÅ @ Ì�Æ ß Ï�Ð2Ì�à	Ð2Ï�Æ�È�Ê Ø2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�ÒsÏ�Ç u(x) â

ψ′′ = (k2 + u(x))ψ, u(x) → 0, x→ ±∞. ã>D�å
dgÌ�ènÌ�Ð	Ê	ÍvÓ�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê	ÍveÔÉ2Ì�Ñ2Ê	Ð	Õ�Ì�ÉsÅ ã�ä�å�é#ß Ï�È�Ï�É	×WÌQÊ2Ç,Ì�ðJÈnà	Ê2Æ�È�Ï!ñ ß Æ�Ø2Ï�Ð2Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò2æ�Ð2Ï�Ì�Ø2Ï�Ë�Ì�ÑsÌ�Ð	Ê2ÌØ	É	Ê

x → +∞ Ê'Ò2Ê Ø	É	Ê
x → −∞ ÐsÅ�Ý�×1Ë#Å�ðJÈ�Æ�Í Ë È�Ì�Ï�É	Ê	Ê ÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	ÍFEHG�%�I�3�2474"/2KJ$,.56')(�Û

`_ÉsÅ�Æ�Æ�Ç[Å�È�É	Ê	Ë#Å�Ì�Ç,Ï�Ç_ÐsÅ�Ç4Ê ÖQÊ	Ð	Ê	È�Ð2Ï�ÇÔÆ�Ò2Ó�àsÅ�ÌîØsÅ�ÉsÅ�ÖQÓ�Ð ß Ú Ê	á cQÏ�Æ�È�Å é Æ�Ë�Í'Ý�Å�Ð	ÐsÅ�Í ÆvØ	ÉsÅ�Ë�Ï�áØ2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�Æ�È�æ�ð?Æ�Ø2Ì ß È�ÉsÅ�Ò2æ�Ð2Ï�Õ�Ï=ØsÅ�ÉsÅ�Ç,Ì�È�ÉsÅ

R2
+ = {k ∈ C, Re k > 0}, ãML�å

Ï�Ø	É2Ì�ÑsÌ�Ò2Í	Ì�È�Æ�Í�Æ�ÒsÌ�Ñ2Ó�ðJò!Ê2ÇÞÏ @ ÉsÅ�Ý�Ï�Ç1â

ψ+
1 (x, k) =

{
ekx, x ≈ −∞;

a(k)ekx + b(k)e−kx, x ≈ ∞,
ã>N�å

ψ−1 (x, k) =

{
a(k)e−kx − b(−k)ekx, x ≈ −∞;

e−kx, x ≈ ∞.
ã>O�å

H @ Åçñ�È�Ê É2Ì�ènÌ�Ð	Ê	Í Æ�È�É2Ì�Ç4Í'È�Æ�Í ß Ð	Ó�Ò2ð?ÐsÅ : Æ�Ë�Ï�Ì�áA; @ Ì�Æ ß Ï�Ð2Ì�à	Ð2Ï�Æ�È�Ê é�ß Ï�Õ�Ñ�ÅvÆ�Ø2Ì ß È�ÉsÅ�Ò2æ�Ð	×1áÂØsÅ�ÙÉsÅ�Ç,Ì�È�É
k
ÐsÅ�í#Ï�Ñ2Ê	È�Æ�ÍÜËìØ	ÉsÅ�Ë�Ï�á�Ø2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�Æ�È�Ê ãML�å�é Å!Ê'ívË�É2Ï�Ð2Æ ß ÊsÅ�Ð 〈f, g〉 = fg′ − f ′g

â

〈ψ+
1 (x, k), ψ

−
1 (x, k)〉 = 〈a(k)ekx + b(k)e−kx, e−kx〉 = −2ka(k). ã�ä���å
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RQÏ�ñ�È�Ï�Ç4ÓîÐ	Ó�Ò2Ê

a(k)
Ë=Ø	ÉsÅ�Ë�Ï�áÜØ2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�Æ�È�Ê Ï�Ø	É2Ì�ÑsÌ�Ò2Í'ðJÈ 56,��.56'��0!&%�%	� !�
.%�(��!&%�247

λ = −k2Æ�Ø2Ì ß È�ÉsÅ�Ò2æ�Ð2Ï�á�Ý�Å�Ñ�Å�à	Ê ã�ä�å ÆüÐ	Ó�ÒsÌ�Ë�×WÇ4Ê ß ÉsÅ�Ì�Ë�×WÇ4Ê�Ó�Æ�ÒsÏ�Ë�Ê	Í	Ç4Ê Ø	É	Ê x → ±∞ Û1füË�Ï�á2Æ�È�Ë�Ì�Ð	Ð2Ï�Ì
ß ã>N�å É2Ì�ènÌ�Ð	Ê2Ì ã>O�å Æ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ó�Ì�È�Ý�Å�Ç,Ì�Ð2Ì x → −x ÊÎÏ @ ÉsÅ�ònÌ�Ð	Ê	ð Ç[Å�È�É	Ê Ú × ÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	Í ã>=�å Ûf!Ï�Ø2Ï�Ò2Ð	Ê	È�Ì�Ò2æ�ÐsÅ�ÍvØsÅ�ÉsÅüÖQÓ�Ð ß Ú Ê	á�cQÏ�Æ�È�Å ψ±2 (x, k) é Æ�Ë�Í'Ý�Å�Ð	ÐsÅ�Í�ÆWÒsÌ�Ë�Ï�á�Ø2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�Æ�È�æ�ð¿Æ�Ø2Ì ß ÙÈ�ÉsÅ�Ò2æ�Ð2Ï�Õ�Ï=ØsÅ�ÉsÅ�Ç,Ì�È�ÉsÅ é Ï�Ø	É2Ì�ÑsÌ�Ò2Í	Ì�È�Æ�Í�ËçÆ�Ò2Ó�àsÅ�Ì�ÖQÊ	Ð	Ê	È�Ð2Ï�Õ�ÏìØ2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò�Å=Ö�Ï�É2Ç4Ó�Ò�Å�Ç4Ê�â

ψ+
2 (x, k) = ψ−1 (x,−k), ψ−2 (x, k) = ψ+

1 (x,−k).
P�Ï�?ìÐ2ÏìØ	É2Ï�Ë�Ì�É	Ê	È�æ é à	È�Ï

ψ+
1 (x, k) = a(k)ψ+

2 (x, k) + b(k)ψ−1 (x, k) ã�ä�ä�å
Ê é à	È�Ï 〈ψ−1 , ψ+

2 〉 = 2k
Û

`K,��8*4(0')%�,.-�
.(�.(��!H*4(0565�!87�%�247�È�É2Ì @ Ó�Ì�È�Æ�ÍìË�Ï�Æ�Æ�È�Å�Ð2Ï�Ë�Ê	È�ænÖQÓ�Ð ß Ú Ê	ÊìcQÏ�Æ�È�Å©Ø2ÏQÇ[Å�È�É	Ê Ú Ì1ÉsÅ�Æ�ÙÆ�Ì�Í'Ð	Ê	Í�Û,dgÏ�Ò2æ��.(0%�%	���nÏ @ ÉsÅ�È�Ð2Ï�á�Ý�Å�Ñ�Å�à	ÊvËüÉsÅ�Æ�Æ�Ç[Å�È�É	Ê	Ë#Å�Ì�Ç,Ï�ÇÞÖQÊ	Ð	Ê	È�Ð2Ï�Ç Æ�Ò2Ó�àsÅ�ÌNÊ	Õ�ÉsÅ�ðJÈ!ñ�ÒsÌ�Ù
Ç,Ì�Ð	È�×

a(k) = a(N, k)
Ê
b(k) = b(N, k)

Ç[Å�È�É	Ê Ú ×?ÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	Í�ÛçU4Ñ2Ê	Ð2Æ�È�Ë�Ì�Ð	Ð2Ï�Æ�È�æ ÖQÊ	Ð	Ê	È�Ð2Ï�Õ�Ï
Ø2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò�Å�ÆüÝ�Å�Ñ�Å�Ð	Ð	×WÇ4Ê a(k) Ê b(k) @ ×6Ò�Å=Ó�Æ�È�Å�Ð2Ï�Ë�ÒsÌ�ÐsÅçÑ2Ë�Ó'Ç4Í�Æ�Ó�ònÌ�Æ�È�Ë�Ì�Ð	Ð2Ï�ÉsÅ�Ý�Ò2Ê	à	Ð	×WÇ4Ê
Æ�Ø2Ï�Æ�Ï @ Å�Ç4ÊÜËìÉsÅ @ Ï�È�Å�í�� ó� Ê�� D�� Û�Üz�|©|JmV@sC��N 2������������"������

S =
∏
Sj, � 
�� � ����� � 0#" - �2�
'� ����$	�A��� � - $A����$ - � - ���A���������A� �

����$A����"�$	/ �V������"���� "�������� � $	� � ãôó�å * � -�- ��
'��������
� �!"�!���
δ
� - �"����$	/W� 0 - ����$��	��������� 5 +�- �����

������"�����$�� �$#  	$	���	� � 2kS(k) � 
�� � ����� � �A��� - �Ü� ��������"2 	�A�� #"��!
v� - ���2�
k = 0

�2�������=���A� �2 �!%�
�!�	�î
��#�'&

lim
k→0

2kS(n, k) = α0(n)

(
1 −1
1 −1

)
,

�����N� - � #(# ���	�A��$A� α0(n) 6= 0

v���� ��#��� - ��ç�)� - 0 - � - �=��$	� � 5

C
`�Ë�Ì�ÑsÌ�Ç Æ�Ï ß ÉsÅ�ònÌ�Ð	Ð	×WÌüÏ @ Ï�Ý�ÐsÅ�à2Ì�Ð	Ê	Í

ej = exp(2kxj), ēj = exp(−2kxj), γ̂j = γj/2k.

f!Ï ß Å�Ý�Å�È�Ì�Ò2æ�Æ�È�Ë�ÏçØ	É2Ï�Ë�Ï�Ñ2Ê	È�Æ�ÍÜÊ	Ð'Ñ2Ó ß Ú Ê2Ì�áÜØ2Ïnà	Ê2Æ�Ò2Ó n Æ�Ï�Ç4Ð2Ï�?ìÊ	È�Ì�ÒsÌ�á�Ë=Ö�Ï�É2Ç4Ó�ÒsÌ

S =
n∏

j=1

(
1 + γ̂j −ejγ̂j
ēj γ̂j 1− γ̂j

)
=

(
a(n, k) b(n, k)
β(n,−k) a(n,−k)

)
,

Ê	Ý ß Ï�È�Ï�É2Ï�á�Æ�ÒsÌ�Ñ2Ó�ðJÈ=É2Ì ß Ó�É	É2Ì�Ð	È�Ð	×WÌüÖ�Ï�É2Ç4Ó�Ò2×
{
a(n, k) = (1 + γ̂n)a(n− 1, k) + γ̂nēnb(n− 1, k);

b(n, k) = −γ̂nena(n− 1, k) + (1− γ̂n)b(n− 1, k).
ã�ä�ê�å

ZQÌ�Ø2Ï�Æ�É2Ì�ÑsÆ�È�Ë�Ì�Ð	Ð	×WÇ Ë�×1à	Ê2Æ�ÒsÌ�Ð	Ê2Ì�Ç Ø2Ï�Ò2Ó�àsÅ�Ì�Ç é à	È�Ï

2k

{
a(n− 1, k) = α0 + 2kα1 + . . . ;

b(n− 1, k) = −α0 + 2kβ1 + . . . ,
⇒ 2k

{
a(n, k) = α0(1 + γnxn) + γn(α1 + β1) + . . . ;

b(n, k) = −α0(1 + γnxn)− γn(α1 + β1) + . . .

RQÏ�ñ�È�Ï�Ç4ÓÎÆ�Ó'Ç,Ç[Å
a(n′, k) + b(n′, k)

É2Ì�Õ�Ó�Ò2Í'É	ÐsÅ Ë È�Ï�à ß Ì k = 0
Ø	É	Ê

n′ = n é Ì�Æ�Ò2Ê Ï�ÐsÅ @ ×6Ò�Å
É2Ì�Õ�Ó�Ò2Í'É	ÐsÅnØ	É	Ê

n′ = n− 1
Û,R©É	Ê

n = 1
Ó�È�Ë�Ì�É ?nÑsÌ�Ð	Ê2ÌQÒsÌ�Ç,Ç4× Æ�ÒsÌ�Ñ2Ó�Ì�ÈçÊ	Ý�Ö�Ï�É2Ç4Ó�Ò2× ãôó�å Û B`LÐ2Ì�Ñ�Å�Ë�Ð2ÏçÏ�Ø	Ó @ Ò2Ê ß Ï�Ë#Å�Ð	Ð2Ï�á ÉsÅ @ Ï�È�Ì*� ä���� ÉsÅ�Æ�Æ�Ç[Å�È�É	Ê	Ë#Å�Ì�È�Æ�Í�Ó�Ø	É2Ï�ònÌ�Ð	Ð	×1áÜË#Å�É	ÊsÅ�Ð	È�Ï @ ÉsÅ�È�ÙÐ2Ï�áçÝ�Å�Ñ�Å�à	ÊvÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	Í é Ï�Æ�Ð2Ï�Ë#Å�Ð	Ð	×1ávÐsÅQÉsÅ Ú Ê2Ï�ÐsÅ�Ò2æ�Ð2Ï�á�Å�Ø	Ø	É2Ï ß Æ�Ê2Ç[Å Ú Ê	ÊîÈ�Ê	ØsÅ*� ê���é Ï�È�Ð2Ï�ènÌ�Ð	Ê	Í
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Ñ2Ë�Ó#íîÖQÓ�Ð ß Ú Ê	á�cQÏ�Æ�È�Å ã>N�å Ê ã>O�å�é Ø2Ï�ÑsÏ @ Ð	×6í ekx Ê e−kx, Æ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ì�Ð	Ð2Ï é ËìØ	ÉsÅ�Ë�Ï�á�Ø2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ�Ù
ß Ï�Æ�È�Ê ãML�å â

R(x, k) � ���= ψ+
1 (x, k)

ψ−1 (x, k)
× e−2kx. ã�ä�ï�å

` ß Å�à2Ì�Æ�È�Ë�ÌvÓ�Ý�ÒsÏ�Ë k = kj
Ê	Ð	È�Ì�É	Ø2Ï�Ò2Í Ú Ê2Ï�Ð	Ð2Ï�á Ý�Å�Ñ�Å�à	Ê^Ñ	Ò2Í R(x, k) = ρj(x) é k = kj é Ë�× @ Ê'Ù

ÉsÅ�ðJÈ�Æ�Í^Ð	Ó�Ò2Ê^ñ�ÒsÌ�Ç,Ì�Ð	È�Å
a(k)

Ç[Å�È�É	Ê Ú ×_ÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	Í�ÛÜR©É	Ê^ñ�È�Ï�Ç é Ë�Æ�Ê'Ò2Ó�Ø	É	Ê	Ë�Ì�ÑsÌ�Ð	Ð2Ï�Õ�Ï�Ë�×1ènÌÆ�Ï�Ï�È�Ð2Ï�ènÌ�Ð	Ê	Í ã�ä�ä�å
a(k) = 0 ⇒ ψ+

1 (x, k) = b(k)ψ−1 (x, k) ⇒ d

dx
ρj(x) = −2kjρj(x). ã�ä�ó�å

��� ����� �
	 � � � M�Ö�Ï�É2Ç4Ó�Ò2Ê	É2Ï�Ë#Å�Ð	ÐsÅ�Í=Ê	Ð	È�Ì�É	Ø2Ï�Ò2Í Ú Ê2Ï�Ð	ÐsÅ�ÍçÝ�Å�Ñ�Å�àsÅ ã�ä�ï�å�ésã�ä�ó�å Í'Ë�Ò2Í	Ì�È�Æ�ÍçÏ @ Ï @ ÙònÌ�Ð	Ê2Ì�Ç?I1Å�É	Õ�Ç[Å�Ð2Ï�Ë�Æ ß Ï�Õ�ÏÎÆ�Ò2Ó�àsÅ�Í N Ù�Æ�Ï�Ò2Ê	È�Ï�Ð	Ð	×6í Ø2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�ÒsÏ�Ë ã Æ�É�Û � O'éWä���� å�é�ß Ï�Õ�Ñ�ÅÂË�Ì�ònÌ�ÙÆ�È�Ë�Ì�Ð	Ð	×WÌ6Ó�Ý�Ò2×ÎÊ	Ð	È�Ì�É	Ø2Ï�Ò2Í Ú Ê	Ê kj é j = 1, . . . , N,
ÉsÅ�Æ�Ø2Ï�Ò�Å�Õ�Å�ðJÈ�Æ�ÍìË©Ø	ÉsÅ�Ë�Ï�áìØ2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�Æ�È�Ê ãML�åÊ ß Ð	Ê2Ç^ÑsÏ @ Å�Ë�Ò2Í'ðJÈ�Æ�Í N +1

Ó�Ý�ÒsÏ�ËìÆ
k = k′j = −kj

Ê
k0 = 0

Û[` Æ�Ê'Ò2Ó � ä���� Ø	É	ÊçÒ2ð @ Ï�Ç ÉsÅ�Æ�Ø2Ï�Ù
ÒsÏ�?!Ì�Ð	Ê	Ê Ó�Ý�ÒsÏ�Ë é Ê	Ð	È�Ì�É	Ø2Ï�Ò2Í Ú Ê2Ï�Ð	ÐsÅ�ÍÜÝ�Å�Ñ�Å�àsÅ ã�ä�ï�å�é�ã�ä�ó�å Ø2Ï�Ý�Ë�Ï�Ò2Í	Ì�È�Æ�È�É2Ï�Ê	È�æ�È�Ï�à	Ð	×WÌ�É2Ì�ènÌ�Ð	Ê	ÍÓ�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê	á�È�Ê	ØsÅ�����¿Ê����
��Û	`6Ï�Ø	É2Ï�Æ�Ï @ Ï�ÒsÌ�Ì�Ï @ ò!Ê'íçÑsÏ�Æ�È�Å�È�Ï�à	Ð	×6í�Ó�Æ�ÒsÏ�Ë�Ê	Í�íîÉ2Ì�Õ�Ó�Ò2Í'É	Ð2Ï�Æ�È�Ê
È�Å ß Ê'íîÉ2Ì�ènÌ�Ð	Ê	á é ËìÈ�Ì�É2Ç4Ê	ÐsÅ�í�Ó�Æ�ÒsÏ�Ë�Ê	á�ÐsÅ!ÉsÅ�Æ�Ø2Ï�ÒsÏ�?!Ì�Ð	Ê2Ì!Ó�Ý�ÒsÏ�ËìÊ	Ð	È�Ì�É	Ø2Ï�Ò2Í Ú Ê	Ê kj é Ø	É2Ì�ÑsÆ�È�Å�Ë�ÙÒ2Í	Ì�ÈJØ2Ï�ñ�È�Ï�Ç4ÓüÐ2Ì�Æ�Ï�Ç4Ð2Ì�Ð	Ð	×1áìÊ	Ð	È�Ì�É2Ì�Æ é Ë�×6í#Ï�Ñ2Í'ò!Ê	ánÝ�ÅWÉsÅ�Ç ß ÊìÏ @ ÉsÅ�È�Ð2Ï�ánÝ�Å�Ñ�Å�à	ÊnÉsÅ�Æ�Æ�Ì�Í'Ð	Ê	ÍüÑ	Ò2ÍÏ�Ø2Ì�ÉsÅ�È�Ï�É2Ï�Ë�eÔÉ2Ì�Ñ2Ê	Ð	Õ�Ì�ÉsÅ'Û

FAC������,À
a(k) � {gÀ N = 2

À
N = 3

R©É	Ê
N = 1, u(x) = γ1δ(x − x1)

Ì�Ñ2Ê	Ð2Æ�È�Ë�Ì�Ð	Ð	×1á�Ð	Ó�Ò2æ
k1
ÖQÓ�Ð ß Ú Ê	Ê 2ka(k) = 2k + γ1

ÐsÅ�Ù
í#Ï�Ñ2Ê	È�Æ�ÍÜËìØ	ÉsÅ�Ë�Ï�áÜØ2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�Æ�È�Ê�Ø	É	ÊÜÏ�È�É	Ê Ú Å�È�Ì�Ò2æ�Ð2Ï�Ç γ1

Û[U[Ç4ÓîÆ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ó�Ì�ÈvÆ�Ï @ Æ�È�Ë�Ì�Ð	ÐsÅ�Í
ÖQÓ�Ð ß Ú Ê	Í

ϕ(x) = e−k1|x−x1| → 0, x→ ±∞.R©É	Ê
N = 2

Ê Ø2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�ÒsÌ u(x) = γ1δ(x − x1) + γ2δ(x − x2)
É2Ì ß Ó�É	É2Ì�Ð	È�Ð	×WÌ=Ö�Ï�É2Ç4Ó�Ò2× ã�ä�ê�åÑ�Å�ðJÈ 2

a(k) = 1 +
1

2k
[γ1 + γ2] +

1

4k2
γ1γ2E12, E12 = 1− e2kx12 , xij �

���
= xi − xj . ã�ä�=�å

� ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê2Ì
a(k) = 0

Ñ	Ò2Í Ð	Ó�ÒsÌ�á Ë�É2Ï�Ð2Æ ß ÊsÅ�ÐsÅ ã�ä���å Ð2Ì�Æ ß Ï�Ò2æ ß Ï_Ó�Ø	É2Ï�òìÅ�Ì�È�Æ�Í Ë_Æ�Ò2Ó�àsÅ�Í�í
γ1 ± γ2 = 0 é Æ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ó�ðJò!Ê'í Ð2Ì�à2Ì�È�Ð	×WÇ ã à2Ì�È�Ð	×WÇ å Ë�Ì�ònÌ�Æ�È�Ë�Ì�Ð	Ð	×WÇxØ2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò�Å�Ç u(x)

Û
` àsÅ�Æ�È�Ð2Ï�Æ�È�Ê é Ø	É	Ê γ1 = 2, γ2 = −2 é x12 = −1

Ë^É2Ì�Ý�Ó�Ò2æ�È�Å�È�ÌÜà	Ê2Æ�ÒsÌ�Ð	Ð	×6í ñ ß Æ�Ø2Ì�É	Ê2Ç,Ì�Ð	È�Ï�ËÐsÅ�í#Ï�Ñ2Ê2Ç é à	È�ÏÎÆ�Ï�Ï�È�Ë�Ì�È�Æ�È�Ë�Ó�ðJònÌ�Ì Ó�ÉsÅ�Ë�Ð2Ì�Ð	Ê2Ì�Æ�Ë�Ï�Ñ2Ê	È�Æ�Í ß Ó�È�Ï�à	Ð2Ì�Ð	Ê	ð à	Ê2Æ�ÒsÌ�Ð	Ð	×6íLÝ�ÐsÅ�à2Ì�Ð	Ê	á
Ø2Ï�Ñ2Õ�Ï�Ð2Ï�à	Ð	×6í ß Ï�ñ�Ö�ÖQÊ Ú Ê2Ì�Ð	È�Ï�Ë=Ë=Ö�Ï�É2Ç4Ó�ÒsÌ

(1− k2)e2k = 1 ⇒ k = zn = C1(n) + C2(n) log n+ i(nπ + εn).

R©É	Ê
C1(n) ≈ 1.145 � C2(n) = −1 é εn = ε0

ñ�È�ÅÎÖ�Ï�É2Ç4Ó�Ò�ÅÎÏ ß Å�Ý�×1Ë#Å�Ì�È�Æ�Í¿Å�Æ�Ê2Ç4Ø	È�Ï�È�Ê	à2Ì�Æ ß ÊØ	ÉsÅ�Ë�Ê'Ò2æ�Ð2Ï�á Ê é Ë�ÑsÏ�Ø2Ï�Ò2Ð2Ì�Ð	Ê2Ì ß z0 = 0.9165633 é Ï�Æ�È�Å�Ì�È�Æ�Í Ø	É	Ê	Ë�Ì�Æ�È�Ê à	Ê2Æ�ÒsÌ�Ð	Ð	×WÌ�Ý�ÐsÅ�à2Ì�Ð	Ê	ÍÐ2Ì�Æ ß Ï�Ò2æ ß Ê'íçØ2Ì�É	Ë�×6í=Ð	Ó�ÒsÌ�áçË�É2Ï�Ð2Æ ß ÊsÅ�ÐsÅ é ÉsÅ�Æ�Ø2Ï�ÒsÏ�?!Ì�Ð	Ð	×6í�Ë�ÏQË�È�Ï�É2Ï�Ç ß Ë#Å�Ñ2ÉsÅ�Ð	È�ÌWØ2Ï�Ò2Ó�Ø'ÒsÏ�Æ ß Ï�ÙÆ�È�Ê
z1 ≈ −1.14 + 2.78i, z2 ≈ −1.85 + 5.60i, z3 ≈ −2.25 + 9.17i, . . .

2 ¯,��� N > 1
�2��®����Q����«���§�����°�¾'²����J¡�� ¢����!��ª���«�¡����

2ka(k) = 0
������������¢���®����J� ��� ¡�����¢�°������	ª!«�¢������ ª�¾���������s���������������2���	ªJ�1�2����������������� � ø"! £

3 # ��������ª�¢�°��������6��������������� �������g����¦�������� �������[§ ����²�� ����� λ = −z20
£
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���	º������
γ1 = 2

¾
γ2 = −2

£

���	º��	�
�
γ1 = −2

¾
γ2 = 2

¾
γ3 = 2

£ ���	º��	�
�
γ1 = 2

¾
γ2 = 2

¾
γ3 = −2

£
Z©Ó�Ò2Ê�Ë�È�Ï�É2Ï�Õ�Ï ß Ï�ñ�Ö�ÖQÊ Ú Ê2Ì�Ð	È�Å b(k) ÐsÅ�í#Ï�Ñ2Í'È�Æ�Í�Ø	É	Ê�ñ�È�Ï�ÇÞÍ'Ë�Ð2Ï	â

k2b(k) = 2(k − 1) sh(k) = 0 ⇒ k0 = 1, kn = inπ (n = ±1,±2, . . . ).

f�Ò2Ívà2Ì�È�Ð2Ï�Õ�Ï=Ø2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò�ÅìÐ	Ó�Ò2Ê a(k) Í'Ë�Ò2Í'ðJÈ�Æ�Í�Ì�Ñ2Ê	Ð	Ê Ú Å�Ç4Ê�Ñ	Ò2Í ±b(k) â
u(x) = u(−x) ⇒ b(−k) = −b(k) ⇒ a(k)a(−k) = 1− b2(k) = (1− b(k))(1 + b(k)). ã�ä�D�å
R©É	Ê

N = 3
Å�ÐsÅ�ÒsÏ�Õ�Ê	à	ÐsÅ�Í ã�ä�=�å Ö�Ï�É2Ç4Ó�Ò�Å!Ø	É	Ê	Ð	Ê2Ç[Å�Ì�È�Æ�ÒsÌ�Ñ2Ó�ðJò!Ê	áîË�Ê'Ñ�â

a(3, k) = 1 +
∑

j

γ̂j +
∑

i<j

γ̂iγ̂jEij + γ̂1γ̂2γ̂3E12E23, Eij = 1− e2kxij , ã�ä L�å

b(3, k) = −
∑

j

γ̂jej +
∑

i<j

γ̂iγ̂j(ei − ej) + γ̂1γ̂2γ̂3(e2 − e3 − e1 + e1ē2e3). ã�ä�N�å
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a�Å�Ç,Ì�È�Ê2Ç é à	È�ÏçÌ�Æ�Ò2Ê x1 = −1 é x2 = 0 é x3 = 1 é È�Ï E12 = E23 = 1− e2k é Ê é	ß Å ß Æ�ÒsÌ�ÑsÆ�È�Ë�Ê2Ì é

γ1
Ê
γ3
ËìÖ�Ï�É2Ç4Ó�Ò2Ó ã�ä L�å Ë�í#Ï�Ñ2Í'È=Æ�Ê2Ç,Ç,Ì�È�É	Ê	à	Ð2Ï ã È�Û	Ì�Û4Ø	É	ÊvÝ�Å�Ç,Ì�Ð2Ì γ1 ÐsÅ γ3 é γ3 ÐsÅ γ1 Ö�Ï�É2Ç4Ó�Ò�ÅÐ2Ì�Ç,Ì�Ð	Í	Ì�ÈçÆ�Ë�Ï�Ì�Õ�ÏìË�Ê'Ñ�Å å Û��È�Ï^Ø2Ï ß Å�Ý�×1Ë#Å�Ì�È é à	È�Ï�Ñ	Ò2Í Ï�Ñ2Ð2Ï�Ý�ÐsÅ�à	Ð2Ï�Õ�ÏÎË�Ï�Æ�Æ�È�Å�Ð2Ï�Ë�ÒsÌ�Ð	Ê	ÍLØ2Ï�È�Ì�Ð Ú ÊsÅ�Ò�Å^Ð	Ó4?ìÐ2Ï^Ý�ÐsÅ�È�æ^Ê

a(k) é Ê b(k) Û

���	º���� �
γ1 = 2

¾
γ2 = 2

¾
γ3 = 2

£ ���	º����
�
γ1 = −2

¾
γ2 = −2

¾
γ3 = −2

£

���	º����
�
γ1 = 2

¾
γ2 = −2

¾
γ3 = 2 � ��� ���	����������²�����«����W�g�����	ª�¢��[��¢��W��ª�¢�� � a(k)�6¢�� �����©����¢�ª���¢�����«��������N�����
N = 3 a(k) ≈ 1 − α

k2 e
−2kx31

¾
k = x+ iy = ρeiθ

¾
x < 0

£
�
	����������������������� ����!"���#����%$��'&��(�)�+*-,'.%�+���/��0���$���1����2.+	43���56�#�0��8729:�+��0�#�;20�<��#�;

a(k)
. § 2����0�0��+;=�����+�+>�	?�

�ÜÀg�'z#{gm	����{gm
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