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Oe¿�À�Á�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å2À�ÆÈÇ�Ã�À�Â	É	ÉËÊ�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	ÆÈÄYÌ�Ç�Ã�ÄYÌ�Ç�É	Í2Ã�¿�Î�À�ÆÐÏSÉ	Ñ�É	Î	ÉÓÒ!É	Â2À�Î�ÀXÔ	Â	É2Ä,Ã�Å	Õ'ÖPÇ�¿�Õ
ÏSÊ�Å	Î	×	É2À�Å½Ì�Ø2Ù�Å	ÚVÃ±Ä,Ã�Ç�À�Û2ÚJÜ1Ý�Ã�Â	Ê�Þ!É2Ã�Å½Ì�Í½Ì�Ø½ÀgÉ	ÑuÎ'Ø�Ì�¿�¿�É	Í2Ã�¿�Î	É'ßàÂ½Ì�Ý�À�Ç�K£áYZ7É'Ø2Ù�Ý�Ã�Â	Ç�Ì'áno_Â	É
É2¿�¿�Ø½Ã�Û½À�Á#Ì�Å	É	Éãâ�Ø	Ø2É	Ô	Ç�É	Í2Ã�¿�Î	É'ßbÊ�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	ÆbÁ#Ì�äNÅ	Ê�ÖÓÂ2À�Ø2Ù�É	å�Â½Ì�ÖPÇ±Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä4ÚæÁ�Ø½À�ä!Ã�Å	É	Õ7Ü,É	Ñ�Ê#ç
Í2Ã�Å	Å	ÚVÃuÂ½Ì�Ñ�Ø2É	Í	Å	ÚVÄ4É�ÄYÌ�Ç�Ã�ÄYÌ�Ç�É	Î'Ì�Ä4Ééèëê�ì�ábKxÌ�Ø½Ã�Ã�Ô	Â	ÉàÉ2¿�¿�Ø½Ã�Û½À�Á#Ì�Å	É	ÉíÇ�Ã�À�Â2Ã�Ä4ÚËÁ�Ø½À�ä!Ã�Å	É	ÕàÁ
Ô	Â2À�É	Ñ�Á�À�Ø2Ù�Å	Ú6ßgÀ�Ç�Î	Â	Ú1Ç�Ú6ßgÄ4Å2À�ä!Ã�¿�Ç�Á#Ì�ß¥Ô2À�Õ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�ÕbÄ4Å2À�å�À�Ä,Ã�Â	Å	Ú1ÆbÀ�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Âg]SÌ�Â�Û2É�á<Qqâ�Ç�À
Á�¿�Á�À�ÖËÀ�Í2Ã�Â2Ã�Û2Ù�Ç�Â2Ã�Ý�Ê�Ã�ÇîÀ�×2Ã�Å	É	Ç�Ù�À�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�ÂbÁ�Â½Ì�Ñ�Ø2É	Í	Å	Ú6ßgÁ�Ã�¿�À�Á�Ú6ßbÏSÊ�Å	Î	×	É2À�Å½Ì�Ø2Ù�Å	Ú6ßgÔ	Â2À�ç
¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á#Ì�ß7á£F�Â2Ã�Û2É¥â�Ç�É'ßîÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á±Á#Ì�äNÅ2À�Ã<Ä,Ã�¿�Ç�ÀïÑ�Ì�Å	É2ÄYÌ�Ã�Ç±Á�Ã�¿�À�Á�À�ÃNÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�ÀuHJÃ�ç
Ý�Ã�å�Ì'áËMk×2Ã�Å	Î'ÌãÄ4Å2À�å�À�Ä,Ã�Â	Å2À�å�ÀíÀ�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Â½Ìã]SÌ�Â�Û2ÉðÁãÁ�Ã�¿�À�Á�Ú6ßðÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á#Ì�ßðHJÃ�Ý�Ã�å�ÌàÝ�Ã�Â2Ã�Ç
Å½Ì�Í½Ì�Ø½À�¿«Â½Ì�Ý�À�Çñè ò�ì1É�è ó�ì�á¥FéÛ2Â	Ê�å�À�Æã¿�Ç�À�Â2À�Å	ÚJÜYÄ4Å2À�å�À�Ä,Ã�Â	Å	Ú1ÆàÀ�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Âñ]SÌ�Â�Û2ÉñÉ2Ä,Ã�Ã�ÇîÔ	Â	É'ç
Ø½À�ä!Ã�Å	É	Õ¥Á�¿�Ô2Ã�Î	Ç�Â½Ì�Ø2Ù�Å2À�ÆgÇ�Ã�À�Â	É	É¥À�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Â2À�Á2Ü�ÁïÇ�Ã�À�Â	É	É�Û2É2ÏJÏJÃ�Â2Ã�Å	×	É½Ì�Ø2Ù�Å	Ú6ßîÊ�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	Æ¥¿
Í½Ì�¿�Ç�Å	ÚVÄ4É�Ô	Â2À�É	Ñ�Á�À�Û2Å	ÚVÄ4É�Ü	Á!Ç�Ã�À�Â	É	É�É	Å	Ç�Ã�å�Â½Ì�Ø2Ù�Å	Ú6ßïÊ�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	Æ�Ü�Á!Ç�Ã�À�Â	É	ÉuÏSÊ�Å	Î	×	É2À�Å½Ì�Ø2Ù�Å	Ú6ß
Ô	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�ÉuÛ2Â�á!ôõ¿�Ä1áJè ö2Ü7÷'Üê�ø�ìõù�ákoSÀ�â�Ç�À�Ä4Ê±Ô2À�Ø2Ê�Í2Ã�Å	É2Ã!À�×2Ã�Å	Î	É±Û	Ø2Õ�Ä4Å2À�å�À�Ä,Ã�Â	Å2À�å�ÀïÀ�Ô2Ã�Â½Ì�ç
Ç�À�Â½Ì<]SÌ�Â�Û2É±Á«Ô	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�Ã!HJÃ�Ý�Ã�å�Ì«Õ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�ÕîÌ�Î	Ç�Ê#Ì�Ø2Ù�Å2À�Æ�Ñ�Ì�Û�Ì�Í2Ã�Æ�ákOTÀ�Û2Å2À�Ä,Ã�Â	Å2À�Än¿�Ø2Ê�Í½Ì�Ã
À�Ç�Ä,Ã�Ç�É2ÄàÉ	Ñ�Á�Ã�¿�Ç�Å	Ê�Ö^Ä,À�Å2À�å�Â½Ì�ÏSÉ	Öúèëê�ê�ì�á

OhÂ½Ì�Ý�À�Ç�ÃxÛ½À�Î'Ì�Ñ�Ú1Á#Ì�Ã�Ç�¿�Õb¿�Á�Õ'Ñ�Ùu¿�É2¿�Ç�Ã�Ä4ÚXÅ2Ã�Ø2É	Å2Ã�Æ	Å	Ú6ß�Û2É2ÏJÏJÃ�Â2Ã�Å	×	É½Ì�Ø2Ù�Å	Ú6ßîÊ�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	Æg¿
Û2Á�Ê'Ä,Ã�Â	Å	ÚVÄÓÀ�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Â2À�Äú]SÌ�Â�Û2ÉnÁãÁ�Ã�¿�À�Á�À�ÄæÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�Ã�HJÃ�Ý�Ã�å�Ìã¿�Àñ¿�Ä,Ã�ÒNÌ�Å	Å2À�ÆðÅ2À�Â2Ä,À�Æ�á
KGÂ	Ê�å�É2Ä4Éu¿�Ø½À�Á#Ì�Ä4É�Ü'Û½À�Î'Ì�Ñ�Ú1Á#Ì�Ã�Ç�¿�Õ7Ü½Í	Ç�ÀxÁ�Ã�¿�À�Á�ÚVÃSÏSÊ�Å	Î	×	É	É�Ü'Ê�Í½Ì�¿�Ç�Á�Ê�ÖPÞ!É2ÃPÁ<À�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø½Ã�Å	É	ÉuÁ�Ã�ç
¿�À�Á�À�å�ÀNÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á#ÌxHJÃ�Ý�Ã�å�ÌN¿�ÀN¿�Ä,Ã�ÒNÌ�Å	Å2À�ÆuÅ2À�Â2Ä,À�Æ�Ü2¿�Á�Õ'Ñ�Ú1Á#Ì�ÖPÇNâ�Ç�Ê£¿�É2¿�Ç�Ã�Ä4Ê�¿kÛ2Á�Ê'Ä,Ã�Â	Å	ÚVÄ
À�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Â2À�Äà]SÌ�Â�Û2É±ÁNâ�Ç�À�ÄãÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�Ã�á

\Ã�Ô2Ã�Â	Ù�Ô2Ã�Â2Ã�Æ'Û½Ã�ÄéÎbÉ	Ñ�Ø½À�ä!Ã�Å	É	ÖÈÅ2Ã�Î�À�Ç�À�Â	Ú6ßãÀ�Ý�À�Ñ�Å½Ì�Í2Ã�Å	É	ÆàÉbÁ�¿�Ô2À�Ä,À�å�Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�Å	Ú6ßàÏGÌ�Î	Ç�À�Á2á
o_Ê�¿�Ç�Ù

1 < p1, p2 < ∞ É
ρi(t) û Á�Ã�¿�À�Á�ÚVÃ£ÏSÊ�Å	Î	×	É	É�Ü4À�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø½Ã�Å	Å	ÚVÃïÅ½Ì

(0,∞)
Ü4Ç�áLÃ�áuÉ	Ñ�Ä,Ã�ç

Â	É2Ä4ÚVÃ!Ô2À£HJÃ�Ý�Ã�å�Ê�Ü@Ô2À�Í	Ç�ÉîÁ�¿�Ö6Û2ÊuÔ2À�Ø½À�äNÉ	Ç�Ã�Ø2Ù�Å	ÚVÃ<É�Î�À�Å2Ã�Í	Å	ÚVÃNÏSÊ�Å	Î	×	É	É�Å½Ì
(0,∞), i = 1, 2.
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o_Â2Ã�Û2Ô2À�Ø½À�äNÉ2Ä1Ü�Í	Ç�À
p′i =

pi
pi−1

É
q′i =

qi
qi−1

,
å�Û½Ã

i = 1, 2.
O6¿�Ö6Û2Ê!Á_Û�Ì�Ø2Ù�Å2Ã�Æ	ÒxÃ�Ä¥Ý�Ê�Û½Ã�Ä�¿�Í	É	Ç�Ì�Ç�Ù2Ü

Í	Ç�À�Â½Ì�¿�¿�Ä,À�Ç�Â2Ã�Å	Å	ÚVÃ£ÏSÊ�Å	Î	×	É	É¥Õ'Á�Ø2Õ'ÖPÇ�¿�Õ¥É	Ñ�Ä,Ã�Â	É2Ä4ÚVÄ4ÉgÔ2À�HJÃ�Ý�Ã�å�Ê�á£o_Ê�¿�Ç�Ù
f : (0,∞)2 7→ RÔ	Â2À�É	Ñ�Á�À�Ø2Ù�Å½Ì�ÕæÉ	Ñ�Ä,Ã�Â	É2ÄYÌ�ÕæÏSÊ�Å	Î	×	É	Õ7Ü«å�Û½Ã

(0,∞)2 = (0,∞) × (0,∞).
MkÔ	Â2Ã�Û½Ã�Ø2É2Ä Á�Ã�¿�À�ç

Á�À�Ã«Ô	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�À�HJÃ�Ý�Ã�å�Ìî¿�À�¿�Ä,Ã�ÒNÌ�Å	Å2À�ÆãÅ2À�Â2Ä,À�Æ�á�
�Ç�À�Ô	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�À�À�Ý�À�Ñ�Å½Ì�Í½Ì�Ã�Ç�¿�ÕãÍ2Ã�Â2Ã�Ñ
L(p1,p2,ρ1,ρ2)[(0,∞)2]

Éu¿�À�¿�Ç�À�É	Ç«É	ÑJÏSÊ�Å	Î	×	É	Æ�Ü'Û	Ø2ÕïÎ�À�Ç�À�Â	Ú6ßuÎ�À�Å2Ã�Í	Å½ÌNÅ2À�Â2ÄYÌ�è ��ì

‖f‖L(p1,p2,ρ1,ρ2)
[(0,∞)2] =

( ∞∫

0

( ∞∫

0

|f(x1, x2)|p1ρ1(x1) dx1
) p2

p1

ρ2(x2) dx2

) 1
p2

.

`SÃ�Â2Ã�Ñ
C1(0,∞)

À�Ý�À�Ñ�Å½Ì�Í½Ì�Ã�Ç�¿�ÕïÔ	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á�ÀxÅ2Ã�Ô	Â2Ã�Â	Ú1Á�Å2ÀGÛ2É2ÏJÏJÃ�Â2Ã�Å	×	É	Â	Ê�Ã�Ä4Ú6ßïÏSÊ�Å	Î	×	É	Æ«Å½Ì
(0,∞).

c±Å2À�ä!Ã�¿�Ç�Á�À�Á�¿�Ã�ßgÌ�Ý�¿�À�Ø2ÖPÇ�Å2ÀuÅ2Ã�Ô	Â2Ã�Â	Ú1Á�Å	Ú6ßbÏSÊ�Å	Î	×	É	Æ¥Å½ÌïÎ'Ì�äxÛ½À�Ä Î�À�Ä4Ô½Ì�Î	Ç�Ã«É	Å	Ç�Ã�Â'ç
Á#Ì�Ø�Ì

(0,∞)
À�Ý�À�Ñ�Å½Ì�Í½Ì�Ã�Ç�¿�Õ�Í2Ã�Â2Ã�Ñ

AC loc(0,∞).

 B�����������{,|����½~��7w�����y��½~½y��������L}�����{! #"�w$"�w

o_Ê�¿�Ç�Ù
vi(t)

Ü
ωi(t) û Á�Ã�¿�À�Á�ÚVÃNÏSÊ�Å	Î	×	É	É�Ü@À�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø½Ã�Å	Å	ÚVÃNÅ½Ì

(0,∞), vi ∈ C1(0,∞)
É
λi >

0 û Å2Ã�Î�À�Ç�À�Â	ÚVÃPÑ�Ì�Û�Ì�Å	Å	ÚVÃPÍ	É2¿�Ø�Ì'Ü i = 1, 2.
[4Ì�¿�¿�Ä,À�Ç�Â	É2Äã¿�É2¿�Ç�Ã�Ä4Ê«À�Ý�Ú1Î	Å2À�Á�Ã�Å	Å	Ú6ß£Å2Ã�Ø2É	Å2Ã�Æ	Å	Ú6ß

Û2É2ÏJÏJÃ�Â2Ã�Å	×	É½Ì�Ø2Ù�Å	Ú6ß�Ê�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	Æ




λ1
d
dt

(
[v1(t)]

q1
p1 [y′1(t)]

q1
p′
1

)
+ ω1(t)[y1(t)]

q1
p′
1 = 0,

λ2
d
dt

(
[v2(t)]

q2
p2 [y′2(t)]

q2
p′2

)
+ ω2(t)[y2(t)]

q2
p′2 = 0,

(1)

å�Û½Ã
yi(t) > 0, y′i(t) > 0 (t > 0), y′i(t) ∈ AC loc(0,∞), i = 1, 2. (2)

oSÀ�Û<Â2Ã�ÒxÃ�Å	É2Ã�ÄîÑ�Ì�Û�Ì�Í	É�ô�ê�ù&%@ô ò�ù�Ü�Ý�Ê�Û½Ã�ÄîÔ2À�Å	É2ÄYÌ�Ç�ÙSÔ½Ì�Â	Ê!ÏSÊ�Å	Î	×	É	Æ
(y1(t), y2(t))

Ü�Î�À�Ç�À�Â½Ì�ÕxÔ2À�Í	Ç�É
Á�¿�Ö6Û2ÊïÅ½Ì

(0,∞)
Ê�Û½À�Á�Ø½Ã�Ç�Á�À�Â#Õ	Ã�Ç£¿�É2¿�Ç�Ã�Ä,Ã£ô�ê�ù�ÉuÊ�¿�Ø½À�Á�É	ÖÓô ò�ù�á

MP¿�Å2À�Á�Å2À�Æ±Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä,À�Æ±Â½Ì�Ý�À�Ç�ÚTÕ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�Õ
'�}(���L})�Pwà?½B!*k 2����+

1 < pi 6 qi <∞, vi(t)
*
ωi(t) ,


'��� - 
�/_�.-1 	$	�$/	�	� - 0#"������@��$	$	/_�_$��
(0,∞)

�
vi ∈ C1(0,∞),

� ��
i = 1, 2

5S+�-�� ���!���$0«"����"�21!�2� - �����î����������
(1)
8
(2)
* $@� -��43	- ���2� -

�«� - ������� - ��$ -�* �� � ������
 - 
���$	�@�P0 - ��� - 0'$	$ - �
C0 > 0

����� - � * ��� - 
�/10 - �	$$0������50±$@��"���
'��$@����
 -

‖u‖L(q1 ,q2,ω1,ω2)
[(0,∞)2] 6 C

1
q2
0

∥∥∥∥
∂2u

∂x1∂x2

∥∥∥∥
L(p1,p2,v1,v2)

[(0,∞)2]

, (3)

� ��
u : (0,∞)2 7→ R ,

0#" - �2�
 - �$+�$��	0�� � � - �$6G��$ - $@��0#"��"�/1
�$��	0�-1 	$	�$/	�$0x��
� 3 0@��"������$	$	/ 3�*
 �� - 
��@����
 - "$0#6 � �	0ï 2��� - 
��$6




u(x1, 0) = lim

t2→+0
u(x1, t2) = 0,

u(0, x2) = lim
t1→+0

u(t1, x2) = 0.
(4)

KJØ2ÕïÛ½À�Î'Ì�Ñ�Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�¿�Ç�Á#Ì<Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä4Ú>êS¿�Å½Ì�Í½Ì�Ø�ÌxÛ½À�Î'Ì�ä!Ã�Ä�¿�Ø½Ã�Û2Ê�ÖPÞ!Ê�Ö Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä4Ê�á
'�}(���L})�Pw  B�*k 2����+

1 < pi 6 qi <∞, vi(t)
*
ωi(t) ,


'��� - 
�/_�7-1 	$	�$/	�	� *@- 0#"������@��$	$	/_�k$��
(0,∞), vi ∈ C1(0,∞)

�
λi > 0, i = 1, 2.

*V"����0 - � - �N�2� * ��� - ��������#�
(1)
8
(2)

�2�������S"�21«��$	�@�
yi(t), i = 1, 2.
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+�-�� ���N�2�������!������� - $@��"���
'��$@����
 -

‖u‖L(q1 ,q2,ω1,ω2)
[(0,∞)2] 6 λ

1
q1
1 λ

1
q2
2

∥∥∥∥
∂2u

∂x1∂x2

∥∥∥∥
L(p1,p2,v1,v2)

[(0,∞)2]

, (5)

� ��
u : (0,∞)2 7→ R

0#" - �2�
 - �$+�$��	0ã� � � - �$6G��$ - $@��0#"��"�/1
�$��	0 -1 	$	�$/	�$0���
� 3 0@��"������$	$	/ 3�*
� - � - "��	0ï �� - 
��@����
 - "$0����J 2��� - 
��$6

(4)
5

C
]_À�Â2À�ÒxÀxÉ	Ñ�Á�Ã�¿�Ç�Å2À	Ü2Í	Ç�ÀxÛ	Ø2Õ£Ø2Ö_Ý�À�Æ�Ì�Ý�¿�À�Ø2ÖPÇ�Å2ÀNÅ2Ã�Ô	Â2Ã�Â	Ú1Á�Å2À�Æ�ÏSÊ�Å	Î	×	É	ÉïÛ2Á�Ê#ßïÔ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å'ç

Å	Ú6ß�É2Ä,Ã�Ã�Ç«Ä,Ã�¿�Ç�ÀNÔ	Â2Ã�Û½¿�Ç�Ì�Á�Ø½Ã�Å	É2Ãïôõ¿�Ä1á�è �'Ü2¿�á2ò�ö(��ìõù

u(x1, x2) = u(0, 0) +

x1∫

0

∂u(α1, 0)

∂α1
dα1 +

x2∫

0

∂u(0, α2)

∂α2
dα2 +

x1∫

0

x2∫

0

∂2u(α1, α2)

∂α1∂α2
dα1dα2. (6)

MkÍ2Ã�Á�É'Û2Å2À	Ü�Í	Ç�ÀîÉ	Ñ�Ê�¿�Ø½À�Á�É	Æ ô ö�ù!¿�Ø½Ã�Û2Ê�Ã�Ç
u(0, 0) = lim

t1→+0,
t2→+0

u(t1, t2) = 0.
oSÀ�â�Ç�À�Ä4ÊbÉ	ÑïÂ½Ì�Á�Ã�Å'ç

¿�Ç�Á#Ì±ô&��ù�Á«¿�É'Ø2Ê¥ô ö�ù�Ô2À�Ø2Ê�Í½Ì�Ã�Ä
u(x1, x2) =

∫ x1

0

x2∫
0

∂2u(α1,α2)
∂α1∂α2

dα1dα2.
MkÇ�Ä,Ã�Ç�É2Ä1Ü½Í	Ç�ÀNÔ2À�¿�Ø½Ã�Û2Å2Ã�Ã

Ô	Â2Ã�Û½¿�Ç�Ì�Á�Ø½Ã�Å	É2Ã<À�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø2Õ	Ã�Ç£Û2Á�Ê'Ä,Ã�Â	Å	Ú1Æ�À�Ô2Ã�Â½Ì�Ç�À�Âî]SÌ�Â�Û2Éñè ��ì�áPo_Â2Ã�Û2Ô2À�Ø½À�äNÉ2Ä1Ü7Í	Ç�À£ÏSÊ�Å	Î	×	É	Õ
y(x1, x2) = (y1(x1), y2(x2))

Õ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�Õ±Â2Ã�ÒxÃ�Å	É2Ã�Ä�Ñ�Ì�Û�Ì�Í	Éàô�ê�ù&%@ô ò�ù�ák\À�å�Û�Ì£Á£¿�É'Ø2Ê�Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ì
Z��Ã�Ø2Ù�Û½Ã�Â½Ì'Ü½É2Ä,Ã�Ã�Ä

|u(x1, x2)|q1ω1(x1) =

∣∣∣∣

x1∫

0

x2∫

0

∂2u

∂t1∂t2
dt1dt2

∣∣∣∣
q1

ω1(x1) 6

( x1∫

0

x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ dt1dt2
)q1

ω1(x1)

=

( x1∫

0

x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

1

p
′

1 [y′1(t1)]
− 1

p
′

1 dt1dt2

)q1

ω1(x1)

=

[ x1∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)
[y′1(t1)]

1

p
′

1 dt1

]q1
ω1(x1)

6

( x1∫

0

y′1(t1) dt1

) q1

p
′

1

( x1∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1

dt1

) q1
p1

ω1(x1)

6 ω1(x1) (y1(x1))

q1

p
′

1

( x1∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1

dt1

) q1
p1

= −λ1
d

dx1

(
[v1(x1)]

q1
p1 [y′1(x1)]

q1
p′1

)( x1∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1

dt1

) q1
p1

=

( x1∫

0

[
− λ1

d

dx1

(
[v1(x1)]

q1
p1 [y′1(x1)]

q1
p′
1

)] p1
q1

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1

dt1

) q1
p1

.

(7)

E_Å	Ç�Ã�å�Â	É	Â	Ê�ÕgÀ�Ý�ÃNÍ½Ì�¿�Ç�É¥Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ìbô ��ùkÔ2À�Ô2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å2À�Æ
x1
É�Ô	Â	É2Ä,Ã�Å	Õ'ÕgÀ�Ý�À�Ý�ÞxÃ�Å	Å2À�Ã<Å2Ã�Â½Ì�ç



�!�����@��� - 
���$	�@� -���-���� ��$	$ -���- $@��"���
'��$@����
����J��"#��� ê��

Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À<c±É	Å	Î�À�Á�¿�Î�À�å�À	Ü½É2Ä,Ã�Ã�Ä

( ∞∫

0

|u(x1, x2)|q1ω1(x1) dx1

) p1
q1

6

{ ∞∫

0

( x1∫

0

[
− λ1

d

dx1

(
[v1(x1)]

q1
p1 [y′1(x1)]

q1
p′1

)] p1
q1

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1

dt1

) q1
p1

dx1

} p1
q1

6

∞∫

0

( ∞∫

t1

−λ1
d

dx1

(
[v1(x1)]

q1
p1 [y′1(x1)]

q1
p′
1

)( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)q1

dx1

) p1
q1

dt1

=

∞∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1( ∞∫

t1

−λ1
d

dx1

(
[v1(x1)]

q1
p1 [y′1(x1)]

q1
p′1

)
dx1

) p1
q1

dt1

6

∞∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ [y
′
1(t1)]

− 1

p
′

1 dt2

)p1[
λ1[v1(t1)]

q1
p1 [y′1(t1)]

q1
p′
1

] p1
q1

dt1

= λ
p1
q1
1

∞∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ dt2
)p1

[y′1(t1)]
−

p1

p
′

1 v1(t1)[y
′
1(t1)]

p1
p′1 dt1

= λ
p1
q1
1

∞∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ dt2
)p1

v1(t1) dt1.

\LÌ�Î	É2ÄíÀ�Ý�Â½Ì�Ñ�À�Ä1Ü	Ô2À�Ø2Ê�Í	É'Ø2É±Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À

( ∞∫

0

|u(x1, x2)|q1ω1(x1) dx1

) 1
q1

6 λ
1
q1
1

( ∞∫

0

x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ dt2)
p1v1(t1) dt1

) 1
p1

.

F�Å2À�Á#Ì'Ü	Ô	Â	É2Ä,Ã�Å	Õ'Õ±À�Ý�À�Ý�ÞxÃ�Å	Å2À�ÃSÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À£c±É	Å	Î�À�Á�¿�Î�À�å�À	Ü½Ô2À�Ø2Ê�Í½Ì�Ã�Ä

( ∞∫

0

( x2∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣ dt2
)p1

v1(t1) dt1

) 1
p1

6

x2∫

0

( ∞∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣
p1

v1(t1) dt1

) 1
p1

dt2.

\LÌ�Î	É2ÄíÀ�Ý�Â½Ì�Ñ�À�Ä1Ü

( ∞∫

0

|u(x1, x2)|q1ω1(x1) dx1

) 1
q1

6 λ
1
q1
1

x2∫

0

( ∞∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣
p1

v1(t1) dt1

) 1
p1

dt2.

KxÌ�Ø½Ã�Ã�Ü	É	ÑJÔ2À�¿�Ø½Ã�Û2Å2Ã�å�À<Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#ÌNÔ2À�Ø2Ê�Í	É2Ä

( ∞∫

0

|u(x1, x2)|q1ω1(x1) dx1

) q2
q1

ω2(x2) 6 λ
q2
q1
1 ω2(x2)

( x2∫

0

( ∞∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣
p1

v1(t1) dt1

) 1
p1

dt2

)q2

.



ò�ø �V��$#�����	�@��
�� 5��x5

\Ã�Ô2Ã�Â	Ù�À�×2Ã�Å	É2Ä Á�Ú1Â½Ì�ä!Ã�Å	É2Ã
ω2(x2)

( ∫ x2

0

( ∫∞
0

∣∣∣ ∂2u
∂t1∂t2

∣∣∣
p1
v1(t1) dt1

) 1
p1 dt2

)q2
.
oSÀ�Á�Ç�À�Â#Õ'ÕbÔ	Â2À�ç

×2Ã�¿�¿_Û½À�Î'Ì�Ñ�Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�¿�Ç�Á#Ì<Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ì�ô ��ù�Ü	É2Ä,Ã�Ã�Ä

ω2(x2)

( x2∫

0

( ∞∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣
p1

v1(t1) dt1

) 1
p1

dt2

)q2

6

( x2∫

0

[
− λ2

d

dx2

(
[v2(x2)]

q2
p2 [y′1(x1)]

q2
p′2

)] p2
q2

( ∞∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣
p1

v1(t1) [y
′
2(t2)]

− 1

p
′

2 dt1

) p2
p1

dt2

) q2
p2

.

oSÀ�â�Ç�À�Ä4Ê

( ∞∫

0

|u(x1, x2)|q1ω1(x1) dx1

) q2
q1

ω2(x2) 6 λ
q2
q1
1

( x2∫

0

[
− λ2

d

dx2

(
[v2(x2)]

q2
p2 [y′1(x1)]

q2
p′
2

)] p2
q2

×
( ∞∫

0

∣∣∣∣
∂2u

∂t1∂t2

∣∣∣∣
p1

v1(t1) [y
′
2(t2)]

− 1

p
′

2 dt1

)p2
p1

dt2

) q2
p2

.

E_Å	Ç�Ã�å�Â	É	Â	Ê�ÕïÀ�Ý�ÃVÍ½Ì�¿�Ç�É£Ô2À�¿�Ø½Ã�Û2Å2Ã�å�ÀGÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#ÌGÔ2ÀJÔ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å2À�Æ
x2
É«Ô	Â	É2Ä,Ã�Å	Õ'Õ£À�Ý�À�Ý�ÞxÃ�Å	Å2À�Ã

Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À£c±É	Å	Î�À�Á�¿�Î�À�å�À	Ü½Ô2À�Ø2Ê�Í	É2ÄãÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À�ô ÷�ù�á
BoSÀ�Ø½À�äNÉ2Ä

Mi =
p′i
qi

inf sup
t>0

1

gi(t)−
t∫
0

(vi(s))
1−p′ids

t∫

0

ωi(s)(gi(s))
qi
p′
i
+1
ds, (8)

å�Û½ÃbÉ	Å2ÏSÉ2Ä4Ê'Ä Ý�Ã�Â2Ã�Ç�¿�ÕhÔ2À�Á�¿�Ã�ÄÈÉ	Ñ�Ä,Ã�Â	É2Ä4ÚVÄ ÏSÊ�Å	Î	×	É	Õ	Ä
gi
Ç�Ì�Î	É2Ä1Ü!Í	Ç�ÀíÛ	Ø2Õ Á�¿�Ã�ß

t > 0

gi(t) >
t∫
0

(vi(s))
1−p′ids, i = 1, 2.

FYØ½Ã�Û2Ê�ÖPÞNÌ�ÕïØ½Ã�Ä,ÄYÌxÊ�¿�Ç�Ì�Å½Ì�Á�Ø2É	Á#Ì�Ã�Çï¿�Á�Õ'Ñ�Ù<Ñ�Ì�Û�Ì�Í	Éñô�ê�ù&%@ô ò�ù��SÍ	É2¿�Ø�Ì�Ä4É
Mi (i = 1, 2).

�±})�7�Pwî?½B *k 2����+
λi > 0 ,

���@����� * �������$	$	/_��
x��� - "�����
1
* �

Mi ,

'���	�����	$	/ *�- 0#"������@��$��

$	/_��"���
'��$@����
 - �
(8)
*
i = 1, 2.

*V"����0 - � - �N�2� * ��� -
vi
�
ωi ,


'��� - 
�/_� -1 	$	�$/	�	� *'- 0#"������@��$	$	/_�
$��

(0,∞)
* �±���$0�
'��� 3

t ∈ (0,∞)
�� � ������
� 2���<0#" - �2�
 - ��$��	0

v′i(t).
+�-�� ���±���@���2 $6 � �@�_ @��
'��"��

�G���$	�$0����	
��	
����@��$@��$	/	�
(a)

�����	�£��������#�
(1)
8
(2)

�2�������1"�21«��$	�@�P��� - �	���$+�$ - � � � - �$6G��$ - $@��0#"��"�/1
�$	/V�g0#" - �2�
 - ���
$	/V�ã0@��"�
 -���- 0 - "$0����	� * � -

λi >Mi;
(b)

�����	�
Mi < +∞,

� - ��������#�
(1)
8
(2)

�2�������_"�21«��$	�@�6���$0��	���G� -���-
λi > Mi, i = 1, 2.

C
K!À�Î'Ì�ä!Ã�ÄTÔ	Ê�Å	Î	Ç

(a).
o_Ê�¿�Ç�Ù

y(t) = (y1(t), y2(t))
Õ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�Õ�Â2Ã�ÒxÃ�Å	É2Ã�ÄðÑ�Ì�Û�Ì�Í	É�ô�ê�ù&%@ô ò�ù�á

O6À�Ñ�Ù�Ä,Ã�Ä
wi =

yi
y′i
v
1−p′i
i .

\À�å�Û�ÌãÏSÊ�Å	Î	×	É	Õ
w(t) = (w1(t), w2(t))

Õ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�ÕnÔ2À�Ø½À�äNÉ	Ç�Ã�Ø2Ù�Å	ÚVÄ
Â2Ã�ÒxÃ�Å	É2Ã�Äí¿�É2¿�Ç�Ã�Ä4Ú




w′1(t) =

p′1
q1λ1

ω1(t) (w1(t))
q1
p′1

+1
+ [v1(t)]

1−p′1 ,

w′2(t) =
p′2

q2λ2
ω2(t) (w2(t))

q2
p′
2
+1

+ [v2(t)]
1−p′2 .

(9)

E_Ñ£ô ��ù�Á�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç�Ü½Í	Ç�À

wi(t) >

t∫

0

w′i(s) ds =
p′i
qiλi

t∫

0

ωi(s)(wi(s))
qi
p′
i
+1
ds+

t∫

0

[vi(s)]
1−p′i ds, i = 1, 2. (10)



�!�����@��� - 
���$	�@� -���-���� ��$	$ -���- $@��"���
'��$@����
����J��"#��� ò'ê

E_Ñ«ô�ê�ø�ù�Ô2À�Ø2Ê�Í	É2Ä
wi(t) >

t∫
0

[vi(s)]
1−p′i ds

É

λi >
p′i
qi

1

wi(t)−
t∫
0

(vi(s))
1−p′i ds

t∫

0

ωi(s)(wi(s))
qi
p′
i
+1
ds. (11)

E_Ñ«ô�ê�ê�ù�Ébô ��ù�Á�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç�Ü½Í	Ç�À
λi >Mi

ÉïÛ½À�Î'Ì�Ñ�Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�¿�Ç�Á�À£Ô	Ê�Å	Î	Ç�Ì
(a)

Ñ�Ì�Á�Ã�Â	ÒxÃ�Å2À	á
\Ã�Ô2Ã�Â	ÙãÛ½À�Î'Ì�ä!Ã�ÄÓÔ	Ê�Å	Î	Ç

(b).
iGÉ	Î�¿�É	Â	Ê�Ã�ÄÓÍ	É2¿�Ø�Ì

λi > Mi, i = 1, 2.
oSÀãÀ�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø½Ã�Å	É	Ö

Á�Ã�Ø2É	Í	É	Å
Mi

¿�Ê�ÞxÃ�¿�Ç�Á�Ê�ÖPÇxØ½Ã�Ý�Ã�å�À�Á�Ú É	Ñ�Ä,Ã�Â	É2Ä4ÚVÃGÏSÊ�Å	Î	×	É	É
gi(xi)

Ç�Ì�Î	É2Ã�Ü2Í	Ç�À

gi(t) >

t∫

0

(vi(s))
1−p′i ds+

p′i
qi λi

t∫

0

ωi(s)(wi(s))
qi
p′
i
+1
ds, i = 1, 2. (12)

MkÔ	Â2Ã�Û½Ã�Ø2É2ÄàÔ2À�¿�Ø½Ã�Û½À�Á#Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�Å2À�¿�Ç�Ù�ÏSÊ�Å	Î	×	É	Æ
wn,i(t)

ô
i = 1, 2

ù1¿�Ø½Ã�Û2Ê�ÖPÞ!É2ÄãÀ�Ý�Â½Ì�Ñ�À�Ä��

w0,i(t) = gi(t),

wn+1,i(t) =

t∫

0

(vi(s))
1−p′ids+

p′i
qi λi

t∫

0

ωi(s)(wn,i(s))
qi
p′
i
+1
ds, n ∈ N. (13)

E_Ñ<ô�ê�ò�ùYÁ�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç�Ü	Í	Ç�À
w0,i(t) > w1,i(t).

oSÀ�Ø½À�äNÉ2Ä
wn−1,i(t) > wn,i(t).

K!À�Î'Ì�ä!Ã�Ä1Ü	Í	Ç�À!Ô2À�¿�Ø½Ã�ç
Û½À�Á#Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�Å2À�¿�Ç�É {wn,1(t)}

É {wn,2(x)}
Õ'Á�Ø2Õ'ÖPÇ�¿�Õ�Ê'Ý�Ú1Á#Ì�ÖPÞ!É2Ä4É�áYESÄ,Ã�Ã�Ä

wn,i(t)− wn+1,i(t) =
p′i
qi λi

t∫

0

ωi(s)

[
(wn−1,i(s))

qi
p′
i
+1 − (wn,i(s))

qi
p′
i
+1
]
ds > 0.

\LÌ�ÎñÎ'Ì�Î
wn,i(t) > 0,

Ç�À�Ô2À�¿�Ø½Ã�Û½À�Á#Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�Å2À�¿�Ç�Ééô�ê�ó�ùG¿�ß#À�Û2Õ'Ç�¿�Õ7áãMPÝ�À�Ñ�Å½Ì�Í	É2Ä^É'ßgÔ	Â2Ã�Û½Ã�Ø2ÚúÍ2Ã�ç
Â2Ã�Ñ

wi(t).
oSÀ�Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä,ÃNHJÃ�Á�ÉgÀ�Ä,À�Å2À�Ç�À�Å	Å2À�Æb¿�ß#À�Û2É2Ä,À�¿�Ç�ÉñÀ�Ç�¿�Ö6Û�Ì�¿�Ø½Ã�Û2Ê�Ã�Ç�ÜÍ	Ç�À

wi
Õ'Á�Ø2Õ'ÖPÇ�¿�Õ

Å2Ã�À�Ç�Â	É	×½Ì�Ç�Ã�Ø2Ù�Å	ÚVÄ4É�Â2Ã�ÒxÃ�Å	É	Õ	Ä4É±Ê�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	Æ

wi(t) =

t∫

0

(vi(s))
1−p′ids+

p′i
qi λi

t∫

0

ωi(s)(wi(s))
qi
p′
i
+1
ds, i = 1, 2.

MkÇ�¿�Ö6Û�Ì'Ü�Ô2À�Ø2Ê�Í½Ì�Ã�Ä1Ü�Í	Ç�À
wi
Õ'Á�Ø2Õ'ÖPÇ�¿�ÕïÌ�Ý�¿�À�Ø2ÖPÇ�Å2ÀGÅ2Ã�Ô	Â2Ã�Â	Ú1Á�Å	ÚVÄ4É�É£Ê�Û½À�Á�Ø½Ã�Ç�Á�À�Â#Õ'ÖPÇ!Û2É2ÏJÏJÃ�ç

Â2Ã�Å	×	É½Ì�Ø2Ù�Å	ÚVÄàÊ�Â½Ì�Á�Å2Ã�Å	É	Õ	Ä

w′i(t) = (vi(t))
1−p′i +

p′i
qi λi

ωi(t)(wi(t))
qi
p′
i
+1
, i = 1, 2.

oSÀ�â�Ç�À�Ä4Ê�ÏSÊ�Å	Î	×	É	É

yi(t) = e

t∫

ai

[wi(s)]
−1(vi(s))

1−p′i ds

, i = 1, 2,
Ê�Û½À�Á�Ø½Ã�Ç�Á�À�Â#Õ'ÖPÇ«Ê�¿�Ø½À�Á�É	Õ	ÄãÑ�Ì�Û�Ì�Í	Éñô�ê�ù&%@ô ò�ù�á

B
'�}(���L})�Pw��7B *k 2����+

1 < pi 6 qi < ∞, Mi < ∞ �
vi(t)

*
ωi(t) ,


'��� - 
�/_��-1 	$	�$/	�	� *
- 0#"������@��$	$	/_�J$��

(0,∞),
� ��

i = 1, 2.
*V"����0 - � - �N�2� * ��� -

C > 0
$����2����$$+�1<�	0�0 - ��� - 0'$	$��	0

�����	�	0 * ��� - �2�������!������� - $@��"���
'��$@����
 -

‖u‖L(q1 ,q2,ω1,ω2)
[(0,∞)2] 6 C

1
q2

∥∥∥∥
∂2u

∂x1∂x2

∥∥∥∥
L(p1,p2,v1,v2)

[(0,∞)2]

, (14)



ò�ò �V��$#�����	�@��
�� 5��x5

� ��
u : (0,∞)2 7→ R ,

0#" - �2�
 - �$+�$��	0±� � � - �$6G��$ - $@��0#"��"�/1
�$��	0�-1 	$	�$/	�$0x��
� 3 0@��"������$	$	/ 3�*
� - � - "��	0ï �� - 
��@����
 - "$0����J 2��� - 
��$6

(4)
5k+�-�� ���

C 6M1M2.

C
MPÝ�À�Ñ�Å½Ì�Í	É2Ä ∂2u

∂x1∂x2
= r(x1, x2).

KxÌ�Ø½Ã�Ã�Ü Ô	Â	É Á�Ú1Ô2À�Ø2Å2Ã�Å	É	ÉeÊ�¿�Ø½À�Á�É	Æ ô ö�ù^Ô2À�Ø2Ê�Í	É2Ä
u(x1, x2) =

∫ x1

0

∫ x2

0 r(t1, t2) dt1dt2.
MkÍ2Ã�Á�É'Û2Å2À	Ü2Í	Ç�À

C = sup

∞∫

0

( ∞∫

0

( x1∫

0

x2∫

0

r(t1, t2) dt1dt2

)q1

ω1(x1) dx1

) q2
q1

ω2(x2) dx2, (15)

å�Û½ÃJ¿�Ê�Ô	Â2Ã�Ä4Ê'ÄàÝ�Ã�Â2Ã�Ç�¿�ÕuÔ2ÀNÁ�¿�Ã�ÄñÉ	Ñ�Ä,Ã�Â	É2Ä4ÚVÄíÔ2À�Ø½À�äNÉ	Ç�Ã�Ø2Ù�Å	ÚVÄ�ÏSÊ�Å	Î	×	É	Õ	Ä
r
Ç�Ì�Î	É2Ä1Ü2Í	Ç�À

∞∫

0

( ∞∫

0

(r(x1, x2))
p1v1(x1) dx1

) p2
p1

v2(x2) dx2 = 1. (16)

o_Â2Ã�Û2Ô2À�Ø½À�äNÉ2Ä^À�Ý�Â½Ì�Ç�Å2À�Ã�á�o_Ê�¿�Ç�Ù
C > M1M2.

\À�å�Û�Ìî¿�Ê�ÞxÃ�¿�Ç�Á�Ê�ÖPÇ±Í	É2¿�Ø�Ì
µ1 > 0

É
µ2 > 0Ç�Ì�Î	É2Ã�Ü2Í	Ç�À √

C > µi > Mi, i = 1, 2.
\LÌ�ÎuÎ'Ì�Î

Mi <∞,
Ç�ÀxÁ<¿�É'Ø2Ê£Ô	Ê�Å	Î	Ç�Ì

b)
Ø½Ã�Ä,Ä4Úqê_Ñ�Ì�Û�Ì�Í½Ì

ô�ê�ù&%@ô ò�ù_É2Ä,Ã�Ã�Ç±Â2Ã�ÒxÃ�Å	É2Ã�á£oSÀ�â�Ç�À�Ä4Ê�Á±¿�É'Ø2ÊîÇ�Ã�À�Â2Ã�Ä4ÚúòïÔ2À�Ø2Ê�Í	É2Ä1ÜÍ	Ç�À�Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�Àñô ÷�ùS¿�Ô	Â½Ì�ç
Á�Ã�Û	Ø2É	Á�Àg¿uÔ2À�¿�Ç�À�Õ'Å	Å2À�Æ

µ
1
q1
1 µ

1
q2
2

Û	Ø2ÕàÎ'Ì�äxÛ½À�ÆnÌ�Ý�¿�À�Ø2ÖPÇ�Å2À¥Å2Ã�Ô	Â2Ã�Â	Ú1Á�Å2À�ÆðÏSÊ�Å	Î	×	É	É
u(x1, x2)

Ü
Ê�Û½À�Á�Ø½Ã�Ç�Á�À�Â#Õ'ÖPÞxÃ�Æ�Ê�¿�Ø½À�Á�É	Õ	Äéô ö�ù�áVMkÇ�¿�Ö6Û�Ì«¿�Ø½Ã�Û2Ê�Ã�Ç�Ü½Í	Ç�À

C
Å2ÃJÕ'Á�Ø2Õ	Ã�Ç�¿�Õ±Å½Ì�É2Ä,Ã�Å	Ù�ÒxÃ�Æ�Ô2À�¿�Ç�À�ç

Õ'Å	Å2À�ÆuÁNÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�Ãïô�ê�ö�ù�áYoSÀ�Ø2Ê�Í2Ã�Å	Å2À�ÃJÔ	Â2À�Ç�É	Á�À�Â2Ã�Í	É2ÃSÛ½À�Î'Ì�Ñ�Ú1Á#Ì�Ã�Ç£Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä4Êuó'á
B

� {,}�z ��"'~½|L}X?½B�*k 2����+ñ
�/10 - �	$$0������50n
'���£ 2��� - 
��$0 ��� - "���4/
2.
+�-�� ���g0 -b- 0#"������@��$	�$6

���@�����
Mi (i = 1, 2)

C 6
p′i
qi

sup
t>0

1

gi(t)−
t∫
0

(vi(s))
1−p′i ds

t∫

0

ωi(s)(gi(s))
p′i
qi

+1
ds,

� ��
gi(t)

0 - � - �N�@�����$+�$	/_�_�2�����"��2�4/_� -1 	$	�$/	�	�î�����	�@� * ��� -
gi(t) >

t∫
0

(vi(s))
1−p′i ds.

� {,}�z ��"'~½|L}  B!*k 2����+

Bi = sup
xi>0

∞∫

xi

ωi(s) ds

[ xi∫

0

(vi(s))
1−p′i ds

] qi
p′
i
, i = 1, 2.

+�-�� ���

B1B2 6 C 6M1M2 6

2∏

i=1

(
qi(q

′
i)

qi
p′
i

)
B1B2 (17)

�

M1M2 6

2∏

i=1

(
qi(q

′
i)

qi
p′
i

)
C. (18)

C
oSÀ�Ø½À�äNÉ2Ä

s(x1, x2) =





2∏
i=1

( ξi∫
0

[vi(ti)]
1−p′i dti

)− 1
pi

[vi(xi)]
1−p′i , (x1, x2) ∈ Pξ1ξ2 ;

0, (x1, x2) /∈ Pξ1ξ2 ,



�!�����@��� - 
���$	�@� -���-���� ��$	$ -���- $@��"���
'��$@����
����J��"#��� ò�ó

å�Û½Ã
Pξ1ξ2 = {(x1, x2) ∈ (0,∞)2 : 0 < x1 < ξ1, 0 < x2 < ξ2}

É
(ξ1, ξ2)

Å2Ã�Î�À�Ç�À�Â½Ì�Õ¥ÏSÉ	Î�¿�É	Â2À�ç
Á#Ì�Å	Å½Ì�Õ�Ç�À�Í	Î'ÌNÁ

(0,∞)2.
MkÍ2Ã�Á�É'Û2Å2À	Ü2Í	Ç�À

∞∫

0

( ∞∫

0

(s(x1, x2))
p1v1(x1) dx1

)p2
p1

v2(x2) dx2

=

ξ2∫

0

( ξ1∫

0

[ 2∏

i=1

( ξi∫

0

[vi(ti)]
1−p′i dti

)− 1
pi

[vi(xi)]
1−p′i

]p1
v1(x1) dx1

) p2
p1

v2(x2) dx2 = 1.

oSÀ�â�Ç�À�Ä4Ê�ÏSÊ�Å	Î	×	É	Õ
s
Ê�Û½À�Á�Ø½Ã�Ç�Á�À�Â#Õ	Ã�Ç«Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�Êgô�ê���ù�áY\À�å�Û�ÌNÉ	ÑSÂ½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ì±ô�ê�÷�ù�Ô2À�Ø2Ê�Í	É2Ä

C >

∞∫

0

( ∞∫

0

( x1∫

0

x2∫

0

s(t1, t2) dt1dt2

)q1

ω1(x1) dx1

) q2
q1

ω2(x2) dx2

>

∞∫

ξ2

( ∞∫

ξ1

( x1∫

0

x2∫

0

s(t1, t2) dt1dt2

)q1

ω1(x1) dx1

) q2
q1

ω2(x2) dx2

=

∞∫

ξ2

( ∞∫

ξ1

( ξ1∫

0

ξ2∫

0

2∏

i=1

( ξi∫

0

[vi(yi)]
1−p′idyi

)− 1
pi

[vi(ti)]
1−p′i dt1dt2

)q1

ω1(x1)dx1

) q2
q1

ω2(x2) dx2

=

2∏

i=1

( ξi∫

0

[vi(yi)]
1−p′idyi

) qi
p′
i

∞∫

ξi

ωi(xi) dxi.

oSÃ�Â2Ã�ß#À�Û2ÕuÎ±¿�Ê�Ô	Â2Ã�Ä4Ê'Ä4Ê�ÁNÔ2À�¿�Ø½Ã�Û2Å2Ã�ÄíÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�ÃïôõÀ�Ç�Å2À�¿�É	Ç�Ã�Ø2Ù�Å2À«Ô2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ú6ß
ξ1
É
ξ2
ù�Ü	Ô2À�ç

Ø2Ê�Í½Ì�Ã�Ä1Ü	Í	Ç�À
C > B1B2.

RSÃ�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À
C 6M1M2

Á�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç«É	ÑJÇ�Ã�À�Â2Ã�Ä4Úhó'á

\Ã�Ô2Ã�Â	ÙxÛ½À�Î'Ì�ä!Ã�Ä1Ü	Í	Ç�À
Mi 6 qi(q

′
i)

qi
p′
i Bi, i = 1, 2.

o_Â2Ã�äxÛ½Ã_Á�¿�Ã�å�À!É	ÑSÀ�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø½Ã�Å	É	ÕïÁ�Ã�Ø2É	Í	É	Å
Bi
Á�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç�Ü½Í	Ç�À

B

p′i
qi
i

( ∞∫

xi

ωi(yi) dyi

)− p′i
qi

>

xi∫

0

[vi(ti)]
1−p′i dti.

oSÀ�Ø½À�äNÉ	Á«ÁNÂ½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ì�ßbô ��ù

gi(xi) = q′iB

p′i
qi
i

( ∞∫

xi

ωi(yi) yi

)− p′i
qi , i = 1, 2,



ò�ö �V��$#�����	�@��
�� 5��x5

Å½Ì�ß#À�Û2É2Ä1Ü2Í	Ç�À

Mi =
p′i
qi

inf sup
xi>0

1

q′iB

p′
i

qi
i

( ∞∫
xi

ωi(ti) dti

)− p′
i

qi −
xi∫
0

[vi(ti)]
1−p′i dti

×
xi∫

0

ωi(ti)

(
q′iB

p′i
qi
i

( ∞∫

ti

ωi(yi) dyi

)− p′i
qi

) qi
p′
i
+1

dti

6 sup
xi>0

(q′i)
qi
p′
i
+1
B

1+
p′i
qi

q′iB

p′
i

qi
i

( ∞∫
xi

ωi(ti) dti

)− p′
i

qi −
xi∫
0

[vi(ti)]
1−p′i dti

xi∫

0

d

dti

[( ∞∫

ti

ωi(yi) dyi

)− p′i
qi

]

6 (q′i)
qi
p′
i
+1
B

1+
p′i
qi sup

xi>0

(
∞∫
xi

ωi(ti) dti

)− p′i
qi

q′iB

p′
i

qi
i

( ∞∫
xi

ωi(ti) dti

)− p′
i

qi −
xi∫
0

[vi(ti)]
1−p′i dti

.

E_ÑGÀ�Ô	Â2Ã�Û½Ã�Ø½Ã�Å	É	ÕuÁ�Ã�Ø2É	Í	É	Å
Bi
Á�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç�Ü½Í	Ç�À

xi∫

0

[vi(yi)]
1−p′idyi 6 B

p′i
qi

( ∞∫

xi

ωi(yi) dyi

)− p′i
qi

.

oSÀ�â�Ç�À�Ä4Ê

q′iB

p′i
qi
i

( ∞∫

xi

ωi(ti) dti

)− p′i
qi −

xi∫

0

[vi(ti)]
1−p′i dti > (q′i − 1)B

p′i
qi
i

( ∞∫

xi

ωi(ti) dti

)− p′i
qi

.

\LÌ�Î	É2ÄíÀ�Ý�Â½Ì�Ñ�À�Ä1Ü

Mi 6
(q′i)

qi
p′
i
+1
B

1+
p′i
qi

i

(q′i − 1)B

p′
i

qi
i

= qi(q
′
i)

qi
p′
iBi, i = 1, 2.

Qðâ�Ç�ÀxÀ�Ñ�Å½Ì�Í½Ì�Ã�Ç�Ü	Í	Ç�ÀGÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�Àuô�ê	��ù,Û½À�Î'Ì�Ñ�Ì�Å2À	á�RSÃ�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�Àuô�ê���ù�Ì�Á�Ç�À�ÄYÌ�Ç�É	Í2Ã�¿�Î	Éu¿�Ø½Ã�Û2Ê�Ã�Ç
É	ÑJÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ì±ô�ê	��ù�á

B
���������	��
������� E_Ñx¿�Ø½Ã�Û½¿�Ç�Á�É	Õ�ò<Á�Ú1Ç�Ã�Î'Ì�Ã�Ç�Ü7Í	Ç�À<Û	Ø2Õ�¿�Ô	Â½Ì�Á�Ã�Û	Ø2É	Á�À�¿�Ç�É�Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ì�ô�ê�ö�ù�Ü

Å2Ã�À�Ý�ß#À�Û2É2Ä,À�É�Û½À�¿�Ç�Ì�Ç�À�Í	Å2À	Ü4Í	Ç�À�Ý�Ú
Bi < +∞, i = 1, 2.

O^À�Û2Å2À�Ä,Ã�Â	Å2À�Äh¿�Ø2Ê�Í½Ì�ÃNÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À
Ç�É	Ô½Ìx]SÌ�Â�Û2ÉuÔ2À�Û2Â2À�Ý�Å2À«É	Ñ�Ê�Í2Ã�Å2ÀNÁ<Ä,À�Å2À�å�Â½Ì�ÏSÉ	Égèëê�ø�ì6ôõ¿�Ä1á,Ç�Ì�Î	ä!Ã«è ÷�ìõù�á

� {,}�z ��"'~½|L} �7B *k 2����+ï
�/10 - �	$$0#6G���50î
'���P 2��� - 
��$0b��� - "���4/
1.
*V"����0 - � - �N�2� * ��� -

p1 =
p2 = p

�
q1 = q2 = q.

+�-�� ���g��� - "�����
1
��0#"���
'�����	�	
��î
 -�� /J��$ - �^
'��� - 
 - �^0#" - ����"���$@����
'�

�!� � � � �£�V
'�������4�
v(x1, x2) = v1(x1)v2(x2)

�
ω(x1, x2) = ω1(x1)ω2(x2).

C
K!À�¿�Ç�Ì�Ç�À�Í	Å2À�¿�Ç�Ù¥Å2Ã�Ô2À�¿�Â2Ã�Û½¿�Ç�Á�Ã�Å	Å2À¥¿�Ø½Ã�Û2Ê�Ã�ÇîÉ	Ñ£Ç�Ã�À�Â2Ã�Ä4ÚËò'á�K!À�Î'Ì�ä!Ã�Ä^Å2Ã�À�Ý�ß#À�Û2É2Ä,À�¿�Ç�Ù2á

o_Ê�¿�Ç�ÙúÁ�Ú1Ô2À�Ø2Å	Õ	Ã�Ç�¿�Õ Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�À ô ó�ùàÛ	Ø2ÕÈÎ'Ì�äxÛ½À�Æ Ì�Ý�¿�À�Ø2ÖPÇ�Å2ÀæÅ2Ã�Ô	Â2Ã�Â	Ú1Á�Å2À�Æ ÏSÊ�Å	Î	×	É	É
u(x1, x2)

Ü½Ê�Û½À�Á�Ø½Ã�Ç�Á�À�Â#Õ'ÖPÞxÃ�Æ�Ê�¿�Ø½À�Á�É	ÖÈô ö�ù�áP\À�å�Û�Ì
C 6 C0 < ∞,

å�Û½Ã
C û Ô2À�¿�Ç�À�Õ'Å	Å½Ì�Õ�Á£Â½Ì�ç

Á�Ã�Å2¿�Ç�Á�Ãïô�ê�÷�ù�áVE_Ñ!Å2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ìîô�ê	��ù1¿�Ø½Ã�Û2Ê�Ã�Ç�Ü�Í	Ç�À
Mi < ∞, i = 1, 2.

\À�å�Û�Ì«Á£¿�É'Ø2Ê�Ô	Ê�Å	Î	Ç�Ì
b)Ø½Ã�Ä,Ä4Ú>ê_Ñ�Ì�Û�Ì�Í½Ì±ô�ê�ù&%@ô ò�ù�É2Ä,Ã�Ã�Ç<Â2Ã�ÒxÃ�Å	É2Ã_Û	Ø2Õ�Î'Ì�äxÛ½À�å�À

λi > Mi, i = 1, 2. B



�!�����@��� - 
���$	�@� -���-���� ��$	$ -���- $@��"���
'��$@����
����J��"#��� ò�÷

��� ����� � � o_Ê�¿�Ç�Ù
1 < pi 6 qi < ∞, vi(xi) = xαi

i , ωi(xi) = x
qi
pi

(pi−1−αi)−1

i , i = 1, 2.\À�å�Û�ÌSÛ	Ø2Õ«¿�Ô	Â½Ì�Á�Ã�Û	Ø2É	Á�À�¿�Ç�ÉïÅ2Ã�Â½Ì�Á�Ã�Å2¿�Ç�Á#Ìïô�ê�ö�ù�Ü#Å2Ã�À�Ý�ß#À�Û2É2Ä,À!É<Û½À�¿�Ç�Ì�Ç�À�Í	Å2À	Ü'Í	Ç�À�Ý�Ú
αi < pi−1,

i = 1, 2.QkÅ½Ì�Ø½À�å�É	Í	Å	ÚVÄ Ô	Ê�Ç�Ã�ÄTÄ,À�äNÅ2ÀuÔ2À�Î'Ì�Ñ�Ì�Ç�Ù2ÜLÍ	Ç�ÀuÇ�Ã�À�Â2Ã�ÄYÌ¥êNÉ2Ä,Ã�Ã�Ç±Ä,Ã�¿�Ç�À�Û	Ø2Õ�Ô	Â2À�¿�Ç�Â½Ì�Å2¿�Ç�Á#Ì
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1 < p1 6 q1(x) 6 q1 < ∞ �

1 < p2 6 q2(x2) 6 q2 < ∞.
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‖v1 y1/p

′
1

1 ‖Lq1(·,x2)
(x1>t) − λ1ω1(t)(y

′
1(t))

1/p′1 = 0,

‖v2 y1/p
′
2

2 ‖Lq2(x2)
(x2>t) − λ2ω2(t)(y

′
2(t))

1/p′2 = 0,

yi(t) > 0, y′i(t) > 0, yi ∈ AC(0,∞), λi > 0;
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∥∥∥‖u‖q1,v1, x1
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q2,v2 x2
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∥∥∥∥
∥∥∥∥

∂2u

∂x1∂x2

∥∥∥∥
p1,ω1
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p2,ω2

,

� ��
u ∈ AC(R2

++), {
u(0, x2) = limx1→+0 u(x1, x2) = 0,

u(x1, 0) = limx2→+0 u(x1, x2) = 0.

C0 > 0 ,
0 - ��� - 0'$	$��	0 * $@�P���
��@�50 � �	0 - �

u
* �

R2
++ = (0,∞) × (0,∞).
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