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Ek(G)
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G = (V,E)
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G
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Ek(G)
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Ek(G)
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T2Ð�Ñ�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ§Ö�Õ2×�Ð�Ñ�Ø�Ö�×�Ñ�ÙªÚÜÛ2Ð�ÝÞÐ�Ò�ØªÓ�Û2ß!Û2Ð�Ö�Ó�Ö�ÚÞÐ�ÛªÚÜÛ§Ö�Õ	ÚÞàfÔoÓ�Ô6×�Ñ�á�×�â�Ð�ÝÜÝÞÐ�áUÖ�Õ2×�ã6Ð�Ð�ä`å æ�ç�èfOPÝÜÝ'Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à
é Ð�Û2à�ÚÞß	×�Ñ�×�ßmÚÜÛ©Ö�Õ	ÚÞà1ÔoÓ�Ô6×�ÑGÓ�Ñ�×Gê2Û	ÚÜÖ�×�ë2ì	Û2Ð�Ñ�ÚÞ×�Û#Ö�×�ßAë2á1ÚÜÖ�Õ2Ð�ì	ÖPÝÞÐ�Ð�Ô2àPÓ�Û2ß¦Ù�ì	ÝÜÖ�ÚÜÔ	ÝÞ×!×�ß'Ò�×�à�è

KGÑ�Ó�Ô	ÕíÖ�Õ2×�Ð�Ñ�Øîå æ�ç�ÚÞà!Ó�ÛU×�à�Ö�Ó�ã	ÝÜÚÞà�Õ2×�ßïÓ�Ñ�×�ÓyÐ�â1Ñ�×�à�×�Ó�Ñ é ÕUÚÜÛ é Ð�Ù�ã	ÚÜÛoÓ�Ö�Ð�Ñ�Ú[Ó�Ý5Ù`Ó�Ö�Õ2×�Ù`Ó�Ö�Ú é à�èyð�ÖLÚÞà
Ó�ÝÞà�Ð!Ð�Û2×MÐ�âhÖ�Õ2×PÙ;Ð�à�ÖWÓ é Ö�ÚÜñ�×£Ó�Ñ�×�Ó�à1Ð�â�Ù`Ó�Ö�Õ2×�Ù`Ó�Ö�Ú é à1Ö�ÕoÓ�Ö5ÕoÓ�à�â�Ð�ì	Û2ßdÝ[Ó�Ñ�Ò�×GÛ#ì	Ù�ã6×�ÑWÐ�â�Ó�Ô	Ô	ÝÜÚ é Ó�Ö�ÚÞÐ�Û2à
ÚÜÛHß'ÚÜñ�×�Ñ�à�×yÓ�Ñ�×�Ó�à;ÚÜÛ é ÝÜì2ß'ÚÜÛ	Ò^Û2Ð�Ö`Ð�Û	ÝÜØ é Ð�ÙªÔ	ì	Ö�×�Ñdà é ÚÞ×�Û é ×�ë�ã	ì	Ö`Ó�ÝÞà�Ð é Õ2×�ÙªÚÞà�Ö�Ñ�Ø�ë�Ô	Õ#Ø'à�Ú é à�ë�ã	ÚÞÐ�ÝÞÐ�Ò�Ø�ë
Ó�Û#Ö�Õ	Ñ�Ð�Ô6Ð�ÝÞÐ�Ò�Ø�ë6Ô2à�Ø é Õ2Ð�ÝÞÐ�Ò�Ø�ë�Ò�×�Ð�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ#Ø�ë6Õ	ÚÞà�Ö�Ð�Ñ�Ø�ë6× é Ð�Û2Ð�ÙªÚ é à�ëAÓ�Û2ß©Ù`Ó�Û#Øyã	Ñ�Ó�Û é Õ2×�àMÐ�â�×�Û	Ò�ÚÜÛ2×�×�Ñ�ÚÜÛ	Ò2è
KGÑ�Ó�Ô	Õ!Ö�Õ2×�Ð�Ñ�Ø�ÕoÓ�àfã6×�×�Û§×�à�Ô6× é Ú[Ó�ÝÜÝÜØLì2à�×�âBì	Ý�ÚÜÛ é Ð�ÙªÔ	ì	Ö�×�ÑJà é ÚÞ×�Û é ×�ë�à�ÚÜÛ é ×5Ó�âBÖ�×�Ñ,Ó�ÝÜÝ�ë�Ó�Û#Ø!ß2Ó�Ö�ÓPà�Ö�Ñ�ì é Ö�ì	Ñ�×
é Ó�Ûòã6×dÑ�×�Ô	Ñ�×�à�×�Û#Ö�×�ßòã#ØòÓyÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ�èUT	ì	Ñ�Ö�Õ2×�Ñ�Ù;Ð�Ñ�×�ë�Ö�Õ2×�Ñ�×©Ó�Ñ�×©Ó�Ô	Ô	ÝÜÚ é Ó�Ö�ÚÞÐ�Û2à;ÚÜÛUÛ2×�Ö�á�Ð�Ñ�ä�ÚÜÛ	Ò2ë�ÚÜÛòÖ�Õ2×
ß	×�à�ÚÜÒ�Û!Ð�â é Ð�ÙªÔ	ì	Ö�×�Ñ,Ó�Ñ é Õ	ÚÜÖ�× é Ö�ì	Ñ�×�à�ë#Ó�Û2ßLÚÜÛ�Ò�×�Û2×�Ñ�Ó�Ý�ë�ÚÜÛ�ñ�ÚÜÑ�Ö�ìoÓ�ÝÜÝÜØL×�ñ�×�Ñ�Ø£ã	Ñ�Ó�Û é Õ§Ð�â é Ð�ÙªÔ	ì	Ö�×�Ñ�à é ÚÞ×�Û é ×�è
EGÐ�á�×�ñ�×�Ñ�ë#Ö�Ð£ß2Ó�Ö�×1Ù;Ð�à�Ö�Ð�â6Ö�Õ2×5Ñ�×�à�×�Ó�Ñ é Õ`ÚÜÛªÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ;Ö�Õ2×�Ð�Ñ�Ø§ÕoÓ�àJÐ�Û	ÝÜØ é Ð�Û2à�ÚÞß	×�Ñ�×�ß;Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à,Ö�ÕoÓ�ÖJÑ�×�Ù`Ó�ÚÜÛ
à�Ö�Ó�Ö�Ú é ëfÚ�è�×�èÜëfÖ�Õ2×�Ø^ß	Ð©Û2Ð�Ö é ÕoÓ�Û	Ò�×`á1ÚÜÖ�ÕïÖ�ÚÜÙ;×�èmOóá�×�Ó�ÝÜÖ�ÕUÐ�âPà�ì é ÕíÝÜÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�ì	Ñ�×`ÕoÓ�à�ã6×�×�Ûïß	×�ñ�×�ÝÞÐ�Ô6×�ß
â�Ð�ÑMà�Ö�Ó�Ö�Ú é Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕjÖ�Õ2×�Ð�Ñ�Ø�è�RPì	ÑMÔ	ì	Ñ�Ô6Ð�à�×�ÚÞàGÖ�Ð é Ý[Ó�à�à�Ú¥âBØ©ß'Ø�ÛoÓ�ÙªÚ é Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�ë6Ú�è�×�èÜë�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2àMÖ�ÕoÓ�Ö é ÕoÓ�Û	Ò�×
á1ÚÜÖ�Õ�Ö�ÚÜÙ;×�è!IGØ�ÛoÓ�ÙªÚ é Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�Ó�Ô	Ô6×�Ó�Ñ£ÚÜÛíÓ�ÝÜÙ;Ð�à�Ö�Ó�ÝÜÝfêo×�ÝÞß	àLÐ�â5à é ÚÞ×�Û é ×�è!D5Õ	ÚÞà£ÚÞà£×�à�Ô6× é Ú[Ó�ÝÜÝÜØyÖ�Ñ�ì2×ªÐ�â
é Ð�ÙªÔ	ì	Ö�×�Ñ�à é ÚÞ×�Û é ×�ë�á1Õ2×�Ñ�×PÓ�ÝÜÙ;Ð�à�Ö�Ó�ÝÜá5Ó�Ø'à�Ö�Õ2×Wß2Ó�Ö�Ó£à�Ö�Ñ�ì é Ö�ì	Ñ�×�àGôsÙ;Ð�ß	×�ÝÞ×�ß`Ó�à,Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�õ é ÕoÓ�Û	Ò�×GÓ�à,Ö�Õ2×
Ô	Ñ�Ð�Ò�Ñ�Ó�ÙöÚÞàW×�÷	× é ì	Ö�×�ßAèJøJ×�Ñ�ØdÝÜÚÜÖ�Ö�ÝÞ×£ÚÞà1ä�Û2Ð�á1Û�Ó�ã6Ð�ì	ÖWÖ�Õ2×£Ô	Ñ�Ð�Ô6×�Ñ�Ö�ÚÞ×�àWÐ�â,ß'Ø�ÛoÓ�ÙªÚ é Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�è

D5Õ2×�à�Ö�ì2ß'ØmÐ�âJÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ�ß'Ø�ÛoÓ�ÙªÚ é àPÕoÓ�àWã6×�×�ÛyÑ�× é ×�ÚÜñ�ÚÜÛ	Ò`á1ÚÞß	×!Ó�Ö�Ö�×�Û#Ö�ÚÞÐ�Û�ë6à�ÚÜÛ é ×§RPÑ�×�ù àPá�Ð�Ñ�ä©Ð�ÛyÖ�Õ2×
ÝÜÚÜÛ2×GÒ�Ñ�Ó�Ô	ÕmÐ�Ô6×�Ñ�Ó�Ö�Ð�Ñ

L(G)
ôBà�×�×!å ú	ë'û�çBõ�è,D5Õ2×;ü�ý�þ#ü

Ck
þ�ÿ������

Ek(G)
Ð�â�ÓLÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ

G
ÚÞà1ß	×�ê2Û2×�ßdÚÜÛ�å ú�ç

Ó�à�â�Ð�ÝÜÝÞÐ�áWà���D5Õ2×W×�ß'Ò�×
Ck

Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕdÐ�â�ÓGÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ
G = (V,E)

ÚÞà�ÓMÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ
Ek(G) = (V ′, E′)

ë�á1ÚÜÖ�Õ;ñ�×�Ñ�Ö�×�÷
à�×�Ö

V ′ = E(G)
à�ì é Õ©Ö�ÕoÓ�ÖPÖ�á�Ð`ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à e Ó�Û2ß f Ó�Ñ�×!Ó�ß	��Ó é ×�Û#ÖGÚ¥â�ëoÓ�Û2ßyÐ�Û	ÝÜØ¦Ú¥â�ë	Ö�Õ2× é Ð�Ñ�Ñ�×�à�Ô6Ð�Û2ß'ÚÜÛ	Ò×�ß'Ò�×�à1ÚÜÛ

G
×�ÚÜÖ�Õ2×�ÑWÚÜÛ é ÚÞß	×�Û#ÖGÐ�ÑWÐ�Ô	Ô6Ð�à�ÚÜÖ�×L×�ß'Ò�×�àPÐ�â,à�Ð�Ù;× é Ø é ÝÞ× Ck

è�
�Ð!â�Ð�ÑPÓ�Û#Ø¦Ö�á�Ð`×�ß'Ò�×�àWÚÜÛ
G
Ó�Ñ�×

Ó�ß	��Ó é ×�Û#Ö5Ú¥â�ë�Ó�Û2ßdÐ�Û	ÝÜØ;Ú¥â�ë#Ö�Õ2×�Øªã6×�ÝÞÐ�Û	Ò�à�Ö�Ð§Ó é Ð�ÙªÙ;Ð�Û P3
Ð�Ñ
Ck

ÚÜÛ
G
è� Õ2×�Û

k = 3
ë�Ö�Õ2×Gß	×�ê2Û	ÚÜÖ�ÚÞÐ�Û

é Ð�ÚÜÛ é ÚÞß	×�àMá1ÚÜÖ�Õ�Ö�Ñ�Ú[Ó�Û	Ò�ì	Ý[Ó�Ñ£ÝÜÚÜÛ2×�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�Ð�â�Ó;Ò�Ñ�Ó�Ô	Õòå ��ç�ëAÓ�Û2ßyá1Õ2×�Û k = 4
ë�Ö�Õ2×!ß	×�ê2Û	ÚÜÖ�ÚÞÐ�Û é Ð�ÚÜÛ é ÚÞß	×�à

á1ÚÜÖ�Õ
E4 �

Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�Ð�âJÓ!Ò�Ñ�Ó�Ô	Õíå ��ç�è
�
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D5Õ	Ñ�Ð�ì	Ò�Õ2Ð�ì	ÖGÖ�Õ	ÚÞà1ÔoÓ�Ô6×�ÑWá�×�ß	×�Û2Ð�Ö�×£ã#Ø

Pn
ôsÑ�×�à�Ô6× é Ö�ÚÜñ�×�ÝÜØ Cn

õ�ëoÓ§ÔoÓ�Ö�ÕïôsÑ�×�à�Ô6× é Ö�ÚÜñ�×�ÝÜØ é Ø é ÝÞ×�õ5Ð�Û
n
ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à�è�D5Õ2×1Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ;Ð�ã	Ö�Ó�ÚÜÛ2×�ßªã#Ø§ß	×�ÝÞ×�Ö�ÚÜÛ	Ò!Ó�Û#Ø§×�ß'Ò�×1Ð�â Kn

ÚÞà,ß	×�Û2Ð�Ö�×�ßªã#Ø
Kn−e

èfOHÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ
G
ÚÞà

H �
âBÑ�×�×MÚ¥â

G
ß	Ð�×�à5Û2Ð�Ö é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ H Ó�àPÓ�ÛmÚÜÛ2ß'ì é ×�ß©à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�èJO Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

H
ÚÞàPÓ�â�Ð�Ñ�ã	ÚÞß	ß	×�Ûyà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

â�Ð�Ñ¦Ó�Ô	Ñ�Ð�Ô6×�Ñ�Ö�Ø
P
Ð�âLÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ2àdÚ¥âLÛ2Ð^Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ ÕoÓ�ñ�ÚÜÛ	ÒïÔ	Ñ�Ð�Ô6×�Ñ�Ö�Ø

P é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2à©Ó�ÛîÚÜÛ2ß'ì é ×�ß à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
ÚÞà�Ð�Ù;Ð�Ñ�Ô	Õ	Ú é Ö�Ð H è�D5Õ2× é Ñ�Ð�à�à�Ô	Ñ�Ð�ß'ì é Ö G1×G2

Ð�âAÖ�á�Ð!Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à
G1

Ó�Û2ß
G2

ÚÞà5ÓLà�ÚÜÙªÔ	ÝÞ×WÒ�Ñ�Ó�Ô	Õdá1ÚÜÖ�Õ
V (G1)×V (G2)

Ó�àJÚÜÖ�à�ñ�×�Ñ�Ö�×�÷`à�×�Ö�Ó�Û2ß`Ö�á�Ð�ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à (u1, v1) Ó�Û2ß (u2, v2)
Ó�Ñ�×GÓ�ß	��Ó é ×�Û#Ö�ÚÜÛ G1×G2Ú¥â�ëhÓ�Û2ß�Ð�Û	ÝÜØ�Ú¥â�ëA×�ÚÜÖ�Õ2×�Ñ

u1 = u2
Ó�Û2ß

v1
ÚÞàLÓ�ß	��Ó é ×�Û#ÖLÖ�Ð v2 ÚÜÛ G2

ë�Ð�Ñ
u1

ÚÞàLÓ�ß	��Ó é ×�Û#ÖLÖ�Ð u2 ÚÜÛ G1Ó�Û2ß
v1 = v2

è
. ÝÞ×�Ó�Ñ�ÝÜØ�ëoÖ�Õ2×�×�ß'Ò�×

Ck
Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ é Ð�ÚÜÛ é ÚÞß	×�àPá1ÚÜÖ�ÕyÖ�Õ2×LÝÜÚÜÛ2×£Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ©â�Ð�ÑGÓ�Û#ØyÓ é Ø é ÝÜÚ é Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�è0/�ì	ÖWÖ�Õ2×�Ø

ß'Ú21A×�Ñ`ÚÜÛ Ù`Ó�Û#ØòÔ	Ñ�Ð�Ô6×�Ñ�Ö�ÚÞ×�à�è OGàdÓ é Ó�à�×�ë5â�Ð�ÑdÓ é Ð�Û	Û2× é Ö�×�ß Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
G
ë
Ek(G) = G

Ú¥â�ëWÓ�Û2ßîÐ�Û	ÝÜØ
Ú¥â�ë
G = Cn

ë
n 6= k

è©OPÝÞà�Ð3/5×�ÚÜÛ2×�ä�×`ÕoÓ�à�Ô	Ñ�Ð�ñ�×�ßïÚÜÛ å%4�ç�Ö�ÕoÓ�Ö!Ö�Õ2×`ÝÜÚÜÛ2×`Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕïÕoÓ�à�Û	ÚÜÛ2×ªâ�Ð�Ñ�ã	ÚÞß	ß	×�Û
à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�èJð�ÛmÖ�Õ	ÚÞàWÔoÓ�Ô6×�Ñ�ë'á�×Là�×�×£Ö�ÕoÓ�Ö

Ek(G)
ÕoÓ�àWÛ2Ð!â�Ð�Ñ�ã	ÚÞß	ß	×�Û�à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�è

ð�ÛîÖ�Õ2×mâ�Ð�ÝÜÝÞÐ�á1ÚÜÛ	ÒUà�× é Ö�ÚÞÐ�Û2à�ë5á�×©Ô	Ñ�×�à�×�Û#Ö�×�ß Ö�Õ2× é ÕoÓ�Ñ�Ó é Ö�×�Ñ�Ú%5�Ó�Ö�ÚÞÐ�Û2àdâ�Ð�Ñ`Ö�Õ2×y×�ß'Ò�× Ck
Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ Ð�â

Ó�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
G
ÚÞà é Ð�Û	Û2× é Ö�×�ßAë é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×�ë'ã	ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×£×�Ö é è�^×GÕoÓ�ñ�×LÓ�ÝÞà�Ð!Ô	Ñ�Ð�ñ�×�ß¦Ö�ÕoÓ�Ö5Ö�Õ2×M×�ß'Ò�× C4

Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
ÕoÓ�à�Û2Ð©â�Ð�Ñ�ã	ÚÞß	ß	×�ÛUà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ é ÕoÓ�Ñ�Ó é Ö�×�Ñ�Ú%5�Ó�Ö�ÚÞÐ�Û�è�D5Õ2×dß'Ø�ÛoÓ�ÙªÚ é Ó�Ý�ã6×�ÕoÓ�ñ�ÚÞÐ�Ñ§à�ì é ÕòÓ�à é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û é ×�ë
Ô6×�Ñ�ÚÞÐ�ß'Ú é ÚÜÖ�Ø�ë2Ù;Ð�Ñ�Ö�Ó�ÝÜÚÜÖ�ØyÓ�Û2ß¦Ö�Ð�ì é Õ	ÚÜÛ	Ò`Û#ì	Ù�ã6×�ÑGÐ�â Ek(G)

Ó�Ñ�×�Ó�ÝÞà�Ðªà�Ö�ì2ß'ÚÞ×�ßAè

6 @87Gefnoc
Ck 9 p�\�:*;H_=<W\ 9 p�\�:*;

D5Õ2×dü�ý�þ#ü
Ck

þ�ÿ������
Ek(G)

Ð�âJÓ!Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
G
ÚÞàWß	×�ê2Û2×�ßmÚÜÛ^å ú�çfÓ�à5â�Ð�ÝÜÝÞÐ�áWà��JD5Õ2×£×�ß'Ò�×

Ck
Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕyÐ�â

Ó`Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
G = (V,E)

ÚÞàLÓ`Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
Ek(G) = (V ′, E′)

ëAá1ÚÜÖ�Õjñ�×�Ñ�Ö�×�÷�à�×�Ö
V ′ = E(G)

à�ì é ÕjÖ�ÕoÓ�Ö£Ö�á�Ð
ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à e Ó�Û2ß f Ó�Ñ�×!Ó�ß	��Ó é ×�Û#ÖMÚ¥â�ë�Ó�Û2ß�Ð�Û	ÝÜØmÚ¥â�ëoÖ�Õ2× é Ð�Ñ�Ñ�×�à�Ô6Ð�Û2ß'ÚÜÛ	Òm×�ß'Ò�×�àPÚÜÛ G ×�ÚÜÖ�Õ2×�ÑGÚÜÛ é ÚÞß	×�Û#Ö£Ð�Ñ
Ð�Ô	Ô6Ð�à�ÚÜÖ�×L×�ß'Ò�×�àPÐ�â,à�Ð�Ù;× é Ø é ÝÞ× Ck

è�
�Ð§â�Ð�ÑPÓ�Û#Ø¦Ö�á�Ð`×�ß'Ò�×�àWÚÜÛ
G
Ó�Ñ�×�Ó�ß	��Ó é ×�Û#ÖPÚ¥â�ë2Ó�Û2ß©Ð�Û	ÝÜØ¦Ú¥â�ë'Ö�Õ2×�Ø

ã6×�ÝÞÐ�Û	Ò�àJÖ�Ð�Ó é Ð�ÙªÙ;Ð�Û P3
Ð�Ñ
Ck

ÚÜÛ
G
è � Õ2×�Û

k = 3
ë�Ö�Õ2×1ß	×�ê2Û	ÚÜÖ�ÚÞÐ�Û é Ð�ÚÜÛ é ÚÞß	×�à�á1ÚÜÖ�Õ;Ö�Ñ�Ú[Ó�Û	Ò�ì	Ý[Ó�Ñ�ÝÜÚÜÛ2×

Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕjÐ�â5ÓªÒ�Ñ�Ó�Ô	ÕUå ��ç�ë6Ó�Û2ßyá1Õ2×�Û
k = 4

ëoÖ�Õ2×!ß	×�ê2Û	ÚÜÖ�ÚÞÐ�Û é Ð�ÚÜÛ é ÚÞß	×�àGá1ÚÜÖ�Õ E4 �
Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕjÐ�â�Ó;Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕUå ��ç�è

. ÝÞ×�Ó�Ñ�ÝÜØªÖ�Õ2×P×�ß'Ò�×
Ck

Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ é Ð�ÚÜÛ é ÚÞß	×�à�á1ÚÜÖ�Õ`Ö�Õ2×WÝÜÚÜÛ2×WÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ;â�Ð�Ñ�Ó�Û#Ø`Ó é Ø é ÝÜÚ é Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�è>/�ì	Ö�Ö�Õ2×�Øªß'Ú21A×�Ñ
ÚÜÛ�Ù`Ó�Û#ØyÔ	Ñ�Ð�Ô6×�Ñ�Ö�ÚÞ×�à�èGOGàMÓ é Ó�à�×�ë2â�Ð�Ñ£Ó é Ð�Û	Û2× é Ö�×�ß�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ G ë Ek(G) = G

Ú¥â�Ó�Û2ß�Ð�Û	ÝÜØ©Ú¥â
G = Cn

ë
n 6= k

èGD5Õ2×�â�Ð�ÝÜÝÞÐ�á1ÚÜÛ	Ò¦Ñ�×�à�ì	ÝÜÖ é ÕoÓ�Ñ�Ó é Ö�×�Ñ�Ú%5�×�à£Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2àGá1Õ2Ð�à�× Ek
Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�ÚÞàGÚÞà�Ð�Ù;Ð�Ñ�Ô	Õ	Ú é Ö�Ð`Ö�Õ2×�ÚÜÑGÝÜÚÜÛ2×

Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�è
? ;hc#_op�c�x >o@8@ 
��A�8�B��� C�D

G
*
Ek(G) ∼= L(G)

�%E * ��&F��
�&�$ �G�%E *
G

�H'
Ck I EJ� ��� 4? ;hc#_op�c�x 6 @�@ 
��0��&K�L�B��� C�D

G
*
Ek(G)

�H'NM�
�&�&F��M��O���	�%E * ��&F�P
�&�$ �L�%E * �RQ=�BM��#$ �G
�&F�SM�
�+TC>
�&F�U&��

�E
G

M�
�&�����%&V'����K���W' 4
? ;hc#_op�c�xYXA@8@ 
��A��&K�G�B��� C�D

G
* �#DF�8���K���

Ek
�B��� C�D��H'AM�
�+TC�$#���O�!�#DF�U&

diam(G) 6
⌊
k
2

⌋ 4
C


#ÚÜÛ é × Ek(G)
ÚÞà é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×dÖ�Õ2×�ÛUã#ØíÖ�Õ2×¦ß	×�ê2Û	ÚÜÖ�ÚÞÐ�ÛHÐ�â

Ek(G)
Ó�Û#ØíÖ�á�Ð�×�ß'Ò�×�à§Ù�ì2à�Öª×�ÚÜÖ�Õ2×�Ñ

ÚÜÛ é ÚÞß	×�Û#ÖPÐ�Ñ5ã6×�ÝÞÐ�Û	Ò�à5Ö�ÐªÓ é Ø é ÝÞ×MÐ�âfÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ k è�
#ì	Ô	Ô6Ð�à�×GÖ�ÕoÓ�Ö diam(G) >
⌊
k
2

⌋ è�D5ÕoÓ�Ö1ÚÞà�Ö�Õ2×�Ñ�×£×�÷'ÚÞà�Ö�à
Ö�á�Ðdñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à u Ó�Û2ß v ÚÜÛ G á1ÚÜÖ�Õ

d(u, v) >
⌊
k
2

⌋ è . ÝÞ×�Ó�Ñ�ÝÜØ
u
Ó�Û2ß

v é Ó�ÛyÛ2Ð�ÖGã6×LÚÜÛyÖ�Õ2×!à�Ð�Ù;× é Ø é ÝÞ×Ð�âJÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ ⌊k
2

⌋ èSZ�×�Ö
u′
Ó�Û2ß

v′
ã6×§Ó�Û#Ø©Ö�á�Ðdñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à£Ó�ß	��Ó é ×�Û#ÖGÖ�Ð u Ó�Û2ß v Ñ�×�à�Ô6× é Ö�ÚÜñ�×�ÝÜØ�èGD5Õ2×�Û�Ö�Õ2××�ß'Ò�×�à

uu′
Ó�Û2ß

vv′
Ó�Ñ�×LÛ2Ð�ÖGÓ�ß	��Ó é ×�Û#Ö£Ó�Û2ß©ß	Ð�×�àWÛ2Ð�ÖPã6×�ÝÞÐ�Û	Ò�àWÖ�Ð`Ó é Ø é ÝÞ×�Ð�â�ÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ k è�D5Õ	ÚÞàWÔ	Ñ�Ð�ñ�×�à�ëÓ é Ð�Û#Ö�Ñ�Ó�ß'Ú é Ö�ÚÞÐ�Û�è

B[T\=]_^a`cbed2D5Õ2× é Ð�Û#ñ�×�Ñ�à�×GÛ2×�×�ßdÛ2Ð�Ö�ã6×PÖ�Ñ�ì2×Wâ�Ð�Ñ5×�÷2Ó�ÙªÔ	ÝÞ× C5
ÕoÓ�à5ß'Ú[Ó�Ù;×�Ö�×�Ñ

2
ã	ì	Ö

E4(G)
ÚÞà�Û2Ð�Ö

é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×�è
ð�ÛHå ��ç�ëAÖ�Õ2×`Ó�ì	Ö�Õ2Ð�Ñ�àLÔ	Ñ�Ð�ñ�×;Ö�ÕoÓ�Ö��LT2Ð�Ñ!Ó é Ð�Û	Û2× é Ö�×�ß^Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ G ë E4(G)

ÚÞà é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×ªÚ¥â�ëfÓ�Û2ß�Ð�Û	ÝÜØ
Ú¥â�ë
G
ÚÞà é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×!Ù�ì	ÝÜÖ�ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×�è�/�ì	ÖGÖ�Õ2×!à�Ó�Ù;× é Ó�Û�Û2Ð�ÖGã6×�Ò�×�Û2×�Ñ�Ó�ÝÜÚ%5�×�ßyâ�Ð�Ñ k > 5

èGT2Ð�Ñ£×�÷2Ó�ÙªÔ	ÝÞ×
â�Ð�Ñ!Ö�Õ2×dÔ6×�Ö�×�Ñ�à�Ð�ÛUÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ

P
ë
E5(P)

ÚÞà é ÝÞ×�Ó�Ñ�ÝÜØ é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×¦Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ K15
èf/�ì	Ö

P
ÚÞà!Û2Ð�Ö é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×

ã	ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×�è�EGÐ�á�×�ñ�×�Ñ�ë2á�×£ÕoÓ�ñ�×LÖ�Õ2×Gâ�Ð�ÝÜÝÞÐ�á1ÚÜÛ	Ò �
? ;hc#_op�c�xhg�@�@ 
��N�	M�
�&�&F��M��O���!�B��� C�D

G
*
Ek(G)

�H'NM�
�+TC�$#���O�0�%E * ��&F�P
�&�$ �P�%E * ���(�U�O�����K���i
�E
Gj �U$#
�&���'T�O
!�

Ck
4



� DF���0�K���
CK

�e��� C�D 
�E ���e��� C�D û�æ
� _op�_�tBts\	p�g©<6@�� ���

G
j �>�SM�
�+TC�$#���O�

r I +	��$��#� C �����#���O�a�B��� C�DTE
�� ' 
�+ �
r > k

2

*
Ek(G)

�H'>M�
�+TC�$#���O� 4
ð�Ûjå ��ç�ë�Ö�Õ2×£Ó�ì	Ö�Õ2Ð�Ñ�à5Ô	Ñ�Ð�ñ�×�ß¦Ö�ÕoÓ�Ö5Ö�Õ2×M×�ß'Ò�×

C4
Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

E4(G)
ÕoÓ�à�Û2Ð�â�Ð�Ñ�ã	ÚÞß	ß	×�Ûmà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�è �^×

Û2Ð�á Ô	Ñ�Ð�ñ�×LÖ�ÕoÓ�ÖWÖ�Õ2×£×�ß'Ò�×
Ck

Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ
Ek(G)

Ó�ÝÞà�ÐªÕoÓ�ñ�×£Û2Ð§â�Ð�Ñ�ã	ÚÞß	ß	×�Ûyà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ é ÕoÓ�Ñ�Ó é Ö�×�Ñ�Ú%5�Ó�Ö�ÚÞÐ�Û�è
? ;hc#_op�c�x�
A@�� DF�U� �i�H'N&F
8E
�� j �#�����U&3'� j �B��� C�D MOD������BM��O�U�R���(� �#�#
�& E
��

Ek(G)
E
��i��&K�

k > 3
4

C
�^× é Ó�Û�Ó�à�à�ì	Ù;×£Ö�ÕoÓ�Ö k > 5

ëoà�ÚÜÛ é ×£Ö�Õ2×L×�ß'Ò�× C3
Ð�â�Ó§Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕyÚÞà1Û2Ð�Ö�Õ	ÚÜÛ	Òdã	ì	ÖWÖ�Ñ�Ú[Ó�Û	Ò�ì	Ý[Ó�ÑGÝÜÚÜÛ2×

Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕíÓ�Û2ß�á1Õ2×�Û
k = 4

ëAÖ�Õ2×§Ñ�×�à�ì	ÝÜÖMâ�Ð�ÝÜÝÞÐ�áWà£âBÑ�Ð�Ù Ö�Õ2×;Ó�ã6Ð�ñ�×ªÑ�×�à�ì	ÝÜÖ�è �^×ªà�ÕoÓ�ÝÜÝ,Ô	Ñ�Ð�ñ�×ªÖ�ÕoÓ�Ö£Ò�ÚÜñ�×�Û
Ó�Û#Ø¦Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

G
ë	á�× é Ó�Ûmê2Û2ßyÓ!Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ H à�ì é Õ©Ö�ÕoÓ�Ö G ÚÞàPÓ�ÛmÚÜÛ2ß'ì é ×�ßyà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕyÐ�â Ek(H)

è�T2Ð�ÑGÓ�Û#Ø
Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

G
ë6ÝÞ×�Ö

H = G ×K2
è . ÝÞ×�Ó�Ñ�ÝÜØ

H é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2à � é Ð�Ô	ÚÞ×�à£Ð�â G à�Ó�Ø
G
Ó�Û2ß

G′
è��GÐ�áSÝÞ×�Ö

H ′
ã6×

Ö�Õ2×£Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕyÐ�ã	Ö�Ó�ÚÜÛ2×�ß¦âBÑ�Ð�Ù
H
ã#Ø¦à�ì	ã6ß'ÚÜñ�ÚÞß	×L×�Ó é Õy×�ß'Ò�×LÐ�â,Ð�Û2× é Ð�Ô#ØmÐ�â G ÚÜÛ

H
ÚÜÛ#Ö�Ð

k − 4
×�ß'Ò�×�à�è

�^× é Ý[Ó�ÚÜÙ Ö�ÕoÓ�Ö
G
ÚÞà§ÚÜÛ2ß'ì é ×�ßîà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕîÐ�â

Ek(H
′)
èòT2Ð�ÑdÓ�Û#Ø

v ∈ V (G)
ë
Ek(G)

é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2à
ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à�Ð�â�Ö�Õ2×1â�Ð�Ñ�Ù vv′

ë�á1Õ2×�Ñ�×
v′
ÚÞà�Ö�Õ2× é Ð�Ñ�Ñ�×�à�Ô6Ð�Û2ß'ÚÜÛ	Ò!ñ�×�Ñ�Ö�×�÷;ÚÜÛ G′ è��GÐ�áîâ�Ð�Ñ�Ó�Û#Ø;Ö�á�Ð§Ó�ß	��Ó é ×�Û#Ö

ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à u Ó�Û2ß v ë'Ö�Õ2× é Ð�Ñ�Ñ�×�à�Ô6Ð�Û2ß'ÚÜÛ	Òªñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à uu′ Ó�Û2ß vv′ Ó�Ñ�×£Ó�ÝÞà�ÐªÓ�ß	��Ó é ×�Û#Ö1ÚÜÛ Ek(G)
ë	à�ÚÜÛ é ×GÖ�Õ2×

ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à u, u′, u1, u2, · · · , uk−4, v′, v â�Ð�Ñ�Ù;àLÓ é Ø é ÝÞ×§Ð�â�ÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ k ÚÜÛ H ′ è��GÐ�áSÚ¥â
u
Ó�Û2ß

v
Ó�Ñ�×§Û2Ð�Û

Ó�ß	��Ó é ×�Û#Ö;Ó�ß	��Ó é ×�Û#Ö!ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à§Ð�â G Ö�Õ2×�Û
uu′

Ó�Û2ß
vv′

Ó�Ñ�×¦Ó�ÝÞà�Ð©Û2Ð�ÛòÓ�ß	��Ó é ×�Û#Ö§ñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à!ÚÜÛ Ek(H
′)
è

D5Õ#ì2à`Ö�Õ2×�à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕîÚÜÛ2ß'ì é ×�ßîã#ØHÖ�Õ2×yà�×�Ö {uu′ : u ∈ G} Ð�âLñ�×�Ñ�Ö�Ú é ×�à`ÚÜÛ H ′kG)
é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2à G Ó�à

Ó!ÚÜÛ2ß'ì é ×�ßyà�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�èJD5Õ	ÚÞà é Ð�ÙªÔ	ÝÞ×�Ö�×�àPÖ�Õ2×£Ô	Ñ�Ð�Ð�â�è
B? ;hc#_op�c�x C�@ @ 
��P�fM�
�&�&F��M��O��� �B��� C�D

G
*
Ek(G)

�H' j � C �����#���O�L�%E * ��&F� 
�&�$ � �%E *
G

�H'P�U���#DF�U�
�AC � �#D 
��A��&f���(�U& M �FMU$#�8
�Ea$#�U&��=�#D

r 6= k
4

C

#ì	Ô	Ô6Ð�à�×dÖ�ÕoÓ�Ö

Ek(G)
ÚÞà!ã	ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×�è 
#ì	Ô	Ô6Ð�à�×dÖ�ÕoÓ�Ö

G
ÕoÓ�àªÓyñ�×�Ñ�Ö�×�÷UÐ�âGß	×�Ò�Ñ�×�×©Ó�Ö§ÝÞ×�Ó�à�Ö

3
ë

Ö�Õ2×�Û
G é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2à£Ó é Ø é ÝÞ×�Ð�â,ÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ 3

è1EG×�Û é ×�ëoÖ�Õ2×�ß	×�Ò�Ñ�×�×!Ð�âJ×�ñ�×�Ñ�Ømñ�×�Ñ�Ö�×�÷©ÚÞàGÓ�ÖPÝÞ×�Ó�à�Ö 2 è�
#ÚÜÛ é × Gé Ð�Û	Û2× é Ö�×�ßAë G Ù�ì2à�Ö£ã6×;ÓdÔoÓ�Ö�Õ^Ð�Ñ�Ó é Ø é ÝÞ×�è��GÐ�áLë�Ú¥â G ÚÞàLÓ�Û^Ð�ß	ß é Ø é ÝÞ×ªÐ�â5ÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ r ë6Ö�Õ2×�Û r é Ó�ÛÛ2Ð�ÖGã6×�Ð�ß	ßyÐ�ÑM×��#ìoÓ�ÝhÖ�Ð
k
èPà�ÚÜÛ é ×�ëoÚ¥â r ÚÞàGÐ�ß	ß©Ö�Õ2×�Û L(G) ÚÞà£Ó�ÝÞà�ÐdÓ é Ø é ÝÞ×�á1Õ	Ú é ÕjÚÞàMÓ;à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	ÕjÐ�â

Ek(G)
Ó�Û2ßjÚ¥â

r = k
ëAÖ�Õ2×�Û

Ek(G) = Kr
Ó�Û2ßjÕ2×�Û é × Ek(G)

é Ó�Û	Û2Ð�Ö£ã6×§ã	ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×§ÚÜÛ�ã6Ð�Ö�Õ é Ó�à�×�à�è
TfÚÜÛoÓ�ÝÜÝÜØdÚ¥â

r
ÚÞàW×�ñ�×�Û�Ó�Û2ß

r 6= k
Ö�Õ2×�Û

Ek(G) = G
ë	á1Õ	Ú é Õ©ÚÞà1ã	ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×�è. Ð�Û#ñ�×�Ñ�à�×�ÝÜØ�ëoà�ì	Ô	Ô6Ð�à�×MÖ�ÕoÓ�Ö

G
ÚÞàW×�ÚÜÖ�Õ2×�ÑGÓ§ÔoÓ�Ö�ÕyÐ�ÑPÓ�Ûy×�ñ�×�Û é Ø é ÝÞ×£Ð�â�ÝÞ×�Û	Ò�Ö�Õ r 6= k

ë'Ö�Õ2×�Û
Ek(G)ÚÞàW×�ÚÜÖ�Õ2×�ÑGÓ!ÔoÓ�Ö�ÕyÐ�ÑGÓ�Û©×�ñ�×�Û é Ø é ÝÞ×£Ñ�×�à�Ô6× é Ö�ÚÜñ�×�ÝÜØ�èJEG×�Û é × Ek(G)

ÚÞà1ã	ÚÜÔoÓ�Ñ�Ö�ÚÜÖ�×�è
B

� _op�_�tBts\	p�g��A@*@ 
��A�LM�
�&�&F��M��O���P�B��� C�D
G
*
Ek(G)

�H'i� �#� ���S�%E * ��&F��
�&�$ �G�%E *
G

�H'i�AC � �#D 4

XA@��¦ghuh\2xíYsÏ�\2t�VLp�_=:Jc#p�a�Ysc#v
TfÚÜÑ�à�Ö£á�×§Ñ�× é Ó�ÝÜÝJà�Ð�Ù;×§Ò�Ñ�Ó�Ô	Õíß'Ø�ÛoÓ�ÙªÚ é Ó�Ý,Ö�×�Ñ�ÙªÚÜÛ2Ð�ÝÞÐ�Ò�ÚÞ×�à£âBÑ�Ð�Ù å û�ç�è!Z�×�Ö

G
ã6×ªÓ�Û#Ø�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�èªD5Õ2×

nth �
ÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�×�ßjÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ�ÚÞàGÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�ÚÜñ�×�ÝÜØjß	×�ê2Û2×�ß^Ó�àGâ�Ð�ÝÜÝÞÐ�áWà��

E0
k(G) = G, E1

k(G) = Ek(G), E
n
k (G) =

Ek(E
n−1
k (G)), n > 2.

�^×;à�Ó�ØjÖ�ÕoÓ�Ö
G
ÚÞà é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#Ö§ì	Û2ß	×�Ñ Ek

Ú¥â {En
k (G) : n ∈ N} ÚÞàMê2Û	ÚÜÖ�×�èð�â

G
ÚÞà�Û2Ð�Ö é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#ÖWì	Û2ß	×�Ñ Ek

ë�Ö�Õ2×�Û
G
ÚÞà£ý�����ü�ÿ�þ#ü��! 6ì	Û2ß	×�Ñ

Ek
è,O Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

G
ÚÞà �2ü�ÿ��#"�ý��#$�Ú¥âhÖ�Õ2×�Ñ�×

ÚÞàMà�Ð�Ù;×!ÛoÓ�Ö�ì	Ñ�Ó�Ý,Û#ì	Ù�ã6×�Ñ
n
á1ÚÜÖ�Õ

G = En
k (G)

è�D5Õ2×ªà�Ù`Ó�ÝÜÝÞ×�à�Ö£à�ì é ÕjÛ#ì	Ù�ã6×�ÑLÚÞà é Ó�ÝÜÝÞ×�ßjÖ�Õ2×!Ô6×�Ñ�ÚÞÐ�ß
Ð�â
G
è1D5Õ2×LÖ�Ñ�Ó�Û2à�ÚÜÖ�ÚÞÐ�ÛyÛ#ì	Ù�ã6×�Ñ

t(x)
Ð�â�Ó é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#ÖMÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ G ÚÞàPß	×�ê2Û2×�ß�Ó�àS5�×�Ñ�Ð;Ú¥â

G
ÚÞàWÔ6×�Ñ�ÚÞÐ�ß'Ú é

Ó�Û2ßjÓ�àPÖ�Õ2×!à�Ù`Ó�ÝÜÝÞ×�à�ÖPÛ#ì	Ù�ã6×�Ñ
n
à�ì é Õ�Ö�ÕoÓ�Ö En

k (G)
ÚÞàPÔ6×�Ñ�ÚÞÐ�ß'Ú é èPO Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

G
ÚÞà&%'"�ÿ( ��)2Ú¥â,â�Ð�ÑGà�Ð�Ù;×

n > N
ë
En

k (G) = φ
Ö�Õ2×L×�ÙªÔ	Ö�Ø¦Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�è

? ;hc#_op�c�x ?A@�� DF�_�B��� C�DV'
Pn
*
K1,3

*
Cn (n 6= k)

��� �	�#DF�8
�&�$ �
Ek

M�
�&��(�U� ���U&�� �B��� C�DV' 4
C
ð�â
G é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2àmÓ�ñ�×�Ñ�Ö�×�÷îÐ�â�ß	×�Ò�Ñ�×�×

> 3
ë5Ö�Õ2×�Û

Ek(G)
é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2à K4

è ð�ÛHÖ�Õ2×yà�ì	ã2à�×��#ì2×�Û#Ö
ÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�ÚÞÐ�Û2àPÖ�Õ2× é ÝÜÚ*�#ì2×Là�Ú%5�×£Ò�Ð�×�àPÐ�Û©ÚÜÛ é Ñ�×�Ó�à�ÚÜÛ	Ò¦Ó�Û2ß©Õ2×�Û é × G ß'ÚÜñ�×�Ñ�Ò�×�à�è 
�Ð	ë	â�Ð�Ñ é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#ÖMÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ2à
δ(G) 6 3

è
ð�â
G
ÚÞàªÓ�Ö�Ñ�×�×dá1Õ	Ú é ÕHÚÞà§Û2×�ÚÜÖ�Õ2×�Ñ

Pn
Û2Ð�Ñ

K1,3
ëJÖ�Õ2×�Û

K4
ÚÞà é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2×�ßîÓ�Ö§ÝÞ×�Ó�à�ÖªÚÜÛUÖ�Õ2×dÖ�Õ	ÚÜÑ�ß

ÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�×�ßmÒ�Ñ�Ó�Ô	ÕjÓ�Û2ß¦Õ2×�Û é × G é Ó�Û	Û2Ð�Ö é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�è
B

� _op�_�tBts\	p�g >�+A@_@ 
��
Ek(G)

* �#DF�L
�&�$ �3C>�U�R�#
 �B�#M8�B��� C�DV'!��� � �#DF��M �FMU$#�W'
Cn
*
n 6= k

��&F� �#DF� �
D��K�(�0C>�U�R�#
 ��
�&F� 4
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C
D5Õ2×5ÔoÓ�Ö�Õ2à

Pn
é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×1Ö�ÐMÓ�Û2ß K1,3

é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�à,Ö�ÐGÖ�Õ2×�Ö�Ñ�Ú[Ó�Û	Ò�ÝÞ×�è . Ð�Û2à�ÚÞß	×�Ñ�Ö�Õ2×�Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�á1Õ	Ú é Õ
Ó�Ñ�×MÛ2Ð�Ö1Ö�Ñ�×�×�à�è,ð�â

G
ÚÞà5Û2Ð�ÖPÓ é Ø é ÝÞ×�ë'Ö�Õ2×�Û G é Ð�Û#Ö�Ó�ÚÜÛ2àGÓ é Ø é ÝÞ×Má1ÚÜÖ�ÕyÓ�Ô6×�Û2ß2Ó�Û#ÖP×�ß'Ò�×LÓ�àWÓ§à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ

ôsÛ2×�×�ßyÛ2Ð�ÖGã6×LÚÜÛ2ß'ì é ×�ßoõ�èGD5Õ2×�Û K4
ÚÞàMÓ`à�ì	ã	Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ�Ó�ÖGÝÞ×�Ó�à�ÖPÚÜÛ�Ö�Õ2×!à�× é Ð�Û2ß©ÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�ÚÞÐ�Û^Ó�Û2ßyÕ2×�Û é ×�ÚÜÛ

Ö�Õ2×Mà�ì	ã2à�×��#ì2×�Û#Ö�ÚÜÖ�×�Ñ�Ó�Ö�ÚÞÐ�Û2à1Ö�Õ2× é ÝÜÚ*�#ì2×Gà�Ú%5�×Pá1ÚÜÝÜÝ6Ò�Ð!Ð�Û¦ÚÜÛ é Ñ�×�Ó�à�ÚÜÛ	Ò;Ó�Û2ß`Õ2×�Û é × é Ó�Û	Û2Ð�Ö é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�è�OPÝÜÝ
é Ø é ÝÞ×�àG×�÷ é ×�Ô	Ö Ck

Ó�Ñ�×Lê	÷	×�ß©ì	Û2ß	×�Ñ
Ek

Ó�Û2ß
Ck

ÚÞàPÛ2Ð�Ö é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#Ö�èMD5Õ#ì2à�ë�Ö�Õ2×LÔ	Ñ�Ð�Ð�â,â�Ð�ÝÜÝÞÐ�áWàPâBÑ�Ð�Ù
Ö�Õ2×;â�Ó é Ö!Ö�ÕoÓ�ÖªÓmÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ G ÚÞà é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#ÖªÚ¥â�ë,Ó�Û2ßïÐ�Û	ÝÜØ^Ú¥â�ë G ÚÞà!×�ÚÜÖ�Õ2×�Ñ!Ô6×�Ñ�ÚÞÐ�ß'Ú é Ð�Ñ!Ö�Õ2×�Ñ�×`ÚÞà!à�Ð�Ù;×
Ô6Ð�à�ÚÜÖ�ÚÜñ�×£ÚÜÛ#Ö�×�Ò�×�Ñ

n
á1ÚÜÖ�Õ

En
k (G)

Ô6×�Ñ�ÚÞÐ�ß'Ú é è
B

� _op�_�tBts\	p�g >o>o@ � DF�	�#����&V'R���#�#
�&�& ��+ j �U�
t(K1,3) = 1

��&F�PE
��
n 6= k

*
t(Cn) = 0

4
� _op�_�tBts\	p�g > 6 @*@ 
��

Ek(G)
* �#DF�0C � �#DV'A��� �T�#DF�8
�&�$ �G+ 
������$ �B��� C�DV' 4

C
OPÙ;Ð�Û	ÒLÖ�Õ2× é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�Û#Ö5Ò�Ñ�Ó�Ô	Õ2à�ë é Ø é ÝÞ×�à�Ð�Ö�Õ2×�ÑJÖ�ÕoÓ�Û Ck

Ó�Ñ�×5ê	÷	×�ß`Ó�Û2ß
K1,3

é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�×�à�Ö�Ð K3
è

D5Õ2×£ÔoÓ�Ö�Õ2àGÓ�Ñ�×MÖ�Õ2×LÐ�Û	ÝÜØdÒ�Ñ�Ó�Ô	Õ2à é Ð�Û#ñ�×�Ñ�Ò�ÚÜÛ	ÒdÖ�Ð φ è B
bdc�<�c#p�c�uhÏ�c#v

� ¡ ����� �����	��
������Æ���}�|�}�������|�� ¤�}���� {�~���{��#����|�� ��������|�}������������ ¡ Æ�{�¨� �� ~�}���{�|�� }����6����{�|�� ¡ � ��Ç���Ä ¡ � �o{�� ¡ Ç ¡ � � ¡ � � Ç������Å ¡
� ¡����! " ��#"#%$��&�%�'�#|�}�~��B�¥{�|�¨W}���� {�~��J{��6��|�}�������}�~������ ��|�}������ ¡ �2� ¡"(�¡ �6������� � ¡ �*) ���B����|�~ ¬ � ����� ��}�~,+f~�� ����|���� �s� ���Ç�Ç�� ¡� ¡.-��! /�! 1032 ��4h|�}����5�6����{�|�� ¡ �.6 ����� ��{�~	7 ) ����� �����2«� �� ¡ Æ�{ ¡ � ��Ç98�Ç ¡� ¡�: ����;!� :5� ��<!=?>.� @�AB� < ��0�� ��=9C �! �D ���6���J������� C4

��|�}����£{��o}1��|�}����E��� �f}�¨W}�~�«���}�~ ¬ }���� ¡ ��{�� ¡ �	|�{�� ¡ {��
¢ Æ (J¬GFIH }�~���}�� {�|�� � ¢ ~���� } � ( ������¨� ���|��ÅJ� ��K � � Ä�Ä98�L ¡ � � Ä�Ä9K ¡ � � ¡ � ��ÅJ� � ��K ¡ �MFIN ������«�|�� � {������ ����|�� ��� �PO �9L ¡Å ¡.QR � S"���  $���4h|�}���� ( ��}�~�}�¨1� ��� ¡ �.N {�~���¨W}�~ � ��Ç�Ç�Å ¡8 ¡UT� � T �P�6����{�|��P{��V4h|�}������ ¡ � �	|�{���� ����~���� F � ¡B¢�¡ L/W 6 ¨1��| ¡o¬ }���� ¡ ��{�� ¡ � ��Ç98 � ¡ � �o{�� ¡ �9K ¡
X��"Y��/Z\[����^]��`_Pa����/bUc9d`ef	g�cih�j
k�l m9nporq&s9n�t*u	v&vPwyx{z
( ����}�|���¨1��~��A{�� ¬ }�������¨W}���� ������ ����}���}�~���} ¢ ~��B��� ��«�����{��R��������~�{�� {���� � Hh¡�|�¡ �h{�}����«�¨�}�«�|"7BÅ9� � ��Ä9� � ¢ ~���� }~B7[¨W}�� ��W���9�������J�P�9�`�	�9���!�P�����"�9�J�V�5���J�����9�����������!�R�����'�"�J�
� n��&n&��n&��n�oUzB��z
( ����}�|���¨1��~��A{�� ¬ }�������¨W}���� ���� ¡ � ¡ � ¡�6 ��}�����¨��W{��R��������~�� ��}��'~o��«���}���� {�~+h����}�|�}���}�� � � 7 �,��~�����|�� ¬ }�� ~ �h{�}�� � H }�~���}�� {�|��i7BÅ`8�ÄPÄ98�Ä � ¢ ~���� }~B7[¨W}�� ��WB�	�9�`�9���	�9�!�P���9���"�9�J�
k�l v&v�n&��l  ��&n&¡i¢£n&¤�wp¥MzB��z
( ����}�|���¨1��~��A{�� ¬ }�������¨W}���� ���� ¡ � ¡ � ¡�6 ��}�����¨��W{��R��������~�� ��}��'~o��«���}���� {�~+h����}�|�}���}�� � � 7 �,��~�����|�� ¬ }�� ~ �h{�}�� � H }�~���}�� {�|��i7BÅ`8�ÄPÄ98�Ä � ¢ ~���� }~B7[¨W}�� ��W£��¦����	��§!���`�9���!�P�����"�9�J�

¨ª©ª«.©ª¨ª¬5¯®
Ck �/° ¨V±^² ° ¨V±^²5±

³*´Bµ&¶¸·5¹�º�¶ ¨%»9¼B¼ ´¾½ èÜëR¬ ¶P¿�¶PÀ¶PÁBÂÃ· èBÄïèÜë ³*´ ¼B¼ ¶	ÅR´BÆB¿�¶�Ç�µ&¶�È�´ÊÉ èBÄïè
ËªÌ�Í.Ì�Î%Ï9Ð`Ñ�ÐªÒ�ÓiÌ�Ð`Ñ�Ð

k > 4 Ô ÓJÏ9Ó Ô	ÕPÖ£× Ck
7IÑ Ô�Ø9Ù Ek(G)

Ñ Ô�Ø9Ù�Ø G Ú ÐJÛ�Ó Ô�Ü*Ý�Þªß�Ú Ó Ô ÓJÏ Ô�Ø Ñ Ô�Ø9Ù�Ø G ßrà	ØJá Ó ÚJÞ9ß Óß Ó ÔPâ{ÝPÕ��&ã�Ô	ÝEäJÞ Ð9å�Û ß Ó ß Ó ÔPâ{ÝPÕPÖæÚ åRÓ Ü*ÕPÖÊß Ek(G) � Ó Ú Ì ÝçÚ Ð9Ð Þ9ß Ó Þ�ÚJÞ9ß9è Î%é Ý Ó Ý å Ô ÓJÏ Ô�Ø�ß Ñ Ô�Ø9Ù Ó G
Ì Ý Ï9ÐÝPÕ Ò Ý Û�Ó Õ�Þ9ÕPÖ,� Ì Ý Ï9Ð ã�Ô	ÝPÕ�Ø Û�Ì�Ó Ü*Ø`ÞMà Ð ãPÝPÝ Ck ¡^ê ÚJÞ9Ø`Þ9ë Ó è�ÚJÞ9Ø!Õ Ð ß Ì�Ó Õ Ð �'á�Þ Ð Ô ÓJÏ9Ó Ô	ÕPÖ£× Ck

7IÑ Ô�Ø9Ù Ñ Ô�Ø9Ù�Ø GÍ ß Ì�Í	Ó Þ�Ú Í Úiß Í	ì ÕPÖ å �'ã Ð`Ì ÕPÖ å � Û ß9è Û�Ð`Ì ë9ÕPÖ å Ý¸Þ ¡ Û ¡ Ë*Ð à	Ø ì Ø!Õ Ð Þ9Ø`àPÜ Ó ��á�Þ Ð Ô ÓJÏ9Ó Ô	ÕPÖ£× C4
7IÑ Ô�Ø9Ù¯Õ Ó Ý åRÓJÓ Þí Ø`Ô�Ø`àPÞ Ó Ô	Ý ì Ø Ò ÝP× ì Ø!ã�Ô ÓJéªÓ ÕPÕPÖ å ÝMã ÐJÛ�Ñ Ô�Ø9Ù�Ø å Ý ¡î Ô Ð9åRÓ Þ Ð`Ñ�Ð ��Ý�ÚJÚ Ì�Ó/Û�Ð ß�Ø!ÕPÖïÞ9Ø`à	Ý Ó í Ø`Ô�Ø`àPÞ Ó Ô	Ý�ÚJÞ9Ý�à	Ý Û ÝPÕ�Ø 7å ÝPá Ó ÚJà	Ý í Ñ Ô�Ø9Ù Ð ß?à	Ø`àMÚ í ÐJÛ Ý åRÐ ÚJÞ9ë���ã Ó Ô	Ý ÐJÛ ÝPáPÕ Ð ÚJÞ9ë�� åRÐ ÔPÞ9Ø Ì ë9Õ Ð ÚJÞ9ë.ÝMáPÝ�Ú Ì�Ð ã Ó Ô Ó í ÐJÛ�Ð ß Ñ Ô�Ø9Ù�Ø Ek(G) ¡

ð^ñBò?ó�ô�õ�ö.ôp÷`ñBø�õ�ù#Ã Ô ÓJÏ9Ó Ô	ÕPÖ£× Ck
7IÑ Ô�Ø9Ù��'Þ�Ô Ó è Ñ�Ð`Ì ë9ÕPÖ£× Ì ÝPÕ Ó ×PÕPÖ£× Ñ Ô�Ø9Ù���Ú í ÐJÛ Ý åRÐ ÚJÞ9ë��&ã Ó Ô	Ý ÐJÛ ÝPáPÕ Ð ÚJÞ9ë��åRÐ ÔPÞ9Ø Ì ë9Õ Ð ÚJÞ9ë��	áPÝ�Ú Ì�Ð ã Ó Ô Ó í ÐJÛ�Ð ß ¡


