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R^½7¾�¿�À�Á�ÂG½7¾�Ã�Ã�ÄI¾�Á�½	Å	Æ#¾�ÇSÁ�Ã�ÈÉÁ�À�Ê2Ë�Ì�À<Ì�À�Í2Â�Î	Í	Ï�ÂaÐ�½	Ñ�Ò	Ò	ÏaÓ,MQÑ�Ã�Á�Ë
G Ô Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾'Ó�NS¿�À�Õ�Í7¾�Î	Å2Ä

Î2Â�½2Â�Õ
ω(G) Ö�× y�Ø�zL� G Ù Á�Ó�Â�ÓÚÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ�ÀaÆ�Ã�Â�Ü|Ò2À�½#È�Ý2Ì�À�ÆOÞ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�À�Æ G ÓÚ]½	Ñ�Ò	Ò	ÏßÃ5À�Ý2Å	Í7¾�Ì�À�Æ�Ï�ÄÃ�Ò2Â�Ì	Á�½2À�ÄW¿�Ñ�Ý7Â�ÄßÍ7¾�Õ�Ï1Æ#¾�Á�Ëà{'á�� Ö�× y�Ø�zL����w2â��2ãä�G{7ÓSMGÀ�Ã�Ì�À�Ê2Ë�Ì	Ñ�ÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ�À ω(G) Õ�¾�ÄÚÌ	Í	Ñ�Á�ÀgÒ2ÀÀ�Á�Í2À�å|Â�Í	Å	ÇXÝ7Â�Ê2Å2Ä,À�Ã�Á�Å Ù À�Í2ÀæÀ�Ý2Í2À�Õ�Í7¾�Î	Í2ÀÉÀ�Ò	½2Â�Ý7Â�Ê2È	Â�Á�Ã�È�Ê2ÇQ¿�Ï�ÄWÃ�Æ�À�Å2Ä^Ò2À�Ý7ÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ�À�Ä Ù Õ�¾�çÄÚÏ1Ì'¾�Í	Å2ÂèÌ�À�Á�À�½2À�Ð�ÀéÒ2À�Ý7Â�Ê2Å2Ä,À�Ã�Á�ÅßÃ�À�Æ�Ò7¾�Ý�¾�Â�ÁêÃ

ω(G)
ÓëNS¿�À�Õ�Í7¾�Î	Å2ÄXÎ2Â�½2Â�Õ

µ(G)
ÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ�À

ÄI¾�Ì�Ã�Å2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ï5ÜèÒ2ÀOÝ7Â�Ê2Å2Ä,À�Ã�Á�ÅÉÞ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�À�Æ<Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾
G
Ó,ì5À�Ê7Â�ÂGÀ�¿�í|À Ù Â�Ã�Ê2Å M Ô Ê2ÇQ¿�À�ÂQÌ�À�Í2Â�Î'ç

Í2À�Â1Í2Â�Ò	Ñ�Ã�Á�À�ÂSÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ�ÀOÍ7¾�Á�Ñ�½7¾�Ê2Ë�Í	Ï5Ü¯Î	Å2Ã�Â�Ê Ù Á�ÀaÎ2Â�½2Â�Õ µ(M)
¿�Ñ�Ý7Â�ÄéÀ�¿�À�Õ�Í7¾�Î7¾�Á�Ë|ÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ�À

ÄI¾�Ì�Ã�Å2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ï5ÜîÒ2À!Ý7Â�Ê2Å2Ä,À�Ã�Á�ÅîÞ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�À�Æ
M
Ó�ïQÃ�Í2À Ù Î	Á�À µ(G) = µ(ω(G))

Ó
K�Ì'¾�Û!Â�Ä Ù Î	Á�À G ��� Ö�× ��á��2������y��G�Qðx¿�À�Ê7Â�Â�Á�À�Î	Í2À Ù ½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄI¾LÒ2ÀSÃ�Ò2Â�Ì	Á�½	ÑaÆLÌ'Ê�¾�Ã�Ã�Â�Ì�À�Í2Â�Î'çÍ	Ï5ÜèÐ�½	Ñ�Ò	Ò�ñ Ù Â�Ã�Ê2ÅÉÊ2ÇQ¿�¾�ÈèÌ�À�Í2Â�Î	Í7¾�ÈîÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾ Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í7¾�È G Ù Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾ G Ó5]½	Ñ�Ò	Ò7¾ G�7y���� Ö�× ��á��2������y��G� × � Ö�× y�Ø�zL��� Ù Â�Ã�Ê2ÅæÃ�Ñ�í|Â�Ã�Á�Æ�Ñ�Â�Á�¿�Â�Ã�Ì�À�Í2Â�Î	Í2À�ÄÚÍ2À�Ð�À!Ò2À�Ò7¾�½	Í2À!Í2Â�Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ	Ï5ÜÐ�½	Ñ�Ò	Ò Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í	Ï5Ü G

ÓWóa��Ø���ã,z|{7y��
G
Í7¾�Õ�Ï1Æ#¾�Â�Á�Ã�ÈëÊ2ÇQ¿�¾�ÈôÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾

H Ù Ã�À�Ý7Â�½#Û|¾�í�¾�ÈÍ2À�½2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ñ�ÇõÒ2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ
N
ðöÍ7¾�Õ�Ï1Æ#¾�Â�ÄÚÑ�Çk÷2�������ëÍ7¾�Ì	½	Ï1Á�Å	È7ñ Ù Ý	Ê2È<Ì�À�Á�À�½2À�ø H/N ' G

Ó,]½	Ñ�Ò'ç
Ò7¾

G
��� Ö�× ��á��2������y��G� Ö �@y���{ Ö ����{'�æ�2��Ø���ã,z|{2� Ù Â�Ã�Ê2Å�Ê2ÇQ¿�À�Â�Â�Â�Í7¾�Ì	½	Ï1Á�Å2Â Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í2À�Â G ÙÅ	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ2À

G
Ó

HÚ¾�¿�À�Á�¾<Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Ê2È	Â�ÁgÃ�À�¿�À�øîÀ�¿�Õ�À�½î½2Â�Õ�Ñ�Ê2Ë�Á�¾�Á�À�Æ Ù Ì'¾�Ã�¾�ÇSí!Å'Ü#Ã�ÈîÃ�Á�½2À�Â�Í	Å	ÈÉÐ�½	Ñ�Ò	Ò Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì'çÁ�½7¾�Ê2Ë�Í	Ï5ÜàÍ2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄÚÏ�ÄõÒ2ÀæÃ�Ò2Â�Ì	Á�½	ÑîÌ�À�Í2Â�Î	Í	Ï�ÄdÒ	½2À�Ã�Á�Ï�ÄdÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾�Ä1ÓOMQ½2Â�Ý2Ò2À�Ê�¾�Ð�¾�Â�Á�Ã�È ÙÎ	Á�À¯Æg¿�Ñ�Ý2Ñ�í|Â�Ä^Â�Âa½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Í	Ï1øàÆ#¾�½	Å7¾�Í	ÁèÃ�Á�¾�Í2Â�ÁæÎ7¾�Ã�Á�Ë�Ç>¿�À�Ê2Ë�å|À�Ð�ÀgÀ�¿�Õ�À�½7¾ Ù Ò2À�Ã�Æ�È'í|Â�Í	Í2À�Ð�ÀÆ�À�Ò	½2À�Ã�¾�Äë½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�Ä,À�Ã�Á�Å�Ì�À�Í2Â�Î	Í	Ï5ÜÉÐ�½	Ñ�Ò	ÒÉÒ2À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½	Ñ�Ó
RQÓ#ùOÛÉÓ2ú`Åêûýü�þäÒ2Â�½	Æ�Ï�ÄëÀ�Á�Ä,Â�Á�Å'Ê Ù Î	Á�À�Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾ G Ù Ã�À�Ý7Â�½#Û|¾�í�¾�È�Í2Â�Á�½	Å	Æ�Å7¾�Ê2Ë�Í	Ñ�ÇX¾�¿�Â�Ê7Â�Æ�Ñ

Í2À�½2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ñ�ÇdÒ2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ
V Ù Í2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄI¾'ÓIRdû ÿ�þ7Ò	½	Å	Æ�Â�Ý7Â�ÍgÍ7¾�¿�½2À�Ã�À�Ì<Ý7À�Ì'¾�Õ�¾�Á�Â�Ê2Ë�Ã�Á�Æ#¾OÁ�À�çÐ�À Ù Î	Á�ÀGÞ�Á�ÀGÑ�Á�Æ�Â�½#Û|Ý7Â�Í	Å2ÂSÀ�Ã�Á�¾�Â�Á�Ã�È¯Æ�Â�½	Í	Ï�Ä Ù Â�Ã�Ê2Å<Á�½2Â�¿�À�Æ#¾�Í	Å2ÂLÌ�À�Ä,ÄÚÑ�Á�¾�Á�Å	Æ�Í2À�Ã�Á�Å V Õ�¾�Ä,Â�Í	Å	Á�Ë

Í7¾æÒ	½	Å	Í7¾�Ý	Ê7Â�Û�Í2À�Ã�Á�ËàÞ�Ì�Ã�Ò2À�Í2Â�Í	Á�Ï
V
ÌêÃ�Ò2Â�Ì	Á�½	Ñ

G
ÓæR Ý7Â�ø2Ã�Á�Æ�Å	Á�Â�Ê2Ë�Í2À�Ã�Á�Å Ù Á�¾�Ì�À�ÂgÀ�¿�À�¿�í|Â�Í	Å2ÂÍ2ÂQÆ�Â�½	Í2À � Ò	½2À�Á�Å	Æ�À�½2Â�Î7¾�í!Å	øîÒ	½	Å2Ä,Â�½îÒ2À�Ã�Á�½2À�Â�ÍÉÆîû ��þ�Ó
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R û ��þSÝ7À�Ì'¾�Õ�¾�Í2À Ù Î	Á�ÀêÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾éÍ2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄI¾VÁ�À�Ð�Ý�¾êÅ^Á�À�Ê2Ë�Ì�ÀVÁ�À�Ð�Ý�¾ Ù Ì�À�Ð�Ý�¾ À�Í7¾éÅ	Õ�À�çÃ�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í7¾îÐ�½	Ñ�Ò	Ò2Â Ù Ã�À�Ý7Â�½#Û|¾�í|Â�øôÍ2Â�Á�½	Å	Æ�Å7¾�Ê2Ë�Í	Ñ�Çt½7¾�Õ�½2Â�å!Å2ÄÚÑ�ÇtÍ2À�½2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ñ�ÇtÒ2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ�Ó
R Þ�Á�À�øêÛ!Â<½7¾�¿�À�Á�ÂgÃ�òaÀ�½2ÄÚÑ�Ê2Å	½2À�Æ#¾�Í2ÀîÀ�Ò	½2Â�Ý7Â�Ê7Â�Í	Å2ÂgÌ	½	Å	Á�Å	Î2Â�Ã�Ì�À�ø Ð�½	Ñ�Ò	Ò	ÏaÓæ]½	Ñ�Ò	Ò7¾

G
Í7¾�Õ�Ï5ç

Æ#¾�Â�Á�Ã�ÈîØ���{2z|{2�'y Ö Ø����!À�Á�Í2À�Ã�Å	Á�Â�Ê2Ë�Í2ÀOÝ�¾�Í	Í2À�Ð�ÀOÌ�À�Í2Â�Î	Í2À�Ð�À|ÄÚÍ2À�Û!Â�Ã�Á�Æ#¾ ω ðöÅ'Ê2Å ω ç Ì	½	Å	Á�Å	Î2Â�Ã�Ì�À�ø�ñ ÙÂ�Ã�Ê2Å
ω(G) = ω

ÅgÃ�Ò2Â�Ì	Á�½<Ê2ÇQ¿�À�øgÃ�À�¿�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�øæÃ�Â�Ì��	Å	ÅgÐ�½	Ñ�Ò	Ò	Ï
G
ðöÁ�Ó#Â�ÓÚòO¾�Ì	Á�À�½<Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï

H/K ÙÐ�Ý7Â
K �H 6 G

ÅàÊ2Å2¿�À
K 6= 1 Ù Ê2Å2¿�À H 6= G

ñ Ù À�Á�Ê2Å	Î2Â�ÍêÀ�Á ω Ó!Zp¾�ÄdÛ!Â!Ý7À�Ì'¾�Õ�¾�Í2À Ù Î	Á�ÀgÝ	Ê2ÈÊ2ÇQ¿�À�Ð�À
ω Ù Î	Å2Ã�Ê7À ω ç Ì	½	Å	Á�Å	Î2Â�Ã�Ì	Å'ÜÉÐ�½	Ñ�Ò	ÒÉÌ�À�Í2Â�Î	Í2À	ÓEa¾�ÄWÒ2À�Á�½2Â�¿�Ñ�Â�Á�Ã�È�Í2Â�Ã�Ì�À�Ê2Ë�Ì�ÀèÝ7À�Ò2À�Ê2Í	Å	Á�Â�Ê2Ë�Í	Ï5Ü�Ò2À�Í	È'Á�Å	ø�ÓQù!Â�ø2Ã�Á�Æ�Å2Â|Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï

A
Í7¾¯Ð�½	Ñ�Ò'ç

Ò2Â
B
Í7¾�Õ�Ï1Æ#¾�Â�Á�Ã�È Ö �����������2ãä� Ù Â�Ã�Ê2ÅgÝ	Ê2È a ∈ A Ù b ∈ B

½7¾�Æ�Â�Í2Ã�Á�Æ�À
ba = b

Æ�Ï1Ò2À�Ê2Í	È	Â�Á�Ã�ÈèÁ�À�Ê2Ë�Ì�À
ÆîÃ�Ê2Ñ�Î7¾�È�Ü

a = 1
Å'Ê2Å

b = 1
Ó��7��� ×2× ���	�Ú������y��2{2� Ö ��Í7¾�Õ�Ï1Æ#¾�Â�Á�Ã�ÈéÒ2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Â<Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2ÂÐ�½	Ñ�Ò	Ò	Ï

B
Í7¾!Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ

A Ù Æ�Ì�À�Á�À�½2À�ÄôÝ7Â�ø2Ã�Á�Æ�Å2Â A Í7¾
B
Ã�À�Ò	½#È'Û!Â�Í	Å	È	ÄÚÅ�È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�ÈÉÃ�Æ�À�¿�À�Ý2Í	Ï�Ä1Ó


Ú������y��2�2����� ��� ×2× ����Ú������y��2{2� Ö �1Í7¾�Õ�Ï1Æ#¾�Â�Á�Ã�È<Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾ G Ù Ã�À�Ý7Â�½#Û|¾�í�¾�È¯Í2À�½2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ñ�ÇdÒ2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò'çÒ	Ñ��O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾
H
Ã5È�Ý2½2À�Ä

A
Á�¾�Ì	Ñ�Ç Ù Î	Á�À G/A È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�È�Ð�½	Ñ�Ò	Ò2À�ø��O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾GÃ�È�Ý2½2À�Ä H/A ÓT�À�Û�Í2ÀîÒ2À�Ì'¾�Õ�¾�Á�Ë Ù Î	Á�ÀîÑ�Ý2Æ�À�Â�Í	Í7¾�ÈêÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾��O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾ G Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Å2ÄI¾îÆîÆ�Å'Ý7Â

G = ABC ÙÐ�Ý7Â
AB Ô Í2À�½2ÄI¾�Ê2Ë�Í7¾�È¯Æ

G
Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾aòG½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾OÃ1Í	Å'Ê2Ë�Ò2À�Á�Â�Í	Á�Í	Ï�ÄVÈ�Ý2½2À�Ä

A
Å��	Å	Ì'Ê2Å	Î2Â�Ã�Ì	Å2Ä

Ý7À�Ò2À�Ê2Í2Â�Í	Å2Â�Ä
B Ù ¾ CB Ô Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾��O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾<ÃQÈ�Ý2½2À�Ä

B
Å��	Å	Ì'Ê2Å	Î2Â�Ã�Ì	Å2ÄëÝ7À�Ò2À�Ê2Í2Â�Í	Å2Â�Ä

C
Ó

�@»���³����'»��
�S¶���»�¹��'º! #"'»�·�»�¶�$p¸5¶%����º�¹�&�¸5¶('#�*)����'¸

G +-,/.�0�1�24365�7 G µ(L) H8
A6 9;: <�: = 24 : A5>
A10 ?;: @;: 8�A : 8#> : 8 =4: >48 (74 × 312) : (2.L2(5).2)

9 L3(3) B : ?;: 8 9 134 : (2.S4)

< L4(q) q = 1324 13(q − 1), q2 − 1, 13(q2 − 1)/4 : 132304 : L4(q)

(q3 − 1)/4, (q3 + q2 + q + 1)/4

= U3(3) C : ?;: 8#> 26 : U3(3)

B U3(5) B : C : ?;: 8�A 29 : L3(4)

C U3(7) <�9;: <�?;: = B 242 : U3(7)

? U4(2) =4: @;: 8#> 34 : S5

@ U5(2) ?;: 8�8 : 8#> : 8 =4: 8 ? 35 :M118�A
S4(q) q = 3 =4: @;: 8#> 34 : S5

q = 2m, m > 1 4, 2(q ± 1), q2 ± 1 28m : L2(q
2)

q = 32m 9, 3(q ± 1), (q2 ± 1)/2 328m : L2(q
2)

q = pm, p > 3 D;E;0�,GFH0�I p(q ± 1), (q2 ± 1)/2 p8m : (L2(q
2).2)8�8

O9(q) q = pm, p D;E;0�,GFH0�I µ(M) JLK*I M ,G0�,GFH0�2;FM2;N p8m : O−

8
(q)

(q4 ± 1)/(2, q − 1),

p(q3 ± 1)/(2, q − 1),

(q2 ± q + 1)(q2 − 1)/(2, q − 1),

p(q2 + 1)(q ± 1)/(2, q − 1),

p(q2 − 1);

4(q2 ± 1, 8(q ± 1) : I�,/.�2 p = 2 O
9(q2 ± 1)/2, I�,/.�2 p = 3 O
25(q ± 1)/2, I�,/.�2 p = 5 O

49, I�,/.�2 p = 7 P8#>
3D4(2) ?;: 8#> : 8 9;: 8 ?;: >48 : > ? 224 Q 3D4(2)8 9 J2 C : ?;: 8�A : 8#> : 8 = 26 : A8
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Ea¾|Ò	½2À�Á�È'Û!Â�Í	Å	Å�Æ�Ã�Â�øÉ½7¾�¿�À�Á�ÏõÅ2Ã�Ò2À�Ê2Ë�Õ�Ñ�ÇSÁ�Ã�ÈîÀ�¿�À�Õ�Í7¾�Î2Â�Í	Å	ÈÉÅ	Õ¯û ��þ�Ó
R5Ã�Â¯Å	Õ�Æ�Â�Ã�Á�Í	Ï�ÂæÌVÍ7¾�Ã�Á�À�È'í|Â�ÄÚÑVÆ�½2Â�Ä,Â�Í	Å Í2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄÚÏ�ÂèÒ2ÀàÃ�Ò2Â�Ì	Á�½	ÑéÌ�À�Í2Â�Î	Í	Ï�ÂèÒ	½2À�ç

Ã�Á�Ï�ÂGÐ�½	Ñ�Ò	Ò	ÏõÒ2Â�½2Â�Î	Å2Ã�Ê7Â�Í	Ï Æ<Á�¾�¿�Ê2Å��2Â¯ü�Ó
R Ã�Á�À�Ê7¿!�2Â

H
Á�¾�¿�Ê2Å��	Ï Ñ�Ì'¾�Õ�¾�Í2ÀêÌ�À�ÄÚÒ2À�Õ�Å��	Å2À�Í	Í2À�Â�Ã�Á�½2À�Â�Í	Å2Â�À�Ý2Í2À�øßÅ	ÕîÐ�½	Ñ�Ò	Ò Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì'çÁ�½7¾�Ê2Ë�Í	Ï5ÜèÐ�½	Ñ�Ò	Ò2Â
G
ÅèÃ�À�Ý7Â�½#Û|¾�í!Å'ÜîÍ2Â�Á�½	Å	Æ�Å7¾�Ê2Ë�Í	Ñ�ÇX¾�¿�Â�Ê7Â�Æ�ÑgÍ2À�½2ÄI¾�Ê2Ë�Í	Ñ�Ç Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ�Ó�Ya¾�Ì

Ñ�Û!ÂîÀ�Á�Ä,Â�Î7¾�Ê7À�Ã�Ë Ù Å	Õ�Ã�Ñ�í|Â�Ã�Á�Æ�À�Æ#¾�Í	Å	ÈßÀ�Ý2Í2À�ø^Á�¾�Ì�À�ø^Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï Æ�Ï1Á�Â�Ì'¾�Â�ÁVÍ2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�Ä,À�Ã�Á�Ë
Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï

G
Ó

EQÅ	Û!ÂîÒ	½	Å	Æ�Â�Ý7Â�Í7¾êÅ	Õ�Æ�Â�Ã�Á�Í7¾�È^ÌßÍ7¾�Ã�Á�À�È'í|Â�ÄÚÑëÆ�½2Â�Ä,Â�Í	ÅWÅ	Í2òaÀ�½2ÄI¾��	Å	È^ÀêÃ�Á�½2À�Â�Í	Å	ÅWÐ�½	Ñ�Ò	Ò ÙÅ	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í	Ï5ÜîÒ2Â�½2Â�Î	Å2Ã�Ê7Â�Í	Í	Ï�ÄëÆ<Á�¾�¿�Ê2Å��2ÂaÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾�Ä1Ó
?7B

A6
ÓdMQÑ�Ã�Á�Ë

V Ô Â�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í	Ï1ø^Ý2Æ�Ñ'Ä,Â�½	Í	Ï1øWÄ,À�Ý2Ñ�Ê2ËêÝ	Ê2È
SL2(4) ' A5

Í7¾�Ý^Ò2À�Ê7Â�Ä
Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾��æÅ

H Ô Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Â�Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â
V
Í7¾

SL2(4)
ÓOZäÀ�Ð�Ý�¾

ω(H) = ω(A6)
ÓabGÇQ¿�¾�È

Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾ Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í7¾�È A6
ÅõÀ�Á�Ê2Å	Î	Í7¾�È À�Á

A6 Ù
È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�Èõ½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â�Ä Þ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�¾�½	Í2À�ø

¾�¿�Â�Ê7Â�Æ�À�øèÿ�ç Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï^Ò2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä
A5

û ��þ�ÓIK�Ò	Å2Ã�À�Ì
ω(A6)

ç Ì	½	Å	Á�Å	Î2Â�Ã�Ì	Å'Ü¯Ð�½	Ñ�Ò	ÒgÃ�Á�À�Î	Í2À�Ã�Á�Ë�ÇdÝ7À
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÅ	Õ�ÄI¾|Å2Ã�Î2Â�½	Ò	Ï1Æ#¾�Â�Á�Ã�ÈÉÝ2Æ�Ñ'ÄÚÈèÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾�ÄÚÅ � A6

Å
H
û ��þ�Ó

A@B
A10

ÓGMQÑ�Ã�Á�Ë
S Ô Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾

L2(5
2) Ù Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾�È S5 Ù

Å
S Ô Â�Â!Ò	½2À�À�¿�½7¾�Õ�Æ

SL2(5
2)
Ó

NLÍêÈ'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�ÈV½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â�ÄkÐ�½	Ñ�Ò	Ò	Ï>Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾�ÿèÒ2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä
S5 Ù

À�¿�Ê�¾�Ý�¾�ÇSí!Å2ÄkÂ�Ý2Å	Í2Ã�Á�Æ�Â�Í'ç
Í2À�øæÅ	Í	Æ�À�Ê2ÇM�	Å2Â�ø�ÓIYQ½2À�Ä,ÂSÁ�À�Ð�À Ù S Ã�À�Ý7Â�½#Û�Å	Á<Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ S0

Å	Í'Ý7Â�Ì�Ã�¾�ÿ Ù Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ	Ñ�Ç SL2(5)
Ó

]½	Ñ�Ò	Ò7¾
S0
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾GÒ2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò2ÂSÐ�½	Ñ�Ò	Ò	Ï

SL2(7
2) Ù Ò2À�Þ�Á�À�ÄÚÑ¯Â�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í	Ï1ø SL2(7

2)
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë

V
½7¾�Õ�Ä,Â�½	Í2À�Ã�Á�Ådÿ�Í7¾�ÝßÒ2À�Ê7Â�Ä`Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾

72
Ä,À�Û�Í2Àé½7¾�Ã�Ã�ÄI¾�Á�½	Å	Æ#¾�Á�ËVÌ'¾�ÌëÁ�À�Î	Í	Ï1ø

S0
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë2Ó

MQÑ�Ã�Á�Ë
W = V S Ô S

ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë Ù Å	Í'Ý2Ñ*�	Å	½2À�Æ#¾�Í	Í	Ï1ø Ä,À�Ý2Ñ�Ê7Â�Ä V Ù R Ô Í2À�½2ÄI¾�Ê2Å	Õ�¾�Á�À�½VÆ
S
Ò2À�Ý	ç

Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï
X
Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾��'ÓOZäÀ�Ð�Ý�¾

R Ô Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Â|Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â<Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï
X
Í7¾��	Å	Ì'Ê2Å	Î2Â�Ã�Ì	Ñ�Ç

Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ Ù Ò2À�½2À�Û|Ý7Â�Í	Í	Ñ�Ç`Þ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�À�Ä
y
Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾�� Ù Å	Í'Ý2Ñ*�	Å	½	Ñ�ÇSí!Å2Ä Æ X ¾�Æ�Á�À�Ä,À�½2òGÅ	Õ�ÄëÒ2À�ç

½#È�Ý2Ì'¾ �2Ó MQÑ�Ã�Á�Ë
A Ô À�Ý2Í2À�Ä,Â�½	Í	Ï1ø

R
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë Í7¾�ÝdÌ�À�Í2Â�Î	Í	Ï�Ä Ò2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾	� Ù Á�À�Î	Í	Ï1øÍ7¾ 〈y〉 Ù Å B = AS Ô Ã�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí!Å	øëÅ	Í'Ý2Ñ*�	Å	½2À�Æ#¾�Í	Í	Ï1ø

S
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë2ÓéùaÊ2ÈôÂ�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�Ð�À

Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Ð�À<Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å	È
H = (W ×B) : S

Ã�Ò	½7¾�Æ�Â�Ý	Ê2Å	Æ�À¯½7¾�Æ�Â�Í2Ã�Á�Æ�À
ω(A10) = ω(H)

û ��þ�Ó
bGÇQ¿�¾�È|Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾ Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í7¾�È A10

Å<À�Á�Ê2Å	Î	Í7¾�È<À�Á
A10 Ù

È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�È�Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	ÄÚÏ�Ä�Ò	½2À�Å	Õ�ç
Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â�Ä ¾�¿�Â�Ê7Â�Æ�À�ø {3, 7} ç Ð�½	Ñ�Ò	Ò	ÏWÍ7¾ S û ��þ�ÓpbGÇQ¿�¾�È ω(A10)

ç Ì	½	Å	Á�Å	Î2Â�Ã�Ì'¾�ÈgÐ�½	Ñ�Ò	Ò7¾GÅ	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾
A10

Å'Ê2ÅîÀ�Ò	½2Â�Ý7Â�Ê7Â�Í	Í2À�øîÆ�Ï1å|ÂGÆ�Þ�Á�À�ÄôÒ	Ñ�Í	Ì	Á�ÂGÐ�½	Ñ�Ò	Ò2Â
H
ûýü�
�þ�Ó

� B
L3(3)

Ó|]½	Ñ�Ò	Ò7¾
SL2(13)

Ã�À�Ý7Â�½#Û�Å	Á�Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ
U ' SL2(3) Ù

Ì�À�Á�À�½7¾�ÈàÝ7Â�ø2Ã�Á�Æ�Ñ�Â�Á�Ã�Æ�À�ç
¿�À�Ý2Í2ÀßÍ7¾ßÂ�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�Ä Ý2Æ�Ñ'Ä,Â�½	Í2À�Ä

SL2(13)
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê7Â

W
Í7¾�Ý Ò2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾kü��'Ó MQÑ�Ã�Á�Ë

K Ô ½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â
U
Ò2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ëÿ Ù À�¿�Ê�¾�Ý�¾�ÇSí|Â�Â�Â�Ý2Å	Í2Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�øõÅ	Í	Æ�À�çÊ2ÇM�	Å2Â�øôðöÁ�¾�Ì�À�Â|½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â|Ã�Ñ�í|Â�Ã�Á�Æ�Ñ�Â�Á � Ã�Ä1ÓLÆ�Ï1å|ÂOÒ	Ñ�Í	Ì	Áèÿ Ù Ò2À�Ã�Æ�È'í|Â�Í	Í	Ï1øàÍ2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�çÂ�Ä,À�Ã�Á�Å

A10
ñLÅ

V Ô Ä,À�Ý2Ñ�Ê2ËèÝ	Ê2È
K Ù Ò2À�Ê2Ñ�Î2Â�Í	Í	Ï1øêÅ	Í'Ý2Ñ*�	Å	½2À�Æ#¾�Í	Å2Â�Ä Ã�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2È W Ù ½7¾�Ã�Ã�ÄI¾�Á�ç½	Å	Æ#¾�Â�Ä,À�Ð�ÀVÌ'¾�Ì

U
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë2ÓõùaÊ2ÈßÂ�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�Ð�À Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Ð�ÀVÒ	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å	È

H = V : KÃ�Ò	½7¾�Æ�Â�Ý	Ê2Å	Æ�ÀÉ½7¾�Æ�Â�Í2Ã�Á�Æ�À
ω(L3(3)) = ω(H)

û ��þ�Ó<]½	Ñ�Ò	Ò	Ñ
H
Ä,À�Û�Í2ÀÉÃ�Ê7Â�Ý2Ñ�ÇSí!Å2ÄõÀ�¿�½7¾�Õ�À�ÄõÕ�¾�ç

Ý�¾�Á�ËÉÃ!Ò2À�Ä,À�í!Ë�Ç À�¿�½7¾�Õ�Ñ�ÇSí!Å'Ü�Å�À�Ò	½2Â�Ý7Â�Ê2È'ÇSí!Å'Ü�Ã�À�À�Á�Í2À�å|Â�Í	Å	ø�Ó|MGÀ�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾
K
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾

〈x, y|x4 = y3 = (xy)8 = x2(xy)4 = 1〉 ÅîÀ�Á�À�¿�½7¾�Û!Â�Í	Å2Â

x→




. . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1
−1 . . . . . . . . .
. . . −1 . . . . . .


 , y →




. . . 1 . . . . . .
−1 −1 . . . . . .
. . . . . . −1 5
. . . . . . 5 . . .




Ò2À�Ã�Ê7Â!Æ�Ï�¿�À�½7¾æ¿�¾�Õ�Å2Ã�¾
v1 Ù v2 Ù v3 Ù v4

Æ
V
Ò	½2À�Ý7À�Ê2Û|¾�Â�Á�Ã�È�Ý7ÀgÆ�Ê7À�Û!Â�Í	Å	È

K
Æ
GL(V )

Ó!NLÁ�Ã�Ç5Ý�¾
Í2Â�Ò2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2ÀaÄ,À�Ð�Ñ�ÁG¿�Ï1Á�ËQÒ2À�Ê2Ñ�Î2Â�Í	ÏëÀ�Ò	½2Â�Ý7Â�Ê2È'ÇSí!Å2Â1Ã�À�À�Á�Í2À�å|Â�Í	Å	ÈOÝ	Ê2È

H
ÆQÀ�¿�½7¾�Õ�Ñ�ÇSí!Å'Ü

x Ù y Ù v1 Ù v2 Ù v3 Ù v4
ÓaK�Ò	Å2Ã�À�Ì

ω(L3(3))
ç Ì	½	Å	Á�Å	Î2Â�Ã�Ì	Å'ÜéÒ2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	ÒàÅ2Ã�Î2Â�½	Ò	Ï1Æ#¾�Â�Á�Ã�È�Ð�½	Ñ�Ò	Ò2À�ø

H
Å

Ã�¾�Ä,À�øÉÐ�½	Ñ�Ò	Ò2À�ø
L3(3)

û ��þ�Ó



� 
 ����� #" - 
¯� 4 : 4

D�B
L4(q)

ÓèMQÑ�Ã�Á�Ë
p Ô Ò	½2À�Ã�Á�À�Â¯Î	Å2Ã�Ê7À Ù F Ô Ò2À�Ê7Â<Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾

q = pn
Å
G = SL4(q)

Ó<ùaÊ2È
FG

ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2È
U
À�¿�À�Õ�Í7¾�Î	Å2Ä Î2Â�½2Â�Õ

Uρi Ù i = 0, 1, . . . ,
Ã�Ì	½	Ñ�Î	Å	Æ#¾�Í	Å2Â

U
ÃÉÒ2À�Ä,À�í!Ë�Ç

i
ç�À�øWÃ�Á�Â�ç

Ò2Â�Í	Åô¾�Æ�Á�À�Ä,À�½2òGÅ	Õ�ÄI¾ �O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾
ρ
Ò2À�Ê2È

F Ù Ò2À�Ã�Ï5Ê�¾�ÇSí|Â�Ð�ÀîÌ'¾�Û|Ý2Ï1øVÞ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á x ∈ F
Æ
xp
Ó

NS¿�À�Õ�Í7¾�Î	Å2ÄßÎ2Â�½2Â�Õ
Λ2U

Æ�Í2Â�å!Í	Å	øÉÌ	Æ#¾�Ý2½7¾�Á¯Ä,À�Ý2Ñ�Ê2È
U
Ó

FIÃ�Ê2Å
q = 1324 Ù V Ô Â�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í	Ï1ø ��ç�Ä,Â�½	Í	Ï1ø�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë<Ý	Ê2È

G
Í7¾�Ý

F
Å

W = V ρ5 ⊗ V ρ11 ⊗ Λ2V,

Á�À
W

È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�È
L4(q)

ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê7Â�Ä ÅWÒ2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�ÂàÒ	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â
W : L4(q)

Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í2À
L4(q)

Ó|R Î7¾�Ã�Á�Í2À�Ã�Á�Å Ù L4(13
24)

Í2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄI¾îÃ�½2Â�Ý2ÅéÃ�Æ�À�Å'ÜàÍ7¾�Ì	½	Ï1Á�Å	ø^ûýü�ü�þ�Ó|R�Å'Ý2Å2Ä,À Ù Ò2À�çÝ7À�¿�Í	Ï�ÂaÒ	½	Å2Ä,Â�½	Ï Ã�Ñ�í|Â�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSÁ<ÅæÝ	Ê2ÈæÍ2Â�Ì�À�Á�À�½	Ï5ÜèÝ2½	Ñ�Ð�Å'Ü
q
Ó

=@B
U3(3)

ÓI]½	Ñ�Ò	Ò7¾
U3(3)

À�¿�Ê�¾�Ý�¾�Â�Á¯¾�¿�Ã�À�Ê2ÇSÁ�Í2À|Í2Â�Ò	½	Å	Æ�À�Ý2Å2ÄÚÏ�Ä ��ç�Ä,Â�½	Í	Ï�ÄôÀ�¿�Ï1Ì	Í2À�Æ�Â�Í	Í	Ï�Ä
Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Ê7Â�Í	Å2Â�Ä>ðxÃ�Ä1ÓÚû ��þxñ�ÓQF,Ð�Àg½2Â�Ý2Ñ�Ì��	Å	È�Ò2ÀgÄ,À�Ý2Ñ�Ê2Ç ÿ<½2Â�¾�Ê2Å	Õ�Ñ�Â�Á�Ã�ÈàÍ7¾�ÝàÒ2À�Ê7Â�Ä^Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾èÿ'Ó
MQÑ�Ã�Á�Ë

H Ô ½7¾�Ã�í|Â�Ò'Ê2È	Â�Ä,À�ÂQ½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2ÂGÃ�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí|Â�Ð�À ��ç�Ä,Â�½	Í2À�Ð�À|Ò	½2À�Ã�Á�½7¾�Í2Ã�Á�Æ#¾
V
Í7¾�Ý

Ò2À�Ê7Â�ÄdÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾ÉÿgÒ2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä
U3(3)

Ó|ZäÀ�Ð�Ý�¾
ω(U3(3)) = ω(H)

û ��þ�Ó!RkÎ7¾�Ã�Á�Í2À�Ã�Á�Å Ù U3(3)
Í2Â

½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄI¾¯Ã�½2Â�Ý2ÅÉÍ7¾�Ì	½	Ï1Á�Å	ø�Ó
bGÅ	Í2Â�ø	Í	Ï�ÂaÒ	½2Â�À�¿�½7¾�Õ�À�Æ#¾�Í	Å	ÈÉÆ�Â�Ì	Á�À�½	Í2À�Ð�À<Ò	½2À�Ã�Á�½7¾�Í2Ã�Á�Æ#¾

V Ù Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Ê7Â�Í	Í	Ï�ÂOÆ�Í2Â�Ì�À�Á�À�½2À�Ä¿�¾�Õ�Å2Ã�ÂaÄI¾�Á�½	Å��7¾�ÄÚÅ

a =




1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 1
. . . . . . 1 1 . . . 1
1 1 . . . . . . 1 . . .
. . . . . . 1 . . . . . . . . .



, b =




. . . . . . 1 1 . . . 1
1 . . . . . . . . . 1 . . .
. . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . 1
1 1 1 . . . . . . 1
. . . . . . . . . 1 . . . . . .




Í7¾�ÝWÒ2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ ÿéÒ2À�½2À�Û|Ý�¾�ÇSÁ Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ
U
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ	Ñ�Ç

U3(3)
Ó`K�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí|Â�Â

½7¾�Ã�í|Â�Ò'Ê2È	Â�Ä,À�Âa½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â
V
Ò2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä

U
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ2À

H
ûýü���þ�Ó

FIÃ�Ê2Å
A Ô Ð�½	Ñ�Ò	Ò7¾ Ù Ò2À�½2À�Û|Ý7Â�Í	Í7¾�È�Ã�Ê7Â�Ý2Ñ�ÇSí!Å2ÄÚÅîÄI¾�Á�½	Å��7¾�ÄÚÅîÍ7¾�ÝÉÒ2À�Ê7Â�ÄëÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾ � �

a =




2 . . . . . . . . .
. . . 2 . . . . . .
. . . . . . 4 . . .
. . . . . . . . . 4


 , b =




. . . . . . . . . 1

. . . . . . −1 . . .
1 . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . .


 ,

Á�À
A
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾�Í2Â�Ì�À�Ä,ÄÚÑ�Á�¾�Á�Å	Æ�Í2À�ÄÚÑôÒ2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�ÄÚÑ Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å	Ç Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ �îÍ7¾

�	Å	Ì'Ê2Å	Î2Â�Ã�Ì	Ñ�ÇWÐ�½	Ñ�Ò	Ò	ÑOÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾ �LÅ�Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Â1Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â�Ã�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí|Â�ø<Þ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�¾�½'ç
Í2À�øV¾�¿�Â�Ê7Â�Æ�À�øVÐ�½	Ñ�Ò	Ò	ÏXÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾

74
Í7¾

A
È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�ÈéÐ�½	Ñ�Ò	Ò2À�ø �O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾ Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í2À�ø

U3(3)
ûýü#��þ�Ó

� B
U3(5)

ÓgMQÑ�Ã�Á�Ë
L = L3(4) Ù V Ô ¾�¿�Ã�À�Ê2ÇSÁ�Í2ÀÉÍ2Â�Ò	½	Å	Æ�À�Ý2Å2ÄÚÏ1ø ��ç�Ä,Â�½	Í	Ï1ø

L
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2ËîÍ7¾�Ý

Ò2À�Ê7Â�ÄßÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾èÿ�Å
H Ô ½7¾�Ã�í|Â�Ò'Ê2È	Â�Ä,À�Â!½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â

V
Ò2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä

L
Ó�ZäÀ�Ð�Ý�¾

ω(U3(5)) =
ω(H)

ûýü�ÿ�þ�Ó
]½	Ñ�Ò	Ò7¾

L
Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾ 〈

a, b : a2 = b4 = (ab)7 = (ab2)5 = (abab2)7 = (ababab2ab−1)5 = 1
〉 Ó

bGÅ	Í2Â�ø	Í	Ï�ÂQÒ	½2Â�À�¿�½7¾�Õ�À�Æ#¾�Í	Å	ÈèÆ�Â�Ì	Á�À�½	Í2À�Ð�À|Ò	½2À�Ã�Á�½7¾�Í2Ã�Á�Æ#¾
V Ù Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Ê7Â�Í	Í	Ï�ÂGÆ�Â�Ð�ÀOÍ2Â�Ì�À�Á�À�½2À�Ä



�!� "�����0 - �$���
������Ú/Q�Q0 - ��0@���@��"2 É� - $@����$	/Q�S0#" - ����/Q����"2 	0	0	/ �'ü

¿�¾�Õ�Å2Ã�ÂaÄI¾�Á�½	Å��7¾�ÄÚÅ

[a] =




1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .




,

[b] =




. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .
1 . . . 1 1 1 . . . 1 1 . . .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 . . . . . . . . . 1 . . . . . . 1 1
. . . . . . 1 . . . 1 1 1 . . . 1




Õ�¾�Ý�¾�ÇSÁ¯Ã�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí|Â�ÂQÝ7Â�ø2Ã�Á�Æ�Å2Â
L
Í7¾

V
ûýü���þ�Ó

��B
U3(7)

Ó,]½	Ñ�Ò	Ò7¾
L = U3(7)

À�¿�Ê�¾�Ý�¾�Â�Á¯¾�¿�Ã�À�Ê2ÇSÁ�Í2À!Í2Â�Ò	½	Å	Æ�À�Ý2Å2ÄÚÏ�ÄëÀ�¿�Ï1Ì	Í2À�Æ�Â�Í	Í	Ï�Ä Ò	½2Â�Ý	ç
Ã�Á�¾�Æ�Ê7Â�Í	Å2Â�Äd½7¾�Õ�Ä,Â�½	Í2À�Ã�Á�Å �#ÿgÃOÜ�¾�½7¾�Ì	Á�Â�½2À�Ä

χ = χ2
ÆèÀ�¿�À�Õ�Í7¾�Î2Â�Í	Å	È�Üëû ��þ�ÓaF,Ð�ÀÉÿ�ç ½2Â�Ý2Ñ�Ì��	Å	È

Φ½2Â�¾�Ê2Å	Õ�Ñ�Â�Á�Ã�È Í7¾�Ý Ò2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾�ÿ'Ó�FIÃ�Ê2Å
V Ô Ã�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí!Å	ø

L
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2ËàÅ

H Ô Â�Ã�Á�Â�ç
Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�ÂaÒ2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�ÂaÒ	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2ÂaÐ�½	Ñ�Ò	Ò	Ï

V
Í7¾

L Ù Á�À ω(L) = ω(H)
ûýü�ÿ�þ�Ó

ùOÆ�Â ÄI¾�Á�½	Å��	Ï ½7¾�Õ�Ä,Â�½	Í2À�Ã�Á�Å �#ÿtÍ7¾�Ý Ò2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ ÿ Ù Ò2À�½2À�Û|Ý�¾�ÇSí!Å2Â Ò2À�Ý2Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ
GL(42, 2) Ù Ì�À�Á�À�½7¾�ÈÉ½2Â�¾�Ê2Å	Õ�Ñ�Â�Á Φ Ù Ò	½	Å	Æ�Â�Ý7Â�Í	Ï ÆÉûýü���þ�Ó

� B
U4(2) ' S4(3)

ÓdMQÑ�Ã�Á�Ë
W Ô Ò2À�Ý7Ã�Á�¾�Í2À�Æ�À�Î	Í	Ï1ø Ä,À�Ý2Ñ�Ê2ËVÍ7¾�Ý^Ò2À�Ê7Â�ÄXÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾ �àÝ	Ê2È

Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ï
S = S5 Ù

Á�ÓpÂ�ÓÉÄ,À�Ý2Ñ�Ê2ËàÃg¿�¾�Õ�À�ø
w1, . . . , w5 Ù

Í7¾èÌ�À�Á�À�½2À�øVÊ2ÇQ¿�¾�ÈêÒ2À�Ý7Ã�Á�¾�Í2À�Æ�Ì'¾
π ∈ SÝ7Â�ø2Ã�Á�Æ�Ñ�Â�ÁQÒ2À�Ò	½7¾�Æ�Å'Ê2Ñ � wiπ = wiπ Ù i = 1, . . . , 5

ÓpMQÑ�Ã�Á�Ë
V Ô Á�Â�Í	Õ�À�½	Í2À�Â�Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â5Ä,À�Ý2Ñ�Ê2È

W/〈w1 + . . . + w5〉
Í7¾àÍ2Â�Á�½	Å	Æ�Å7¾�Ê2Ë�Í	Ï1ødÀ�Ý2Í2À�Ä,Â�½	Í	Ï1ø

S
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë2ÓW]½	Ñ�Ò	Ò7¾

S5
Ò2À�½2À�Û|Ý�¾�Â�Á�Ã�È

Ò2À�Ý7Ã�Á�¾�Í2À�Æ�Ì'¾�ÄÚÅ
a = (1, 2, 3, 4, 5)

Å
(1, 2)

Ó1ì1¾�Õ�Å2Ã
V
Ä,À�Û�Í2À¯Æ�Ï�¿�½7¾�Á�ËgÁ�¾�Ì Ù Î	Á�À�¿�Ï Þ�Ê7Â�Ä,Â�Í	Á�Ï aÅ

b
Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Ê2È�Ê2Å2Ã�ËæÆ�Í2Â�ÄëÄI¾�Á�½	Å��7¾�ÄÚÅ




. . . 1 . . . . . .

. . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1
2 2 2 2


 ,




. . . 2 . . . . . .
2 . . . . . . . . .
. . . . . . 2 . . .
. . . . . . . . . 2


 ,

Ã�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À	Ó,MQÑ�Ã�Á�Ë
H Ô Â�Ã�Á�Â�Ã�Á�Æ�Â�Í	Í2À�Â�Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�Â�Ò	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â5Ä,À�Ý2Ñ�Ê2È V Í7¾

S
ÓäZäÀ�Ð�Ý�¾

ω(U4(2)) = ω(H)
ûýü�ÿ�þ�Ó

NLÒ	½2Â�Ý7Â�Ê2Å2ÄßÃ�Ê7Â�Ý2Ñ�ÇSí!Å2Â¯ð
4× 4

ñ ç�ÄI¾�Á�½	Å��	ÏkÍ7¾�ÝîÒ2À�Ê7Â�Ä
F
Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ � �

a =




. . . 1 . . . . . .

. . . . . . 1 . . .

. . . . . . . . . 1
2 2 2 2


 , b =




1 . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . .
2 2 2 2
. . . 1 . . . . . .


 .



��ÿ ����� #" - 
¯� 4 : 4

NLÍ	Å Ò2À�½2À�Û|Ý�¾�ÇSÁ�Æ
GL(4, 3)

Ð�½	Ñ�Ò	Ò	Ñ �O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾
K
Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾�ÿ 
'Ó�NS¿�À�Õ�Í7¾�Î	Å2Ä`Î2Â�½2Â�Õ

VÃ�À�À�Á�Æ�Â�Á�Ã�Á�Æ�Ñ�ÇSí!Å	øîÎ2Â�Á�Ï1½2Â�Ü	Ä,Â�½	Í	Ï1ø
KF

ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë2Ó
R�Æ�Â�Ý7Â�ÄëÎ2Â�Á�Ï1½2ÂaÄI¾�Á�½	Å��	Ï

17× 17 Ù Õ�¾�Ò	Å2Ã�¾�Í	Í	Ï�ÂaÆ<¿�Ê7À�Î	Í2À�ÄëÆ�Å'Ý7ÂaÃ�Ê7Â�Ý2Ñ�ÇSí!Å2ÄëÀ�¿�½7¾�Õ�À�Ä �

A = diag(1, a, a, a, a), B = diag(1, b, b, b, b),

C =




1 . . . . . . . . . . . .
. . . 1 b b2 . . .
. . . . . . 1 . . . −b2
. . . . . . . . . 1 b3

. . . . . . . . . . . . 1



, D =




1 d . . . . . . . . .
. . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . 1



,

Ð�Ý7Â
d = (1, 0, 0, 0) ∈ F 4 Ó
]½	Ñ�Ò	Ò7¾

H = 〈A,B,C,D〉 = (V ⊕ V ⊕ V ⊕ V ) : (V.V ) : K
È'Æ�Ê2È	Â�Á�Ã�ÈÉÑ�Ý2Æ�À�Â�Í	Í2À�ø�Ð�½	Ñ�Ò	Ò2À�ø

�O½2À�¿�Â�Í	Å	Ñ�Ã�¾�Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾
5648590729620 = 22 · 324 · 5 Ù Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í2À�ø U4(2)

ûýü���þ�Ó
� B

U5(2)
Ó1MQÑ�Ã�Á�Ë

M = M11
Å
V Ô ¾�¿�Ã�À�Ê2ÇSÁ�Í2À<Í2Â�Ò	½	Å	Æ�À�Ý2Å2ÄÚÏ1ø ��ç�Ä,Â�½	Í	Ï1ø

M
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2ËgÍ7¾�Ý

Ò2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ �àÃ¯Ü�¾�½7¾�Ì	Á�Â�½2À�ÄXì�½7¾�Ñ�Þ�½7¾ Ù Õ�Í7¾�Î2Â�Í	Å	ÈôÌ�À�Á�À�½2À�Ð�À�Ò	½2Â�Ý7Ã�Á�¾�Æ�Ê7Â�Í	Ï Æ�Á�¾�¿�Ê2Å��2ÂÉÿ
ðxÃ�Ä1Ó�ûýü���þxñ �

�@»���³����'»��

gM
8�� >�� < � = � ? � ?�� 8�8�� 8�8

�
χ(g) = 8 −1

A −1 +
√
−2 −1−

√
−2 −1 +

√
−11 −1−

√
−11

FIÃ�Ê2Å
H Ô ½7¾�Ã�í|Â�Ò'Ê2È	Â�Ä,À�Âa½7¾�Ã�å!Å	½2Â�Í	Å2Â

V
Ò2À�Ã�½2Â�Ý7Ã�Á�Æ�À�Ä

M Ù Á�À ω(U5(2)) = ω(H)
ûýü�ÿ�þ�Ó

]½	Ñ�Ò	Ò7¾
M

Ò2À�½2À�Û|Ý�¾�Â�Á�Ã�ÈîÒ2À�Ý7Ã�Á�¾�Í2À�Æ�Ì'¾�ÄÚÅ

a = (2, 6)(4, 9)(5, 11)(8, 10), b = (1, 4, 3, 10)(6, 7, 9, 11).
R^Ò2À�Ý	Ü#À�Ý2È'í|Â�Ä^¿�¾�Õ�Å2Ã�Â

V
Ý7Â�ø2Ã�Á�Æ�Å2Â

M
Í7¾

V
À�Ò	½2Â�Ý7Â�Ê2È	Â�Á�Ã�È�ÄI¾�Á�½	Å��7¾�ÄÚÅ

[a] =




. . . 1 2 . . . . . .
1 2 2 1 1
. . . 2 2 1 1
2 . . . 1 1 2
2 1 1 1 . . .



, [b] =




. . . . . . 1 . . . 1
2 2 1 1 . . .
1 1 1 1 1
2 1 2 2 . . .
1 1 . . . 1 2



.

FIÃ�Ê2Å
V Ô ��ç�Ä,Â�½	Í	Ï1ø

U5(2)
ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë¯Í7¾�ÝèÒ2À�Ê7Â�Ä Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ � Ù Á�À!Ò2À�Ê2Ñ�Ò	½#È	Ä,À�ÂQÒ	½2À�Å	Õ�Æ�Â�Ý7Â�Í	Å2Â

V
Í7¾

U5(2)
Å	Õ�À�Ã�Ò2Â�Ì	Á�½7¾�Ê2Ë�Í2À

U5(2)
ÓdR Î7¾�Ã�Á�Í2À�Ã�Á�Å Ù U5(2)

Í2Â�½7¾�Ã�Ò2À�Õ�Í7¾�Æ#¾�Â�ÄI¾ Ã�½2Â�Ý2ÅßÍ7¾�Ì	½	Ï5ç
Á�Å	øêûýü ��þ�Ó

]½	Ñ�Ò	Ò7¾
U = U5(2)

Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾ '
〈
a, b|a2 = b5 = (ab)11 = [a, b]3 = [a, b2]3 = [a, bab]3 =

[a, bab2]3 = 1
〉 Ódù!Â�ø2Ã�Á�Æ�Å2Â

U
Í7¾êÄ,À�Ý2Ñ�Ê7Â

V Ù ½7¾�Ã�Ã�ÄI¾�Á�½	Å	Æ#¾�Â�Ä,À�Ä Ì'¾�Ì ü�
�ç�Ä,Â�½	Í2À�ÂàÆ�Â�Ì	Á�À�½	Í2À�Â
Ò	½2À�Ã�Á�½7¾�Í2Ã�Á�Æ�ÀOÍ7¾�ÝgÒ2À�Ê7Â�Ä�Ò2À�½#È�Ý2Ì'¾ �QÕ�¾�Ý�¾�Â�Á�Ã�È<ÆaÒ2À�Ý	Ü#À�Ý2È'í|Â�ÄV¿�¾�Õ�Å2Ã�Â

V
ÄI¾�Á�½	Å��7¾�ÄÚÅàðxÃ�Ä1Ó7ûýü���þxñ

[a] =




. . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 2 1 2 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 2 . . . 2 1 . . . . . . . . . . . .
1 1 2 . . . 2 . . . 1 . . . . . . . . .
2 2 1 . . . 1 . . . . . . 1 . . . . . .
2 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . 2 . . . 2 . . . . . . . . . . . . 1




,
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[b] =




. . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . 2 . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 . . .
1 1 1 . . . 2 1 2 1 2 . . .
. . . 1 1 . . . 1 1 . . . 1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

?��B
S4(q)

ÓI]½	Ñ�Ò	Ò7¾
S4(3)

Å	Õ�À�Ä,À�½2òGÍ7¾
U4(2)

ðxÃ�Ä1Ó	Ò�ÓG�|Æ�Ï1å|Â�ñ�Ó
MQÑ�Ã�Á�Ë

F Ô Ì�À�Í2Â�Î	Í2À�Â!Ò2À�Ê7ÂaÒ2À�½#È�Ý2Ì'¾
q = pn > 3 Ù Ð�Ý7Â p Ô Ò	½2À�Ã�Á�À�ÂOÎ	Å2Ã�Ê7À Ù Å Wi = Wi(q) Ù

i = 0, 1, . . . , p − 1 Ù@Ô Ò	½2À�Ã�Á�½7¾�Í2Ã�Á�Æ�À�À�Ý2Í2À�½2À�Ý2Í	Ï5ÜéÒ2À�Ê2Å	Í2À�Ä,À�Æ�Ã�Á�Â�Ò2Â�Í	Å
i
À�ÁèÒ2Â�½2Â�Ä,Â�Í	Í	Ï5Ü

x1 Ù
x2
Í7¾�Ý

F
ÓaMQÑ�Ã�Á�Ë

α Ô ¾�Æ�Á�À�Ä,À�½2òGÅ	Õ�Ä
F Ù À�Á�À�¿�½7¾�Û|¾�ÇSí!Å	øéÌ'¾�Û|Ý2Ï1øéÞ�Ê7Â�Ä,Â�Í	ÁèÅ	Õ F ÆèÂ�Ð�À

p
ç Ç

Ã�Á�Â�Ò2Â�Í	Ë2ÓLùaÊ2È
j = 0, . . . , n − 1

Ò	½2Â�Æ�½7¾�Á�Å2Ä
Wi

Æ
SL2(q)

ç�Ä,À�Ý2Ñ�Ê2Ë
W j

i = W j
i (q) Ù

Ò2À�Ê�¾�Ð�¾�È�Ý	Ê2È

f(x1, x2) ∈Wi
Å
a =

(
a11 a12
a21 a22

)
∈ SL2(q)

f(x1, x2)a = f(aα
j

11x1 + aα
j

12x2, a
αj

21x1 + aα
j

22x2).

R^Î7¾�Ã�Á�Í2À�Ã�Á�Å Ù W j
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. . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z z 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . .
z6 z6 . . . z6 z6 1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
z4 z4 . . . z3 z3 . . . . . . 1
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z z . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 1 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 1 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1 1 . . . 1 1 . . . z . . .
z z5 . . . z . . . z6 . . . z6
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